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PREFACE 

DE  LA  SECONDE  ÉDITION. 


Le  plan  de  cette  seconde  édition  ne  diffère  pas  de  celui  de 
la  première  ;  mais,  dans  certains  Chapitres,  un  assez  grand 
nombre  de  modifications  et  d'additions  ont  été  faites.  Citons 
en  particulier  quelques  pages  sur  des  intégrales  considérées 
par  Kronecker,  une  étude  plus  complète  sur  les  résidus  des 
intégrales  doubles,  et  des  remarques  sur  le  point  de  départ 
de  Weierstrass  dans  la  théorie  des  fonctions  algébriques 
d'une  variable. 

Le  Chapitre  relatif  aux  théorèmes  généraux  sur  les  équa- 
tions différentielles  a  été  complètement  remanié.  Enfin,  j'ai 
ajouté  un  Chapitre  sur  les  courbes  gauches  algébriques. 

Je  dois  remercier  mon  ami  M.  Georges  Simart,  qui  m'avait 
rendu  tant  de  services  dans  la  rédaction  de  la  première  édi- 
tion, pour  l'aide  qu'il  m'a  prêtée  dans  la  correction  des 
épreuves. 

EMILE  PICARD. 
Paris,  le  i*'  novembre  igo^- 
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INTRODUCTION 

DE    LA    PREMIÈRE    ÉDITION. 


Ce  second  Volume  contient  les  Leçons  que  j'ai  faites  à  la 
Sorbonne  pendant  ces  deux  dernières  années.  Il  est  princi- 
palement consacré  aux  fonctions  harmoniques  et  aux  fonc- 
tions analytiques.  Sans  néfjligcr  le  point  de  vue  de  Gauchy 
dans  la  théorie  de  ces  dernières  fonctions,  je  me  suis  surtout 
attaché  à  une  étude  approfondie  des  fonctions  harmoniques, 
c'est-à-dire  de  l'équation  de  Laplace  ;  une  grande  partie  de 
ce  Volume  est  consacrée  à  cette  équation  célèbre,  dont  dé- 
pend toute  la  théorie  des  fonctions  analytiques.  Je  me  suis 
arrêté  longuement  sur  le  principe  de  Dirichlel,  qui  joue  un 
si  grand  rôle  dans  les  travaux  de  Riemann,  et  qui  est  aussi 
important  pour  la  Physique  mathématique  que  pour  l'Ana- 
Ivse. 

Parmi  les  fonctions  particulières  que  j'étudie,  je  signa- 
lerai les  fonctions  algébriques  et  les  intégrales  abéliennes. 
Un  Chapitre  traite  des  surfaces  de  Riemann,  dont  l'élude  a 
été  laissée  un  peu  trop  de  côté  en  France;  on  peut,  par  une 
représentation  géométrique  convenable,  rendre  intuitifs  les 
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principaux  résultats  de  cette  théorie.  Cette  vue  claire  de  la 
surface  de  Riemann  une  fois  obtenue,  toutes  les  applications 
se  déroulent  avec  la  même  facilité  que  dans  la  théorie  clas- 
sique de  Cauchy  relative  au  plan  simple.  Mais  il  importe  de 
jugera  sa  véritable  valeur  la  belle  conception  de  Riemann. 
(]e  serait  une  vue  incomplète  que  de  la  rej^arder  seulement 
comme  une  méthode  simplificative  pour  présenter  la  théorie 
des  fonctions  aljjébriques.  Si  importante  que  soit  la  simpli- 
fication apportée  dans  cette  étude  par  la  considération  de 
la  surface  à  plusieurs  feuillets,  ce  n'est  pas  là  ce  qui  fait  le 
grand  intérêt  des  idées  de  Riemann.  l^e  point  essentiel  de 
sa  théorie  est  dans  la  conception  a  priori  de  la  surface  con- 
nexe formée  d'un  nombre  limité  de  feuillets  plans,  et  dans 
le  fait  qu'à  une  telle  surface  conçue  dans  toute  sa  généralité 
correspond  une  classe  de  courbes  algébriques.  Nous  n'avons 
donc  pas  voulu  mutiler  la  pensée  profonde  de  Riemann,  et 
nous  avons  consacré  un  Chapitre  à  la  question  difficile  et 
capitale  de  l'existence  des  fonctions  analytiques  sur  une 
surface  de  Riemann  arbitrairement  donnée;  le  problème 
même  est  susceptible  de  se  généraliser,  si  l'on  prend  une 
surface  fermée  arbitraire  dans  l'espace  et  qu'on  considère 
l'équation  de  Beltrami  qui  lui  correspond. 

J'avais  annoncé  dans  le  premier  Volume  que  je  comptais 
m'occuper  surtout  dens  ce  Traité  de  la  théorie  des  équations 
différentielles.  On  trouvera  ici  un  seul  (ihaj)itre  consacré  à 
cette  théorie  telle  qu'on  l'entend  ordinairement  dans  les 
Ouvrages  classiques.  Je  pourrais  prétexter  que  l'équation 
de  Laplace  est  une  équation  différentielle;  j'aime  mieux 
avouer  que  mon  plan  s'est  un  peu  élargi.  Je  m'occuperai 
particulièrement,  dans  le  Tome  III,  de  l'étude  des  équations 
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diiférentielles,  mais  je  n'oserais  pas  affirmer  cependant  que 
je  n'aurai  pas  encore  plusieurs  parenthèses  à  ouvrir. 

M.  Simart  m'a  continué  son  précieux  concours.  Je  lui 
dois  plus  encore  pour  ce  second  Volume  que  pour  le  pre- 
mier; je  lui  adresse  mes  affectueux  remercîments  pour  les 
conseils  qu'il  m'a  donnés  en  relisant  mon  manuscrit  et  pour 
la  peine  qu'il  a  prise  à  la  correction  des  épreuves. 

ÉM.  PICARD. 

Paris,  le  19  mars  1893. 
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CHAPITRE  I. 

FONCTIONS  D'UNE  VARIABLE  COMPLEXE.  -  PROBLÈMES 
FONDAMENTAUX  RELATIFS  A  L'ÉQUATION  DE  LAPLACE 
DANS  LE  PLAN. 


I.  —  Définition  des  fonctions  d'une  variable  complexe. 
Dérivée.  Intégrale.  Fonction  harmonique. 

1.  Désignons  par  u  ei  v  deux  fonctions  réelles  continues,  ainsi 
que  leurs  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  des  deux  variables 
réelles  x  et  y^  et  formons  la  combinaison 

où  i  représente  le  symbole  ordinaire  des  imaginaires.  Cette  com- 
binaison peut  être  regardée  comme  une  fonction  de  la  variable 
complexe 

ce  qui  revient  simplement  à  dire  qu'à  un  système  de  valeurs  de  x 
et  y  correspondent  une  valeur  de  m  4-  «V,  et  par  suite  des  valeurs 
de  u  et  V.  Il  est  clair  que  la  considération  d^une  telle  fonction 
de  ^  4-  iy  ne  peut  présenter  aucun  intérêt  particulier  :  il  n'y  a  là 
P.  -  II.  I 
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qu'une  queslioii  de  mois,  et  la  liaison  par  le  symbole/  de  deux 
fonctions  quelconques  //  et  i'  est  absolument  inutile.  Mais  on  peut 
ne  pas  laisser  complètement  arbitraires  les  fonctions  u  et  v^  et 
chercher  si  cette  fonction  de  x  -f-  iy  ne  pourrait  avoir  des  carac- 
tères qui  la  rapprocheraient  d'une  fonction  d'une  variable  réelle. 
C'est  ce  qu'a  fait  Cauclij,  en  cherchant  les  conditions  pour  que 
cette  fonction  art  une  dérivée  unique. 

Quand  la  variable  x  -r  iy  reçoit  un  accroissement 

dx  -i-  idy^ 

la  fonction  u  t-  iV  éprouve  un  accroissement  du  4-  ids:>.  La  limite 
du  rapport 

ùa  ,         àii  ,         Jùv 
,         .  j  — dx  -^  -r-< 

au  -\- 1  dv        Ox  dy 


vu  j         ou   ,  ./àv,         ài^    ,  \ 

—  dx  -i-  -T-  dy  -^  i  {  —-  dx  -h  i-  dy  ] 

'    -^  \dx  ày    -^  ) 


dx  -h  idf  iix  -^  i  dy 

quand  dx-r-idy  tend  vers   zéro,    sera,   en   dé^il;nant    par  jjl   la 

limite  de  ^^^ 
dx 


O) 


du        du  .    dv         dv     \ 

dx        dy  ^  \dx        ày     I 

I  H-  £fx 


elle  dépendra  de  jx.  La  fonction  u-^iv  de  x  H-  iy  a  donc  pour 
chaque  valeur  de  la  variable  une  infinité  de  dérivées,  dépendant 
de  la  manière  dont  dx  -I-  i  dy  tend  vers  zéro. 

Cherchons  à  quelle  condition  celte   dérivée  sera   unique.    Le 
rapport  (i)  ne  devra  pas  dépendre  de  jjl;  par  suite,  on  a 


ce  qui  exige 

(S) 


du 
dx 

-^'Tx 

du 

Ty^' 
i 

i   du 
\  d^  ~ 

dv 

.7' 

i  du 

dv 

(ou  _       dv 
dy  ~       dx 


Si  1/  et  i'  satisfont  à  ces  deux  identités,  la  fonction  u  -h  iv  a,  en 
chaque  point,  une  dérivée  unique.  On  dit  qu'elle  représente  une 
fonction  analytique  de  x  -f-  iy. 
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2.  Rappelons  d'abord  que  nous  avons  déjà  rencontré  ces  deux 
équations  dans  un  important  problème  de  Géométrie  (t.  I,  p.  4^4)* 
En  cherchant  à  déterminer  u  et  p  par  la  condition  que 

(lu^  -+-  dv^  =  \{dx^  -H  dy^  ), 

A  ne  dépendant  pas  des  difFérentleiles  et  étant  seulement  fonction 
de  X  et  y,  nous  avons  obtenu  le  système  S  et  celui  qui  s'en  déduit 
par  le  changement  de  ç'  en  —  r.  Ce  résultat  pouvait  immédiate- 
ment s'obtenir  en  écrivant  Tidentîté  précédente  sous  la  forme 

(du  —  idv){du  —  idv)  —  \{dx  -\-  idy){dc  —  i  dy  )  ; 

les  deux  facteurs  du  premier  membre  étant  des  formes  linéaires 
en  dx  et  rf>',  on  doit  nécessairement  avoir 

du  -^  idv  .      du  —  i  dv 

soit    -j —  —7-j-  ={1,         soit    -j .   ,     —V, 

dx  -I-  idy       '  dx  -i-  idy 

jjL  et  V  ne  dépendant  que  de  x  ei  y\  c'est-à-dire  que  u  -h  iv  ou 
u  —  iv  est  une  fonction  analytique  Ae  x  -\-  l'y. 

Voici  encore,  relativement  au  système  S,  une  remarque  aussi 
simple  qu'importante.  Soient  u-^iv  et  ii-\-ii>'  deux  fonctions 
analytiques  de  x -h  iy.  On  pourra  regarder  u'-\-iv'  comme  une 
fonction  de  u  -r-  ^V;  je  dis  que  cette  fonction  sera  une  fonction 
analytique.  On  a  en  effet 

du  -T-  i  dv   __  du'  -^  i  dv'  _     , 

dx  ^idy  "  ^'  dx-hidy  ~  ^  ' 

jjL  et  ;ji'  ne  dépendant  que  de  x  et  y^  ou,  si  Ton  veut,  de  u  et  v. 
On  en  conclut 

du'  -4-  i  dv'  _  fji'  ^ 

du  -k-  i  dv   "   JJL  ' 

le  second  membre  ne  dépend  que  de  u  et  ^',  ce  qui  démontre  que 
//'  -t-  iv'  est  une  fonction  analytique  de  u -\-  iv.  Cette  propriété  du 
système  (S)  est  digne  de  remarque;  on  peut  la  prendre  comme 
point  de  départ  pour  chercher  à  généraliser  la  théorie  des  fonc- 
tions d'une  variable  complexe  :  c'est  un  point  sur  lequel  nous 
aurons  à  revenir. 
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3.  Nous  pouvons  poser 

en  désignant  par  z  la  variable  x  -h  iy.  Les  fonctions  u  et  v  ad- 
mettant des  dérivées  premières  sont  continues  dans  une  certaine 
étendue;  on  dira  qu'il  en  est  de  même  de  la  fonction  /{z),  et 
Ton  en  conclut  immédiatement  qu'on  pourra  donner  à  la  quantité 
complexe  h  un  module  assez  petit  r^  pour  que  Ton  ait,  quelque 
petite  que  soit  la  quantité  positive  e, 

|/(2-+-/0-/(5)l<£,         pour     |/i!<r., 

le  signe  |  |  représentant  maintenant  le  module  de  la  quantité 
complexe. 

Nous  avons  dit  que  /{z)  avait  une  dérivée  unique.  En  la  dési- 
gnant par  /*'(-),  on  a 

du       .  ôv 
,,  .    ^       au        .ôv        dy         dy 
-^   ^    ^       dx         dx  i 

Passons  à  la  notion  d^ intégrale  pour  une  /onction  analy- 
tique f{z).  On  suppose  que  la  fonction  f{z)  et  sa  dérivée  f'{z) 
soient  des  fonctions  bien  déterminées  et  continues  (*)  pour  tout 
point  (x,^)  situé  dans  une  certaine  région  du  plan  à  contour 
simple.  On  entend  par  l'intégrale  définie 

ff(z)dz, 

prise  le  long  d'une  courbe  C  située  dans  cette  région  et  allant  du 
poipt  Zo  au  point  ^i,  Tinlégrale  curviligne  prise  suivant  cette 
courbe 

/  {u  -r-  w){dx  -^-  i  dy  ), 
•  'c 
c'est-à-dire 

Jf  (  u  dx  —  V  dy )  -h  I  /  {v  dx  -h  u  dy). 
c  ^  ç. 

Un  théorème  fondamental  de  Caucliy  est  que  cette  intégrale 
est  indépendante  du  chemin  suivi  pour  aller  de  Zq  en  z^, 

(•)  Nous  verrons  au  Chapitre  V  que  ces  hypothèses  ne  sont  pas  distinctes. 
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La  démonstralion  est  immédiate,  si  l^oa  se  reporte  aux  pro- 
priétés  fondamentales  des  intégrales  curvilignes  (t.  I,  p.  82).  Les 
conditions  pour  que  ces  deux  intégrales  soient  indépendantes  du 
chemin  suivi  s'expriment  en  effet  par  les  relations 


du 

d9 

dx 

as? 

ày" 

du 

di' 

qui  ne  sont  autre  chose  que  les  équations  du  système  (S). 

-4.  Considérons  la  limite  supérieure  z^  comme  variable,  et  dési- 
gnons-la par  ;;.  L'intégrale 

sera  une  fonction  de  z.  C'est  une  fonction  analytique;  écrivons-la 
en  effet  sous  la  forme 


'  {udx  —  V dy)  -^  i  j  {v dx  -^  udy). 


En  désignant  par  P  et  Q  les  deux  intégrales  qui  figurent  dans 
l'expression  précédente,  on  a 

dV  dq 

dx  dy 

(^£ c^  _ 

dy  ~~  '  dx  ~~    ' 

Les  deux  équations  -r-  =  ^'  3—  = —  ^  sont  donc  vérifiées. 
^  dx         dy     dy  dx 

La  dérivée  de  F (5)  est  égale  à 

-r h  i-T^9  c  est-a-dire     u  n-  w, 

et  nous  avons  par  suite  le  théorème  fondamental,  tout  à  fait  ana- 
logue à  celui  qui  se  présente  dès  le  début  du  Calcul  intégral  pour 
une  fonction  d'une  variable  réelle,  et  qui  est  exprimé  par  l'égalité 

F'{z)=/(z). 
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O.  Les  diverses  remarques  faites  à  propos  des  intégrales  curvi- 
lignes, dans  le  cas  où  la  condition  d'intégrabililé  est  remplie, 
s'élendent  aux  intégrales  d'une  fonction  analytique.  Ainsi  Tinté- 
grale 


i 


prise  le  long  d'un  chemin  fermé  situé  dans  une  région  du  plan, 
limitée  par  plusieurs  contours,  à  Tintérieur  de  laquelle  la  fonction 
f{z)  est  bien  déterminée  et  continue,  ne  change  pas  de  valeur 
quand  le  contour  se  déforme  sans  traverser  aucun  des  contours 
limites. 

6.  Reprenons  les  équations  du  sjstùme  ^S  ) 

du       dv  du  f)v 

dx        ôy  dy  ~~       Ox 

et  supposons  que,  outre  les  dérivées  du  premier  ordre,  les  fonc- 
tions //  et  i'  aient  des  dérivées  du  second  ordre  elles-mêmes  conti- 
nues (*).  On  tire  des  deux  équations  précédentes 


ù^u 

d^v             à^u 

dr* 

dydx'          ây* 

et,  par  suite, 

d«  1/        0*  u 

ffj^t  -^  dy^  -  ^» 

Ox  Oy 


et  la  fonction  v  satisfait  à  la  même  équation. 

Réciproquement,  soit  une  fonction  uix^y)  satisfaisant  à  l'équa- 
tion 

^''^  TiF^-^iTy^^""- 

On  pourra  déterminer  une  fonction  telle  que  w -f-  iv  soit  une 
fonction  analytique  de  x-i-iy.  La  fonction  v  est  donnée  par 
l'intégrale  curviligne 

*''^'      Ou  .        du 


,    cfx  --    —  c/y, 
dy  dx    ^ 


(')  Nous  établirons  plus  lard  que  l'existence  des  dérivées  partielles  de  tout 
ordre  pour  les  fonctions  u  cl  i'  est  une  conséquence  de  l'existence  des  dérivées 
du  premier  ordre. 
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ÎDlégrale  où  la  condilioD  dMntégrabilîté  est  satisfaile,  puisque 
Téqualion  (2)  est  supposée  véiifiée.  La  fonction  i'  est  déterminée 
à  une  constante  près,  puisque  la  limite  inférieure  (xo,  yo)  ^^t 
arbitraire. 

Le  résultat  précédent  est  extrêmement  important.  Il  montre 
que  l'étude  des  fonctions  d'une  variable  complexe  se  ramène  à 
l'étude  de  Téquation 

c'est-à-dire  à  l'équation  de  Laplace  pour  le  cas  de  deux  variables. 
Suivant  une  désignation  introduite  par  les  géomètres  anglais, 
nous  appellerons /o/ic^/o/i  harmonique  toute  fonction  satisfaisant 
à  l'équation  précédente. 

Dans  les  écrits  de  Cauchj  et  de  la  plupart  de  ses  disciples, 
l'équation  précédente  intervient  peu,  et  l'on  raisonne  sur  la  fonc- 
tion complexe  elle-même /(-s)  de  la  variable  z,  La  simplicité  et 
l'uniformité  des  raisonnements  font  de  cette  théorie  une  des  plus 
attrayantes  et  des  plus  parfaites  de  l'Analyse  mathématique  (*). 
A  la  suite  d'un  Mémoire  fondamental  de  Riemann  (2)  l'étude  des 
fonctions  d'une  variable  complexe  a  été  ramenée  de  nouveau  à  sa 
véritable  origine,  à  savoir  l'étude  de  l'équation  de  Laplace  ou  du 
système  (S).  Ce  point  de  vue  est  assurément  plus  philosophique; 
il  a  le  grand  avantage  de  laisser  de  côté  tout  symbole,  et  la  théorie 
des  fonctions  d'une  variable  complexe  est,  en  définitive,  l'étude 
de  deux  fonctions  associées  u  et  i^  de  deux  variables  réelles  x  et^ 
satisfaisant  aux  deux  équations 

^  au  _   d{>  au  _       âv 

Ox  ~~  dy*  ^y  ~       ^^ 

Il  ne  faudrait  cependant  pas  être  exclusif.  Le  symbolisme  a, 
dans  certains  cas,  ses  avantages,  et  bien  des  résultats  extrême- 
ment simples  deviendraient  d'un  énoncé  compliqué  si  l'on  voulait 


(*)  Le  Traité  classique  de  Briot  cl  Bouquet  sur  les  fondions  elliptiques,  dont 
la  première  moitié  est  un  exposé  de  la  théorie  générale  des  fonctions,  est  fait 
systématiquement  à  ce  point  de  vue. 

(*)  Grundlagcn  fUr  eine  allgemeine  Théorie  der  Fujictionen  einer  veran- 
derlichen  complexen  Grosse  {Œuvres  complètes). 
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ne  jamais  introduire  de  quantités  complexes.  Après  avoir  donc 
fait  l^étude  de  Inéquation  de  Laplace,  que  nous  allons  tout  d'abord 
entreprendre,  nous  reviendrons  ensuite  à  la  fonction   complexe 

7.  Il  ne  sera  pas  sans  intérêt  d'indiquer,  dès  à  présent,  une 

première   généralisation    du  système   (S),   qui    est   de   M.   Bel- 

trami(*).  Considérons  une  surface  S  pour  laquelle   le  carré  de 

l'élément  d'arc  ds  est  exprimé,  à  l'aide  des  variables  p  et  qr,  par 

la  formule 

ds^=  Edp^-i-  iFdpdq  -^-Gdq^, 

E,  F,  G  étant  des  fonctions  de  p  et  q  (t.  1,  p.  44^^)-  Soient  u  et  s^ 
deux  fonctions  de  p  et  q  telles  que 

du^-^dv^=l{Edp^-h:iF  dpdq~r-Gdq^), 
)v  ne  dépendant  pas  des  différentielles. 

En  changeant,  s'il  est  nécessaire,  v  en  —  v  et  remarquant  que 
E  dp^-^-2¥dp  dq-hG  dq^ 

où 

H  =  /EG-F«, 


on  aura 

du-^  idv  =  \L    )/E  dp  H — —  dq 

^E 

et,  par  suite, 

du        .  âv             y- 

du        .dv           F-f-«H 

^9         ^9               x/E 

d'où  l'on  conclut,  en  éliminant  [ii, 

^[du        .dvl      ^„       -wi-,[àu        .dvl 


(  '  )  E.  Beltrami,  Délie  variabili  complesse  sopra  una  superficie  qualunque 
{Annali  di  Mathematica,  2*  série,  t.  I). 
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ce  qui 

revient 

à 

du 

^d-q  = 

4"- 

àp 

dp 

dq 

dp           dp 

relations 

que 

nous 

mettrons  sous  la 

forme 

dv 

4- 
àp 

-  K--> 
dq 

(S') 

dp 
dq- 

V^EG 

dp 

v^EG 

-F» 
-F* 

Tel  est  le  système  (S')  qu'on  peut  regarder  comme  une  généra- 
lisation du  système  (S).  La  combinaison  u  -+-  iV  peut  être  appelée 
une  fonction  complexe  du  point  (p,  q)  sur  la  surface  S. 

La  fonction  a  satisfait  évidemment  à  Téquation 

A     Tq~~     'di>\      d[     5^""     ^  )_ 
dp  \  /ÊG  —  F»   /  "^  dq  \  /EG  —  F*  /  -  °- 

Cette  équation  est  sur  la  surface  S  V  analogue  de  U  équation 
de  Laplace  sur  le  plan.  On  reconnaît  d'ailleurs  immédiatement 
que  la  fonction  v  satisfait  à  la  même  équation. 

Il  existe  une  dépendance  très  simple  entre  deux  fonctions  com- 
plexes u  4-  fV  et  m' H-  iV'  sur  une  surface  S.  Des  relations 

du  -^  i  dv  =  \L  I  y/E  dp  n — —  dq    , 

L  /E  J 

du'  H-  idv'=  k'  r  /e;  ,         F  -h  tH   ,  ■) 

^Y^Edp^-^dq^, 

c'est-à-dire  que  m' -h iv'  est  une  fonction  analytique  de  u-}-  iv  (*). 


on  conclut 


du'-^  i dv'=  —  ( rfw  H-  i  dv)y 


(*)  On  consultera  avec  grand  intérêt  sur  ce  sujet  le  Volume  de  M.  Klein  inti- 
tulé :  Ueber  RiemarirCs  Théorie  der  algebraischen  Functionen  und  ihrer  In- 
tégrale; Leipzig,  1882. 
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II.  —  Formule  fondamentale.  Les  fonctions  harmoniques  sont  ana- 
lytiques. Détermination  unique  des  fonctions  harmoniques  par 
leurs  valeurs  sur  un  contour  fermé. 

8.  La  formule  de  Green  établie  dans  le  cas  de  l'espace  (t.  I, 
p.  i34)  â  son  analogue  dans  le  plan.  Soient  U  et  V  deux  fonc- 
tions continues  de  j?  et  jk  ainsi  que  leurs  dérivées  du  premier  el 
du  second  ordre  à  l'intérieur  d'un  contour  G;  formons  l'intégrale 
double,  étendue  à  l'aire  que  limite  celle  courbe, 


J  J    \^dx   dx        dy  dy  \  "^ 


En  se  servant  de  l'identité 

\      dx )  dx^^ 


dx  dx       dx 
on  a  de  suite 


el  pareillement 

//"  ^>--^ -.(" ^>' -//<7-^-'- 

el,  par  conséquent, 


ou 


-/"S''^-//u^^''-''>' 


la  dérivée  -,-  étant  prise  dans   le   sens  de  la  normale  intérieure  à 

la  Qourbe. 

Gelte  formule  nous  sera  très  utile.  La  formule  de  Green  s'ob- 
tiendra en  permutant  U  et  V  dans  le  second  membre,  ce  qui  ne 
change  pas  le  premier.  On  en  conclut 
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En  parliculier,  si  l'on  fait  U  ^^  i ,  on  aura 

Une  remarque  est  ici  nécessaire,  relativement  à  la  dérivée  -7- 

prise  dans  le  sens  de  la  normale  intérieure.  Et,  d'abord,  comment 
définir  d'une  manière  générale  la  normale  intérieure?  Nous  avons 
défini  (t.  I,  p.  90)  le  sens  positif  sur  un  contour  C,  en  nous  ser- 
vant d'une  petite  circonférence  (y)  décrite  dans  le  sens  de  Ox 
vers  Oy  par  rapport  à  son  centre  P.  Cette  circonférence  (y), 
transportée  dans  le  voisinage  et  à  Vintcrieur  du  contour  C,  de 
manière  à  être  tangente  en  un  point  A  du  contour,  fixe  sur 
celui-ci  la  direction  de  la  normale  intérieure,  qui  est  celle  qui 
va  du  point  A  au  point  P. 

Cette  direction  fait  un  angle  -f-   -  avec  la  direction  positive  de 

la  tangente,  mais  elle  est  absolument  déterminée,  quelle  que  soit  la 
disposition  des  axes  Ox^  Oj'.  H  en  est  de  même  des  cosinus  des 
angles  que  la  normale  intérieure  fait  avec  les  axes  de  coordonnées, 
de  telle  sorle  que  la  dérivée 

^V       dV        '^^-        dV       ,-^\ 
-;—  -=  — cos(.r./i) -î-    — cos(  v./i), 
(tn        OT  Oy         ^       '' 

prise  dans  le  sens  de  la  normale  intérieure,  a  bien,  comme  on 
devait  s*j  attendre,  une  signification  déterminée  indépendante  du 
sens  qui  se  trouvera  élre  le  sens  positif  sur  le  contour. 

Ceci  posé,  revenons  aux  intégrales  de  la  forme  /  U-r-rf.v.  Dans 

une  pareille  intégrale,  on  considère  ds  comme  un  élément  essen- 
tiellement positif;  elle  est  complètement  déterminée  par  ce  fait 

que  ~j-  est  prise   dans  le  sens  de  la   normale  intérieure,  et,  dès 

lors,  il  n'y  a  pas  lieu  de  parler  du  sens  dans  lequel  on  effectue 
l'intégration  sur  le  contour. 

9.   Indiquons,  comme  applications  de  la  relation  (3),  quel(|ues 
problèmes  de   Physique    mathématique  où   intervient    l'équation 

AVr.O. 
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Un  de  ces  problèmes  est  relatif  à  la  distribution  de  la  tempé- 
rature dans  une  plaque  isotrope  en  équilibre  calorifique.  Nous 
n'avons  pas  à  rappeler  ici  comment  Fourier,  dans  sa  Théorie  ma- 
thématique de  la  chaleur,  a  été  conduit  à  montrer  que  la  quantité 
de  chaleur  qui,  dans  le  temps  dt^  passe  à  travers  un  arc  ds  du  plan 
est  représentée  par 

y^^dsdt, 

dV 

T—  désignant  la  dérivée  de  la  température  V  dans  le  sens  de  la 

normale  à  l'arc  ds  et  K  un  coefficient  constant.  L'équilibre  calo- 
rifique étant  supposé  établi,  la  température  V  ne  dépendra  que 
de  X  et  y.  Considérons  une  courbe  fermée  C;  la  quantité  de 
chaleur  passant,  dans  Funité  de  temps,  à  travers  cette  courbe  C, 
sera  représentée  par  l'intégrale 


'/ 


-7—  as. 
^dn 


Or,  cette  quantité  de  chaleur  devra  être  nulle;  dans  le  cas  con- 
traire, en  effet,  la  chaleur  s'accumulerait  à  l'intérieur  de  C  et  la 
température  varierait  avec  le  temps.  On  doit  donc  avoir,  pour 
toute  courbe  fermée, 

as  =  o, 


/; 


dn 
ce  qui  entraîne,  d'après  la  formule  (3), 

iVdx  dy  =  o, 


//^ 


pour  une  aire  quelconque.  On  doit  donc  avoir  identiquement 

AV=o. 

En  transportant,  comme  Ta  fait  Ohm,  de  la  chaleur  à  l'électri- 
cité les  principes  de  Fourier,  on  aura  la  même  équation  pour  le 
potentiel  électrique  V  dans  une  plaque  conductrice  traversée  par 
des  courants  permanents. 

Un  troisième  exemple  nous  sera  fourni  par  le  mouvement  per- 
manent sur  un  plan  d'un  fluide  incompressible  et  homogène. 
Soient  u(Xjy)  et  i^{x^y)  les  projections  sur  Ox  et  Oy  de  la 
vitesse  de  la  molécule  fluide  coïncidant,  à  un  certain  moment, 
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avec  le  point  (x^y).  Considérons  un  élément,  que  nous  pouvons 
supposer  rectiligne  ds^  et  qui  passe  par  (x,y);  nous  allons  éva- 
luer la  masse  du  fluide  passant  pendant  le  temps  dt  par  cet  élé- 
ment. Cette  masse  sera  sensiblement  celle  d'un  parallélogramme 
de  base  ûf.ç,  et  dont  l'autre  côté  a  pour  projections  sur  les  axes 
udt  et  ('  dl.  Si  costt  et  cos^  désignent  les  cosinus  directeurs  de 
la  normale  à  ds^  la  masse  sera  alors 

p(a  cosa  -+-  V  cos^)dt  ds 

p  désignant  la  densité  superficielle  du  fluide. 

Or,  la  masse  contenue  à  l'intérieur  d'une  courbe  fermée  C  ne 
peut  changer  pendant  la  durée  du  mouvement^  puisque  le  fluide 
est  incompressible  et  homogène;  on  aura  donc 


X' 


( u  cos 7,  --  V  cos ^)ds  —  o. 


Or,  supposons  que  w  et  (^  soient  les  dérivées  partielles  d'une 
fonction  ç(^,^),  ce  qui  correspond  au  cas  où  il  n'j  a  pas  de 
tourbillons  dans  le  fluide.  On  aura  alors 


^c 
ou  bien 


l  [  -r~  cos  a  -H  ^  cos  3  )  ^5  =  o 
Jc\dx  dy        V 

Jr  dn 


On  en  conclut  que  la  fonction  o,  appelée  potentiel  des  vi- 
tesses (*),  satisfait  à  l'équation 

Aç  =  G. 

Les  considérations  précédentes,  relatives  au  mouvement  d'un 
fluide  sur  un  plan,  peuvent  être  étendues  au  mouvement  permanent 
d'un  fluide  sur  une  surface;  c'est  ce  qu'a  fait  M.  Klein  dans  l'Ou- 
vrage que  nous  avons  déjà  cité,  et  auquel  nous  renverrons  (p.  g). 
On  retombe  ainsi  sur  les  équations  de  M.  Beltrami  indiquées  dans 
la  Section  précédente. 


C)  Pour  tout  ce  qui  concerne  les  applications  de  la  théorie  de  Téquation  de 
Laplace  à  la  Mécanique  des  fluides,  on  étudiera  surtout  l'admirable  Traité  de 
Kirchhoff  :  Vorlesungen  iiber  mathematische  Physik. 
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10.  Nous  allons  mainlenanl,  relalivemeni  à  ri'qiialion  à  deux 
termes 

aV  r.^  o, 

développer  une  théorie  toute  semblable  à  celle  que  nous  avons 
étudiée  (t.  I,  p.  i56)  pour  l'équation  à  trois  termes.  La  seule 
différence  va  consister  en  ce  que  nous  nous  sommes  servi  précé- 
demment de  la  solution  particulière  U  =:^  - >  tandis  que,  main- 
tenant, c'est  la  fonction  de  /•,  représentée  par  log/*,  qui  sera  prise 
comme  solution  particulière  [/•  désignant  toujours  la  distance 
d'un  point  variable  {x^y)  à  un  point  (a,  6)]. 

Si  U  et  V  sont  deux  fonctions  harmoniques  continues  ainsi 
que  leurs  dérivées  partielles  des  deux  premiers  ordres  dans  un 
contour  C,  on  a,  d'après  la  formule  de  Green, 


X( 


..d\   ..d\}\ , 


Nous  supposons  la  dérivée  prise  dans  le  sens  de  la  normale  inté- 
rieure à  Taire. 

Une  remarque  est  indispensable.  Pour  [)ouvoir  appliquer  en 
toute  sécurité  cette  formule,  on  devra  le  plus  souvent  supposer 
que,  non  seulement  les  fonctions  U  et  V  sont  continues  dans  Taire 
limitée  par  C  et  sur  C  lui-même^  mais  qu'il  en  est  de  même 
des  dérivées  partielles  du  premier  ordre  de  U  et  de  V;  dans  ces 

conditions,  on  est  assure  que  -7—  et  -7-  ont  un  sens  bien  déler- 

•        dn         dn 

miné,  et  l'application  de  la  formule  ne  prête  à  aucune  difficulté. 
Ceci  posé,  V  étant  une  fonction  jouissant  des  propriétés  indi- 
quées, prenons 

U  =  lugr, 
où 

r2—  (  J-—  a)2   :   (y—b)*. 

En  supposant  le  point  A(rt,  b)  à  l'intérieur  de  l'aire,  décrivons, 
de  A  comme  centre,  avec  un  rayon  p,  un  cercle  F,  et  appliquons  la 
formule  de  Green  aux  deux  fonctions  V  et  log/*  pour  Taire  limitée 
par  les  courbes  C  et  T.  U  vient  ainsi 


r/.         d\       .rd\osr\^ 
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l'intégrale  étant  prise  le  long  du  contour  total.  Les  dérivées  sui- 
vant les  normales,  qui  figurent  dans  cette  intégrale,  sont  prises 
suivant  la  normale  intérieure  à  Taire.  Si  donc  on  veut  considérer, 
pour  la  courbe  F  comme  pour  la  courbe  C,  les  normales  inté- 
rieures à  la  courbe  géométrique  elle-même,  on  devra  écrire 

Cette  dernière  intégrale  est  facile  à  calculer.  La  première  partie 

/  loK  /•  -T—  as  =  loR  0   /   -7—  as 
Jl    ^     dn  "'  Jy  dn 

est  nulle  d'après  la  relation  (3).  D'autre  part 
dXo^r        I   dr 


dn  r  dn  r 


cos(r,  /i), 


en  employant  les  mêmes  notations  qu'au  Tome  I,  p.  i5-  :  or,  sur 

la  circonférence, 

cos(/-,  n)  —  \\ 

donc  l'intégrale  du  second  membre  se  réduit  à 

-    f\ds. 

Elle  doit  être  indépendante  du  rajon  p  du  cercle  V  :  or,  pour  p 
très  petit,  elle  diffère  très  peu  de 

V(a,  b)  désignant  la  valeur  de  V  en  A;  elle  est  donc  rigoureuse- 
ment égale  à  cette  quantité,  et  Von  a  la  formule  fondamentale 

11.  Dans  le  cas  où  le  contour  C  se  réduit  à  un  cercle,  on  peut 
transformer  l'intégrale  donnant  V(«,  b)  en  une  autre,  qui  ne  con- 
tienne plus  que  V.  C'est  la  même  transformation  que  nous  avons 
faite  (t.  L  p-  i6i).  Employant  les  mêmes  notations,  nous  aurons 
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les  deux  relations 

V<„.,.^jf(,0g,.£-Vi^).„ 

Il  suffira  de  retrancher  ces  deux  formules  pour  avoir 

v<«."=f,X'(^-^)-"' 

puisque  —  est  constant  pour  tous  les  points  du  cercle. 
Des  deux  relations  {loc,  cit.) 

/i  ^  Rî^/î  —  .^Rr  coscp, 
/J=R»-r-rj  —  'iRriCOScpi, 


on  tire  de  suite  la 

vale 

ur  de 
d\o^r 

I 

d\ii^r 

dn 

dn     ' 

c'est-à-dire  de 

cos© 

• 

cosqpi 

/• 

f'i 

en  se  rappelant  que 

//, 

=  R» 

et 

r 

/ 
R* 

On  trouve  ainsi 

V(a, 

2  71 

X 

V(R2— /Mrf5 
Rr« 

formule  qui  donne,  dans  le  cas  du  cercle,  la  valeur  de  la  fonction  V 
en  un  point  (a,  6)  quelconque  du  cercle  en  fonction  de  ses  valeurs 
sur  la  circonférence. 

Si  nous  introduisons  les  coordonnées  polaires  (r,  ^)  du  point 
(a,  b)  (on  fera  attention  que  r  etcp  n'ont  pas  la  même  signification 
que  précédemment  et  que  r  notamment  remplace  /),  la  formule 
précédente  pourra  s'écrire 

(4)  V(a,6)  =  -j^       ——----—-— d^. 
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Nous  avons  déjà  étudié  Tintégrale  précédente  (l.  I,  p.  268) 
sous  le  nom  àHntégrale  de  Poisson;  nous  avons  seulement  fait 
R=  I,  ce  qui,  à  cause  du  degré  zéro  d^homogénéité  de  l'intégrale 
en  R  et  r,  n'a  aucune  importance. 

12.  De  l'expression  (4)  de  la  fonction  V  on  conclut  d'abord 
que,  si  une  fonction  harmonique  bien  déterminée  et  continue  pour 
toute  valeur  de  ^  et  ^  reste  toujours  moindre,  en  valeur  absolue, 


qu'une  quantité  fixe  M,  elle  doit  nécessairement  se  réduire  à  une 
constante.  On  a,  en  effet,  en  désignant  par  Vq  la  valeur  de  la  fonc- 
tion à  l'origine,  el  quel  que  soit  le  rajon  R  >  r  du  cercle  C, 


Rcos(<}^  —  ©)  —  r 


Rcos(<^  —  y)  —  r 
-  aRr  cos(<];  —  ^ 

Ou  aura  donc 


(p)-+-r» 


d^. 


Or  sr cos  V      y> — r ^^^  moindre  en  valeur  absolue  que 

R-hr 


<R-r)« 

,v,».»,-v.,<^r,v,iïî^.,<iïiiç> 


M. 


Or  R  est  aussi  grand  que  Ton  veut;  par  suite,  la  quantité  fixe 
I  V(a,  b)  — Vo  I  est  rigoureusement  nulle. 

Nous  retrouverons  plus  tard  cette  propriété,  sous  le  nom  de 
théorème  de  Liouville,  à  propos  des  fonctions  d'une  variable 
complexe. 

13.  Une  autre  propriété  très  importante  de  la  fonction  harmo- 
nique résulte  encore  de  l'intégrale  précédente. 

P.  -  IL  2 
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Définissons  seulemenl  auparavant  ce  que  nous  entendons  par 
fonction  analytique  de  deux  variables  réelles  x  et  y.  Nous  dirons 
qu'une  fonction  réelle  et  bien  déterminée /(x,  y)  des  deux  va- 
riables réelles  x  qI  y  est  analytique  dans  une  certaine  région  du 
plan,  quand,  dans  le  voisinage  de  tout  point  (^09  J^o)  ^^  cette 
région,  on  peut  représenter  la  fonction  par  un  développement 
en  série 

'^m  désignant  un  pol)^nome  homogène  de  degré  m  en  x  — Xo  et 
y  —  ^0,  ce  développement  étant  valable  pour  toutes  les  valeurs 
de  j:  et  ^  pour  lesquelles 

\x  —  x^\     et     1^— j^oKp. 

p  étant  une  quantité  suffisamment  petite,  et  si,  de  plus,  la  série 
ne  cesse  pas  d*étre  convergente  quand  on  remplace,  dans  tous  les 
polynômes  ^,  chaque  terme  par  sa  valeur  absolue. 

Il  est  aisé  de  démontrer  que  la  dérivée  d'un  ordre  quelconque 
de  la  fonction  f{x^y)  peut  se  représenter  par  la  série  formée 
avec  les  dérivées  du  même  ordre  des  fonctions  cp;  c'est  une  consé- 
quence immédiate  des  propriétés  des  séries  entières  d'une  va- 
riable étudiées  précédemment  (t.  1,  p.  211),  puisque,  l'ordre  des 
termes  étant  indifférent,  on  pourra,  avant  chaque  différentiation, 
ordonner  la  série  suivant  les  puissances  de  la  variable  par  rapport 
à  laquelle  on  intègre.  Ajoutons  que,  les  coefficients  du  dévelop- 
pement représentant,  à  un  fadeur  binomial  près,  les  valeurs  des 
dérivées  partielles  de  la  fonction  pour  :r  =  o,  ^  =  o,  un  tel  déve- 
loppement ne  peut  être  identiquement  nul  sans  que  toutes  les 
fonctions  cp  soient  identiquement  nulles. 

14.  Cette  définition  bien  comprise,  nous  allons  montrer  que 
toute  fonction  \  satisfaisant  à  V équation  AV=o,  continue 
ainsi  que  ses  déris^ées  partielles  des  deux  premiers  ordres 
dans  une  certaine  aire^  est  une  fonction  analytique. 

Soit  un  point  quelconque  de  l'aire  que  nous  allons  prendre 
pour  origine,  décrivons  de  ce  point  comme  centre  un  cercle  de 
rayon  R.  Reportons-nous  à  la  formule  (4)  qui  détermine  V(a,  6) 
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en  un  point  quelconque  («,  b)  de  ce  cercle.  On  a 

R«— -r»  R  R 


R»— 2R/cose-4-r*  R_^ei6        R__^c-i6' 

or 

=  I  H C'^-l-.  .  .H e'^'^'H f 


avec  une  identilé  analogue  en  changeant  i  en  — i.  On  aura  donc 

R»-aRrcos(^.-cp)^r»="^"2R^^"^^(^^?> 

"^  R^[R_rg/(4H-?)  "^  R  —  re-'i'V-? J  ' 

En  substituant  dans  Tintégrale,  et  remarquant  que  le  reste  tend 
vers  zéro,  puisque  |r  est  plus  petit  que  Tunité,  on  obtient  la 
relation 

V(a,  6)  =  ^  -+-^  f  ^  j    [a/»cos/i<p-+-6,,sin/i?p], 
en  posant 

f{^)  désignant  la  valeur  de  V  sur  le  contour. 

Le  développement  précédent  a  pour  terme  général  un  polynôme 
homogène  et  de  degré  n  en  a  et  6;  en  efl'et, 

a  =  rcos'^,  6  =  rsin<p, 

(a  -+-  ib)^=  r^cos/icp  -+-  iV"  sin/i<p  : 

donc   r^cos/iy  et   r^sin/i'^  sont  des  polynômes  homogènes  de 
degré  n. 

Nous  avons  donc  pour  V(rt,  6)  un  développement  de  la  forme 

<po-+-<pi(a,  6)-i-...-+-ç)m(a,  6)-H 

Or,  si  dans  ©;;,(a,6)  on  remplace  chaque   terme  par  sa  valeur 


20  CHAPITRE   I. 

absolue,  Texpression  trouvée  sera  moindre  que 

■i»i\", 


,(Ii^)-M, 


en  désignant  par  M  la  limite  supérieure,  évidemment  existante, 
des  valeurs  absolues  des  coefGcients  an  et  6„.  Or  soit 

|a|<p,  I^Kp: 

le  terme  général  de  la  série,  chaque  terme  particulier  ayant  été 
remplacé  par  sa  valeur  absolue,  sera  inférieur  à 


m«- 


R 
si  donc  p  <  -»  la  nouvelle  série  sera   encore  convergente.  Nous 

sommes  donc  assuré  que,  pour 

|a|<5,         \b\<^, 

'  2  2 

la  série  qui  représente  V(a,  b)  converge  de  la  manière  indiquée 
dans  notre  définition  d'une  fonction  analytique.  La  fonction  \ 
est  donc  analytique. 

Le  théorème  précédent  pourrait  encore  se  déduire  de  la  formule 
fondamentale  du  paragraphe  10,  en  s'appuyant  sur  ce  que,  pour 
une  valeur  donnée  de  x  et  j^,  l'expression 

log /(J7  —  a)«  -+-  (^  —  6)« 

est  une  fonction  analytique  de  a  et  6  dans  le  voisinage  de  tout 
système  de  valeurs  distinct  de  [x^y).  Sans  insister,  contentons- 
nous  de  dire  que,  dans  la  formule  fondamentale,  tous  les  éléments 
sont  des  fonctions  analytiques  de  a  et  6,  et  qu'il  en  est  alors  de 
même  de  l'intégrale,  c'est-à-dire  de  V(a,  b). 

15.  En  désignant  maintenant  par  x^  y  au  lieu  de  a,  b  les  deux 
variables,  nous  avons  dans  le  voisinage  de  tout  point  {xq^  y^)  le 
développement 
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Chacune  des  fonctions  homogènes  'o  satisfera  à  Téquation  de 
Laplace. 

De  ce  développement  on  peut  conclure  que  la  /onctiortY  ne 
peut  avoir  en  un  point  {xç^j  y^)  ni  maximum  ni  minimum. 
Soit,  en  eOet,  dans  le  voisinage  de  ce  point, 

la  fonction  ^m{^  —  ^oi  y  —  yo)  devra,  dans  le  voisinage  de 
(oTo,  j^o)»  garder  un  signe  invariable.  Or,  cela  est  impossible, 
puisque,  en  posant, 

X  —  aro=rcos?p,         y — ^o=''sinçp, 
on  a 

?/n=  r'«(a^cos/w<p-H6,„sin/n;p), 

et  que  Téquation  aOTCOsm'f -h  6,„sin/n<p  =  o  a  toujours  des  ra- 
cines qui  sont  simples. 

Le  même  théorème  peut  s'établir  en  suivant  la  même  marche 
que  Gauss  pour  le  cas  de  trois  variables  (t.  I,  p.  160).  Nous  avons 
vu,  en  effet,  en  étabh'ssant  la  formule  fondamentale  (§  10),  que 


r  étant  un  cercle  de  raj^on  p  ayant  A  pour  centre. 

Si  le  point  Â  correspondait  à  un  maximum  de  la  fonction,  on 
aurait  sur  la  circonférence  F,  pour  p  suffisamment  petit, 

V<Va, 
d'où 

fyds<  fvKds, 

c'est-à-dire 

ce  qui  est  en  opposition  avec  l'égalité  écrite  plus  haut. 

16.  Nous  allons  tirer  immédiatement  une  conséquence  impor- 
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tanle  du  théorème  établi  au  paragraphe  précédent.  Étant  donné 
un  contour  fermé  C,  montrons  qu'iY  ne  peut  y  avoir  plus  d'une 
fonction  harmonique  continue  ainsi  que  ses  dérivées  partielles 
des  deux  premiers  ordres  dans  Vaire  limitée  par  C,  et  pre- 
nant en  tous  les  points  de  ce  contour  une  succession  donnée 
de  valeurs. 

Nous  supposons,  tout  au  moins  pour  le  moment,  que  la  succes- 
sion des  valeurs  données  sur  le  contour  forme  une  suite  continue. 
Désignant,  d'une  manière  générale,  par  V^,  celte  série  de  valeurs 
en  un  point  quelconque  m  du  contour,  nous  entendons  par  fonc- 
tion V,  prenant  ces  valeurs  sur  le  contour,  une  fonction  y{x^y) 
qui  tend  vers  V^  quand  le  point  {x^y)  tend  vers  le  point  m  d'une 
manière  quelconque,  en  restant  à  l'intérieur  du  contour  (*). 

Ceci  posé,  s'il  existait  deux  fonctions  jouissant  des  propriétés 
précédentes,  leur  différence  U  satisferait  encore  à  Féquation  de 
Laplace  et  s'annulerait  en  tous  les  points  du  contour.  Dans  ces 
conditions,  elle  devrait  avoir  au  moins  un  maximum  ou  un  mi- 
nimum pour  un  point  situé  à  l'intérieur  du  contour,  mais  cela 
est  impossible,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  précédemment.  La 
fonction  U  est  donc  identiquement  nulle,  ce  qui  démontre  le 
théorème. 

17.  Donnons,  du  théorème  précédent,  une  autre  démonstration 
où  nous  aurons  à  considérer  une  intégrale  double  qui  a  joué  un 
rôle  important  dans  celte  théorie.  Faisons,  dans  la  formule  préli- 
minaire de  Green,  V=  U,  elle  deviendra 

Supposons  maintenant  que  U  soit  la  fonction  du  paragraphe 
précédent,  s'annulant  en  tous  les  points  de  C,  la  formule  se  ré- 
duira à 


(*)  On  trouvera  dans  un  important  Mémoire  de  M.  Painlcvé  {Annales  de  la 
Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  l.  II,  p.  19)  des  remarques  intéressantes 
relatives  à  cette  notion  de  fonction  prenant  une  valeur  donnée  sur  un  arc  de 
courbe. 
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et  l'on  devra  avoir,  pour  tous  les  points  de  l'intérieur  de  l'aire, 

dV  dV 

-r—  =  Oj  -—  =  o  ; 

Ot  dy 

par  suite,  la  fonction  U  est  constante  à  l'intérieur  de  l'aire-,  nulle 
sur  le  bord,  elle  est  donc  nulle  aussi  à  l'intérieur. 

Il  est  important  de  remarquer  que,  dans  le  calcul  précédent, 
on  fait  implicitement  une  hypothèse  dont  nous  n'avions  pas  eu 
besoin  dans  la  première  démonstration.  Pour  que  l'intégrale  cur- 
viligne 

soit  nulle,  il  faut  supposer,  en  général,  que  -r-  ne  devienne  pas 

infini.  Aussi,  dans  cette  seconde  démonstration,  on  doit  se  borner 
aux  intégrales  qui  restent  conlinues  à  l'intérieur  du  contour  et 
sur  le  contour,  ainsi  que  leurs  dérivées  partielles  du  premier 
ordre. 


III.  ^  Extension  à  l'équation  linéaire  générale  du  second  ordre  de 
quelques-uns  des  résultats  obtenus  pour  l'équation  de  Laplace. 

18.   Quittons  maintenant,  pour  un  instant,  l'équation  particu- 
lière 

Aa  =  o, 

et  cherchons  s'il  est  possible  d'étendre  à  des  équations  plus  géné- 
rales quelques-uns  des  résultats  précédents  (*).  Nous  prendrons 
d'abord  l'équation 

â^u       d^u  ,du  au 

dx*        dy^  àx  ày       '' 

où  rf,  e,  y  sont  des  fonctions  continues  quelconques  de  x  et  j^. 

Supposons    qu'il    existe    deux    intégrales   de   cette   équation, 
continues  dans  une  aire  Â  limitée  par  un  contour  C  et  prenant 


(*)  E.  Picard,  Comptes  rendus,  1888,  el  Journal  de  Mathématiques,  1890. 
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les  mêmes  valeurs  sur  ce  contour.  Nous  supposons  de  plus  que 
leurs  dérivées  partielles  du  premier  ordre  restent  continues  sur  le 
contour.  Leur  différence,  que  nous  désignons  par  U,  s'annulera 
sur  C.  Formons  l'intégrale  double 

étendue  à  Paire  A;  cette  intégrale  sera  évidemment  nulle,  puisque 
la  quantité  entre  crochets  est  nulle.  Donc,  en  intégrant  par 
parties  et  se  rappelant  que  U  =  o  sur  le  bord,  on  a  immédiate- 
ment 

Un  premier  résultat  apparaît  aussitôt.  Si,  dans  l'aire  A,  on  a 
pour  tout  point  (a:,  y) 

dd       de        .  ^ 

l'intégrale  précédente  ne  pourra  être  nulle  que  si  l'on  a  en  tous 
les  points  de  l'aire 

U  =  o. 

Ainsi,  en  particulier,  l'équation 

satisfera  à  la  condition  précédente  dans  toute  région  du  plan  où  / 
est  négatif. 

19.  L'artifice  suivant  va  nous  permettre  d'aller  plus  loin.  Gar- 
dons toujours  pour  U  la  même  signification  que  plus  haut.  Si  B 
et  B'  sont  deux  fonctions  continues  quelconques  de  x  et  y^  on 
aura 

puisque  U  =  o  est  nul  sur  le  bord. 
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Nous  pouvons  donc  écrire,  en  ajoutant  (5)  et  (6), 

en  posant 

dx       dy       -^ 

Or  la  quantité  entre  crochets  sous  ie  signe  d*intégration  est  une 
forme  quadratique  en  U,  -j-  et  —  •  Elle  peut  s'écrire 

(S*  »")'-(f-B-)*--(-||-f -■"—)• 
Elle  sera  toujours  positive  si 
,,)  B.-.B'.-6<g-.f. 

Si  donc  on  peut  trouver  deux  fonctions  B  et  B'  de  x  et  j^,  con- 
tinues dans  Taire  A  et  vérifiant  l'inégalité  précédente,  on  sera 
assuré  que  U  est  nulle  en  tous  les  points  de  Taire,  si  elle  est  nulle 
en  tous  les  points  du  contour.  De  là  peut  se  déduire  une  consé- 
quence intéressante. 

Nous  allons  faire  voir  que,  quelle  que  soit  la  fonction  continue 
0(j:,  j^),  on  peut  déterminer  deux  fonctions  B  et  B'  satisfaisant  à 
l'inégalité  (7),  et  continues  dans  une  aire,  si  celle-ci  satisfait  à  une 
certaine  condition. 

Pour  le  montrer,  remplaçons  —  0  par  sa  plus  grande  valeur  ab- 
solue -+•  m',  quand  {x^y)  reste  dans  une  certaine  région  du  plan. 
Nous  aurons  à  satisfaire  à  l'inégalité 

âx        dy 

et  cette  dernière  inégalité  entraînera  évidemment  la  précédente. 

Or  faisons  B'=  o  et  prenons  B,  fonction  de  x  seul,  satisfaisant 
à  la  relation 
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mj  étant  une  conslanle  supérieure  à  /??*.  On  aura 

B  =  m,  lang(w,  jr-+-  C), 

C  élant  une  conslanle. 

En  choisissant  convenablement  cette  constante,  la  fonction  B 
reste  continue  dans  tout  intervalle  donné  compris  entre  deux  pa- 
rallèles à  l'axe  des  y  et  dont  la  distance  est  moindre  que  — • 

Puisque  rrit  diffère  aussi  peu  qu'on  veut  de  m,  on  peut  dire  que, 
pour  toute  aire  comprise  dans  une  bande  parallèle  à  l'axe  des  y  et 

de  largeur  moindre  que  —  >  on  se  trouve  dans  les  conditions  d'ap- 
plication du  théorème.  D'autre  part,  en  faisant  une  transforma- 
tion de  coordonnées  rectangulaires,  on  aura,  pour  chaque  direc- 
tion nouvelle  de  l'axe  Oy,  un  nombre  m.  En  désignant  par  m  le 
plus  grand  d'entre  eux,  et  posant 

^  =  d. 


nous  pouvons  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Pour  tout  contour  situé  dans  la  région  considérée  du  plan, 
il  ne  peut  y  avoir  plus  d^une  intégrale  continue  prenant  des 
valeurs  données  sur  le  contour,  pourvu  que  le  contour  se 
trouve  compris  entre  deux  droites  parallèles  dont  la  distance 
ne  dépasse  pas  d. 

Il  est  d'ailleurs  nécessaire  de  sous-entendre  toujours  la  condi- 
tion de  continuité  sur  le  contour  pour  les  dérivées  partielles  du 
premier  ordre. 

En  particulier,  on  est  assuré  de  se  trouver  dans  les  conditions 
d'application  du  ihéorème  si  le  contour  est  suffisamment  petit. 

20.   Prenons  comme  application  Téquation 
OÙ  A'-^  représente  une  conslante  positive. 
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On  aura  ici  6=  —  k-  et,  par  suite,  on  peut  prendre  m 2  =  A:*. 
Comme  d'autre  part,  si  l'on  fait  une  Iransformalion  de  coordon- 
nées rectangulaires,  l'équation  ne  change  pas  de  forme,  on  en 
conclut  que  l'équalion  précédente  aura  au  plus  une  solution  pre- 
nant des  valeurs  données  sur  un  contour,  si  ce  contour  se  trouve 
compris  entre  deux  droites  parallèles  dont  la  distance  ne  dépasse 

Il  est  aisé  de  voir  que  cette  propriété  ne  subsiste  pas  pour  tout 
contour.  Il  peut  arriver  qu'une  intégrale  de  l'équation  précédente 
soit  nulle  sur  un  contour  sans  être  nulle  à  l'intérieur.  C'est  ce  que 
nous  allons  montrer  sur  un  exemple  :  l'expression 

.     k        ,     A 
u  =  sin  — —  X  sin  — ^  y 

vérifie  l'équation  précédente,  et  elle  s'annule  sur  les  côtés  du  carré 
ayant  pour  côtés 

1/2.7:  i/î.7: 

X  =  0,  x=z^j->  y  =  0,  y=—j—. 

21.  Au  lieu  de  prendre  Téq nation 

d^u        d^u  ,du  au        ^ 

dx^         dy*  dx  ày      '' 

on  eût  pu  prendre  l'équation  plus  générale 

,    ^  d^u  ,    d*u  d^u  .du  du        ^ 

^    '  dx^  dxdy  dy^  dx  dy      •' 

Il  est,  en  eflet,  facile  par  un  changement  de  variables  de  ramener 
l'un  des  cas  à  l'autre. 

Faisons  le  changement  de  variables 

Y  =  ^^\x,y). 


L'équation  (a)  prendra  la  forme 


t>*  M       d^u         r^àu         „du       ^ 
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si  les  deux  fonctions  X  et  Y  satisfont  aux  équations 

^\àx)  dx  dy  \ày/  "     \àx )  dx  dy  \àyj 

àx  dx  \ôy  dx        dx  dy J  dy  dy  "^    ' 

On  peut  remarquer,  et  cela  est  intéressant  pour  la  recherche 
effective  de  X  et  Y,  que  ces  équations  sont  celles  que  l'on  obtient 
en  écrivant  que  la  forme  quadratique 

cdx^—  ib  dx  dy  -^  a  dy* 

se  réduit,  à  un  facteur  près,  à 

d\*-^dYK 

Il  résulte  de  cette  remarque,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  (t.  I, 
p.  453),  que,  pour  trouver  deux  fonctions  X  et  Y  de  x  et  y  satis- 
faisant aux  deux  équations  trouvées,  il  suffira  d'intégrer  une  équa- 
tion différentielle  ordinaire  du  premier  ordre. 

Ceci  posé,  nous  pouvons  étendre  à  l'équation  (ot)  le  théorème 
fondamental  du  §  19  dans  le  cas  où  la  transformation  à  employer 
est  réelle,  c'est-à-dire  si  le  point  (x^y)  est  dans  une  région  du 
plan  où 

6* —  ac  <,  o. 

On  peut  alors  énoncer  que,  dans  cette  région  du  plan,  il  ne 
peut  y  avoir  plus  d'une  intégrale  prenant  une  succession  don- 
née de  valeurs  sur  un  contour  y  si  ce  contour  est  suffisamment 
petit, 

22.  Les  méthodes  employées  dans  les  précédents  paragraphes 
supposent  que  les  fonctions  étudiées  soient  continues  sur  le  con- 
tour ainsi  que  leurs  dérivées  du  premier  ordre.  Elles  correspondent 
à  la  deuxième  démonstration  donnée  (§  17)  de  l'impossibilité 
d'un  maximum  ou  d'un  minimum  pour  les  fonctions  satisfaisant 
à  l'équation  de  Laplace.  Nous  n'avons  pas  eu  besoin  de  ces  hypo- 
thèses dans  la  première  démonstration  qui  reposait  essentielle- 
ment sur  la  propriété  de  la  fonction  harmonique  d'être  analytique. 
Dans  le  cas  de  l'équation  (a)  du  §21  on  peut,  en  précisant  la  na- 
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ture  des  coefficients,  démontrer  que  les  fonctions  qui  y  satisfont 
sont  analytiques,  et  il  est  intéressant  de  rechercher  si  les  résultats 
obtenus  pour  Téquation  de  Laplace,  en  partant  de  cette  hypo- 
thèse, sont  susceptibles  de  généralisation.  Cestce  que  nous  allons 
montrer. 

Nous  supposons  que  dans  Téquation  (a)  du  §21  les  coefficients 
a,  b,  c,  rf,  e,/ soient  des  fonctions  analytiques  de  ^  et^  dans 
la  région  considérée  du  plan.  On  suppose  de  plus  expressément 

6'  —  ac  <  o 

dans  cette  région  :  a  et  c,  qui  sont  alors  de  même  signe,  peuvent 
être  supposés  positifs. 

On  peut  établir  que  toute  intégrale  de  cette  équation  bien 
déterminée  et  continue  dans  la  région  considérée  du  plan  ainsi 
que  ses  dérivées  partielles  des  deux  premiers  ordres  est  elle- 
même  une  fonction  analytique  (*). 

Nous  admettrons  pour  le  moment  ce  résultat,  et  nous  allons 
seulement  en  poursuivre  quelques  conséquences,  en  raisonnant 
comme  nous  Tavons  fait  au  §15  pour  Téquation  de  Laplace.  Con- 
sidérons d'abord  le  cas  où  f  est  identiquement  nul,  c'est-à-dire 
où  l'équation  se  réduit  à 

d^u         ^  ^*"  ^^^       .  /V^"  du  __ 

dx^  dx  dy  ây*  àx  ^y  ^    ' 

Je  dis  qu'une  intégrale  u  de  cette  équation  ne  pourra  admettre 
ni  maximum  ni  minimum. 

Soit,  en  effet,  (xo^yo)  un  point  dans  le  voisinage  duquel  u  et 
ses  dérivées  partielles  des  deux  premiers  ordres  sont  continues; 
la  fonction  £/,  étant  analytique,  peut  être  développée  en  série  de 
Taylor 

u=  <?o-H<p/,(ir  — aro,^'— ^o)-+-?/n-i(^  — a-o,  r  — ro)-H..., 

les  f  désignant  des  polynômes  homogènes  en  x  — Xo  ei  y  — yQ; 


(')  E.  Picard,  Sur  la  détermination  des  intégrales  de  certaines  équations 
par  leurs  valeurs  le  long  d'un  contour  fermé  (Journal  de  l'Ecole  Polytech- 
nique, 1890,  et  Acta  mathematica,  t.  XXV). 
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©0  représente  une  constante,  et  si  (^o»  J^o)  correspond  à  un  maxi- 
mum ou  à  un  minimum,  on  a  ^  ^  2.  Substituons  cette  valeur  de  u 
dans  Téquation  (8)  et  égalons  à  zéro  Tensemble  des  termes  ho- 
mogènes de  moindre  degré.  On  aura  nécessairement 

en  désignant  par  Oo-,  èo?  ^o  'es  valeurs  de  a,  6,  c  pour  x  =  Xoj 

Le  polynôme  'fn  satisfait  à  une  équation  analogue  a  celle  de 
Laplace;  on  peut  le  ramener  à  cette  équation  par  un  changement 
de  variables  réel 

X  =  a(a:  —  j:o) -i- ?(^  — ro), 
Y  =7(ar  — 3-o)-+-8(^— ^'0). 

Il  suffit  de  suivre  la  méthode  du  §21,  et,  par  conséquent,  de 
chercher  la  substitution  précédente  transformant 

Cq  dx^  —  2bocLrdj^-hao  dy^ 
en 

Or  c'est  un  problème  d'Algèbre  élémentaire  que  de  chercher  la 
substitution  linéaire 

d\  =  a  t/a:  -f-  P  djTj 
d\  —  ^  dx  -^^  dy, 

transformant  les  deux  formes  Tune  dans  l'autre.  La  substitution 
sera  réelle  puisque  b\  —  a^c^K^o,  et  «o  >  o. 

0,1  considérée  comme  fonction  de  X  et  Y  satisfait  donc  à  l'équa- 
tion 

La  fonction  ^n  pourra  donc  s'annuler  en  changeant  de  signe 
dans  le  voisinage  de  X  =  o,  Y  =  o  et,  par  suite,  dans  le  voisinage 
de  :r  =  Xq^  y  =yo*  Il  est  donc  impossible  que  u  ait  un  maximum 
ou  un  minimum  pour  x  =  Xq,  y  =  J^o- 

On  en  conclut  de  suite,  en  répétant  le  raisonnement  fait  pour 
l'équation  de  Laplace,  quil  ne  peut  y  avoir  deux  intégrales  de 
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Inéquation  {8)  prenant  une  succession  donnée  de  valeurs  sur 
un  contour  C. 

On  voit  que  Téquation  (8)  jouit,   au   point  de  vue  qui   nous 
occupe,  des  mêmes  propriétés  que  l'équation  de  Laplace. 

23.  Revenons  maintenant  à  l'équation  générale 

,    ^  O^u  ,    d^u  d^u  ,du  du        j, 

^    '  dx-  dxày  dy^  dx  dy      '' 

en  supposant  toujours  que  le  point  (jt,  y)  reste  dans  la  région  R 
du  plan  où  b^ — ac  est  négatif,  et  les  hypothèses  sur  les  coeffi- 
cients a,  6,  c,  rf,  e,  /  restant  les  mêmes.  Soit  A  un  point  quel- 
conque de  cette  région  R.  II  existe  certainement  une  intégrale  z 
de  cette  équation  ne  s'annulant  pas  au  point  A  et  gardant  par 
conséquent  un  signe  invariable  dans  un  certain  domaine  D  autour 
de  ce  point. 

Faisons  dans  Téquation  le  changement  de  fonction 


L'équation  en  v  sera  du  même  type  que  l'équation  (8),  elle 
n'aura  pas  de  terme  en  v.  Elle  sera  de  la  forme 

d^v  ,       d^v  d^v  „  dv  ,dv 

dx^  dx  dy  dy^  Ox  dy 

Puisque  z  ne  s'annule  pas,  par  hypothèse,  dans  D,  nous  pouvons 
appliquer  les  résultats  du  paragraphe  précédent.  Il  ne  pourra  y 
avoir  deux  intégrales  de  cette  équation  prenant  la  même  succes- 
sion de  valeurs  sur  un  contour  C  contenu  dans  D. 

Nous  pouvons  par  suite  énoncer  pour  l'équation  (a)  le  théorème 
suivant  : 

Autour  d'un  point  quelconque  de  la  région  R,  on  peut  déli- 
miter un  domaine  D,  dans  lequel  le  problème  de  la  détermi- 
nation d'une  intégrale  par  ses  valeurs  sur  un  contour  quel- 
conque contenu  dans  D  ne  pourra  avoir  plus  d'une  solution. 

C'est  le  théorème  que  nous  avons  obtenu  aux  §  19  et  21.  On 
voit  que  nous  n'avons  pas  eu  besoin  ici,  dans  les  raisonnements 
employés,  de  faire  intervenir  les  valeurs  des  dérivées  partielles  du 
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premier  ordre  sur  le  conlour.  Le  résultat  est  en  ce  sens  plus 
précis,  mais  nous  avons  par  contre  l'inconvénient  de  démontrer 
seulement  l'existence  de  ce  domaine  suffisamment  petit  D,  sans 
indiquer  aucune  possibilité  de  trouver  eflfectivement  un  tel  do- 
maine, ce  que  notre  première  méthode  (§  19)  nous  avait  au  con- 
traire permis  de  faire.  11  resterait  à  rechercher  si,  pour  les  do- 
maines trouvés  dans  la  première  méthode,  on  ne  pourrait  arriver 
à  se  débarrasser  de  l'hypothèse  supplémentaire  relative  aux  déri- 
vées du  premier  ordre.  Cette  discussion  trouvera  sa  place  dans 
une  autre  partie  de  cet  Ouvrage. 

24.  Terminons  ces  généralités  en  considérant  encore  l'équation 

â*u  ,    d*u  à^u  jdu  du        - 

dx^  oxoy  dy^  ôx  ày      '' 

et  supposant  que,  dans  la  région  R  où 

6* —  ac  <  o,        a  >  o, 
on  ait  de  plus/<:;  o. 

Nous  allons  montrer  que  dans  ces  nouvelles  conditions  il  ne 
pourra  y  avoir  plus  d'une  intégrale  de  réquation  prenant  sur 
tout  contour  fermé  contenu  dans  R  une  succession  continue 
donnée  de  valeurs. 

Si  deux  intégrales  prennent  les  mêmes  valeurs  le  long  d'un 
conlour,  on  aura  une  intégrale  qui  s'annulera  le  long  de  ce  con- 
lour. Considérons  donc  une  telle  intégrale  u  de  l'équation  précé- 
dente; elle  gardera  un  signe  invariable  dans  le  contour;  ou  bien 
elle  s'annulera  le  long  de  certaines  lignes;  dans  le  second  cas, 
l'aire  se  trouvera  partagée  en  plusieurs  aires  partielles,  sur  le  péri- 
mètre desquelles  l'intégrale  s'annulera,  en  gardant  à  l'intérieur 
un  signe  invariable. 

Prenons  Fune  d'elles,  et  supposons  u  positif  à  l'intérieur.  Pour 
un  point  au  moins  (xo,^^o)  à  l'intérieur,  u  devra  passer  par  un 
maximum;  soit  Wo  >  o  la  valeur  de  u  pour  (^o>^'o)- 

Développons  u  en  série 

u  =  Uo-i-Un(x  —  xo,y—yo)-^.,., 
/i,  qui  est  plus  grand  que   un,   doit  être  nécessairement  égal  à 
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deux;  car,  dans  le  cas  contraire,  Tensemble  des  termes  constants 
dans  Téquation  se  réduirait  à  /o^o»  en  désignant  par/o  la  valeur 
de  f  pour  (^oj  J^o)^  ^"  devrait  donc  avoir  //o=o,  ce  qui  est 
impossible  si  la  fonction  n*est  pas  restée  constamment  nulle  à 
l'intérieur  de  Taire.  Nous  avons  donc  /?  =  2  ;  soit 

1/5=  %(x  —  XQy-h'i^{x  —  xo){y—y^)-^^{y  —  yo)^' 

Puisque  (^o^^o)  correspond  à  un  maximum, 

D'autre  part,  en  substituant   dans  l'équation    différentielle   la 
valeur  de  w,  on  trouve  de  suite 

(g)  '2(aoa-i-  •26o?-+-CoY)-4-/oWo  =  o, 

en  désignant  par  Qq,  bo,  c^  les  valeurs  de  a.  6,  c  pour  (^o>  J'o)- 
On  a  d'ailleurs 

ao  >  o,         Co  >  o,         bl—  aoCo  <  o. 
Or  de  rinégalité  évidente 

(ao3t-»-CoY)^  >  4«oCoa7> 

nous  concluons  successivement,  en  nous  reportant  aux  inégalités 
écrites  pins  haut, 

(aoa-t-Cuv)*>.1^«p«. 

La  valeur  absolue  de  ao^-f-  CqY  est  donc  supérieure  à  celle  de 
260  ^.  Or  ao3t  + Co Y  est  négatif;  donc 

ao  a  -h  2  60  3  -h  Co  7 

est  certainement  négatif.  D'ailleurs /o"o  est  aussi  négatif,  puisque 
"o  >  o,  /o<[  o.  Nous  sommes  ainsi  conduits  à  une  contradiction, 
car  la  relation  (9)  devient,  dans  ces  conditions,  manifestement 
impossible.  L'hypothèse  faite  est  donc  inadmissible  :  une  intégrale 
nulle  sur  le  contour  sera  nécessairement  nulle  à  l'intérieur,  ce  qui 
démontre  le  théorème. 

Comme  exemple,  citons  l'équation 

——  -+-  — —  — /.2w  =  o. 
P.  -  II  3 
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Il  ne  pourra  y  avoir  plus  d'une  intégrale  de  cette  équation  pre- 
nant sur  un  contour  quelconque  une  succession  donnée  de  va- 
leurs. 

25.  Nous  avons,  dans  les  paragraphes  précédents,  déduit  nos 
conclusions  de  ce  que  les  intégrales  étaient  nécessairement  des 
fonctions  analytiques.  Dans  sa  Thèse  (*),  M.  Paraf  a  montré 
qu'on  pouvait  arriver  bien  simplement  aux  mêmes  conclusions, 
sans  s*appuyer  sur  aucun  résultat  antérieur,  ce  qui  dispense  même 
de  l'hypothèse  que  les  coefficients  soient  des  fonctions  analy- 
tiques. Partons  de  l'équation 

d*u        d^u  du       ,  du 

âx^        ây^  ox  oy 

On  suppose  que,  dans  une  aire  A  limitée  par  un  contour  C,  le 
coefficient  c  soit  constamment  négatif  (et  non  nul).  Nous  voulons 
montrer  qu'il  ne  pourra  y  avoir  deux  intégrales  de  Téquation, 
bien  déterminées  et  continues  ainsi  que  leurs  dérivées  partielles 
des  deux  premiers  ordres,  prenant  sur  C  les  mêmes  valeurs.  Con- 
sidérons, en  effet,  la  différence  a  de  deux  telles  intégrales,  qui 
s'annule  sur  C.  Nous  allons  voir  qu'elle  ne  peut  prendre  aucune 
valeur  positive  dans  A.  Si,  en  effet,  elle  devient  positive,  elle 
aurait  une  limite  supérieure  qu'elle  atteindrait  au  moins  pour  un 
point  (;ro,  ^o)  de  l'intérieur  de  Taire.  Donnons  alors  à  j^  la  va- 
leur fixe  ^0  et  considérons  la  fonction  £/(j:,yo)«  H  est  clair  que 
(-pj  est  nul;  d'autre  part  la  formule  de  ïaylor,  arrêtée  au  se- 
cond terme, 

«(X, y.)  =  «(x«,  ^0)  +  — ^  [ -L^  J  ^^^^ _^ , 

montre  que  (y-j  )  doit  être  négatif  ou  nul,  car,  dans  le  cas  con- 
traire, le  second  terme  du  second  membre  serait  positif  pour  x 
voisin  de  Xq,  ce  qui  conduirait  à  u{x^ yo)>  u{x^,yo).  Ainsi 
donc,  pour 

(*)  A.  Paraf,  Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  t.  VI,  1892. 
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on  aura 

du 

d^u  ^ 
d.^-'' 

et  pareillement 
tandis  que 

du 

dUi  ^ 

M  >  O 

ei 

C  <  0, 

Ces  égalités  et  inégalités  sont  incompatibles  avec  Téquation 
diOTérenlielle.  11  est  donc  établi  qu'aucune  intégrale  ne  peut  avoir 
dans  A  un  maximum  positif;  elle  ne  peut  non  plus  avoir  un  mi- 
nimum négatif,  comme  on  le  voit  en  changeant  w  en  —  u.  Il  en 
résulte  que,  si  la  fonction  u  est  nulle  sur  le  contour,  elle  sera 
nulle  à  ^intérieur, 

26.  La  démonstration  précédente  suppose  que  c  ne  s'annule 
pas  dans  la  région  considérée.  Le  théorème  est  cependant  exact 
sous  la  seule  condition  que  c  ne  soit  pas  négatif.  Nous  allons 
ramener,  en  effet,  ce  cas  au  précédent.  Faisons  le  changement 

de  fonction 

u  =  zv, 

z  étant  une  fonction,  pour  le  moment  indéterminée,  de  x  et  y. 
L'équation  en  p  a  la  même  forme  que  Téquation  en  u,  et  le  coef- 
ficient de  V  est 

F(;;) 
* 

en  posant 

....        d^z        d^z  dz        ,  dz 

^    ^       dx*        djri  dx  dy 

Si  donc,  dans  la  région  considérée,  on  peut  trouver  une  fonc- 
tion ^  de  X  et  ^  vérifiant  les  deux  inégalités 

-3  >  o,         F(5)<o         (les  égalités  étant  exclues), 

on  se  trouvera,  pour  l'équation  en  ^,  dans  le  cas  précédent,  et  le 
théorème  sera  établi. 

Nous  allons  pouvoir  déterminer  une  fonction  z  de  x  seul  rem- 
plissant les  conditions  voulues.  On  devra  avoir 

d^z  dz 

Ox^  (fX 
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Comme   c   est  négatif  ou   nul,    il  suffit   de   satisfaire  aux   deux 
inégalités 


d^z  âz 


Soit  -^  =  U,  nous  voulons  avoir 
ox 


ce  qui  revient  à 


-j h  ^  U  <  o, 

ôx 


^  -4-MU-f-(«-M)U<o, 
ox 


M  étant  une  constante  supérieure  à  la  valeur  absolue  maxima  de  rt 
dans  l'aire  donnée. 
Or  si  Ton  prend 

cette  inégalité  sera  certainement  vérifiée;  on  en  tire 

M 

En  supposant  que  l'ordonnée  x  =  Xo  soit  à  gauche  de  l'aire, 
toutes  les  conditions  demandées  sont  vérifiées,  et  le  théorème  est 
par  suite  établi. 


IV.  —  Problème  de  Dirichlet.  Recherche  de  la  fonction  harmo- 
nique prenant  des  valeurs  données  sur  un  contour.  Méthode  de 
M.  Neumann. 

27.  Nous  avons  maintenant  à  chercher  si,  étant  donnée  une 
succession  continue  de  valeurs  sur  un  contour,  il  existe  une  fonc- 
tion harmonique  continue  à  l'intérieur  de  l'aire  limitée  par  le 
contour  et  prenant  sur  celui-ci  les  valeurs  données. 

Dans  sa  célèbre  dissertation  inaugurale,  Riemann  a  donné  de 
ce  problème,  qu'il  appelle  \e principe  de  Dirichlet,  une  démon- 
stration extrêmement  simple.  Quoique  celte  démonstration  ne 
présente  pas  une  rigueur  suffisante,  nous  devons  l'exposer;  elle 
rend  en  effet  tout  au  moins  très  vraisemblable  le  théorème  en 
question  et  elle  est  le  type  d'un  genre  de  raisonnement  fréquem- 
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ment   employé    en    Physique    mathématique,   et   dont,   faute  de 
mieux,  on  doit  souvent  se  contenter. 

28.   Commençons  par  démontrer  le  théorème  suivant  : 

Considérons  une  fonction  harmonique  u  continue  ainsi  que 
ses  dérivées  partielles  des  deux  premiers  ordres  dans  l'aire 
limitée  par  un  contour  C,  et  supposons  que  sur  le  contour  lui- 
même  u  et  ses  dérivées  partielles  du  premier  ordre  soient 
continues. 

On  forme  l'intégrale 

'=//[(£)■- ($)'H-- 

V  représentant  une  fonction  quelconque  satisfaisant  aux  mêmes 
conditions  de  continuité  que  u  et  prenant  sur  le  contour  les 
mêmes  valeurs.  Dans  ces  conditions,  l'intégrale  précédente  sera 
minima  pour  v  =  u. 

Soit,  en  effet,  v —  u=.  h\  la  fonction  h  sera  nulle  sur  le  con- 
tour et  Von  aura 

Or  la  seconde  intégrale  est  nulle  d'après  la  formule  prélimi- 
naire de  Green  qui  peut  s'écrire 

L'intégrale  I  est  donc  moindre  pour  v  =  u  que  pour  toute  autre 
fonction  v  prenant  les  mêmes  valeurs  sur  le  contour. 

A  ce  théorème,  nous  pouvons  joindre  une  réciproque.  Les  con- 
ditions de  continuité  restant  toujours  les  mêmes  pour  les  fonctions 
considérées  et  celles-ci  prenant  de  plus,  toutes,  les  mêmes  valeurs 
sur  le  contour,  si  l'intégrale  1  est  minima  quand  on  met  à  la 
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place  de  v  une  certaine  fonction  w,  celle-ci  satisfait  à  Céqiia- 

tion 

Am  =  o. 

Posons 

f  =  w  -+-  a  /i , 

a  désignant  une  constante  et  h  une  fonction  de  ar  et  ^  s'annulant 
sur  G.  Pour  cette  fonction,  on  aura 

-//[(S)'-(r;)i-*- 

Or,  le  coefficient  de  a  peut  s'écrire 

—  2  /     /  h^udxdy. 

Si  ce  coefficient  n'est  pas  nul,  la  somme  des  deux  derniers 
termes  dans  l'expression  de  I  sera  certainement  négative  si  l'on 
prend  a  suffisamment  petit  et  d'un  signe  convenable.  Puisque, 
par  hypothèse,  l'intégrale  I  est  minima  pour  r^  w,  il  faut  néces- 
sairement que 

(lo)  /    j  hS,udxdy  =  o. 

Or  la  fonction  h  n'est  assujettie  qu'à  la  condition  de  s'annuler 
sur  G  et  d'être  continue  ainsi  que  ses  dérivées  partielles  des  deux 
premiers  ordres.  Supposons  qu'en  un  point  {x^^yo)  à  l'intérieur 
de  Taire,  tiu  ne  soit  pas  nul  :  il  sera  d'un  signe  invariable  dans  le 
voisinage,  soit  à  l'intérieur  d'un  cercle  F  de  rayon  p  ayant  {x^^y^) 
pour  centre.  Définissons  alors  h  par  la  condition  qu'elle  soit  nulle 
entre  G  et  F,  et  que,  à  l'intérieur  de  F, 

Si  l'entier  m  est  supérieur  à  deux^  la  fonction  ainsi  définie  s'an- 
nulera sur  G  et  sera  continue  ainsi  que  ses  dérivées  partielles 
des  deux  premiers  ordres.  Mais,  pour  une  telle  fonction,  Finté- 
grale  (lo)  ne  pourra  évidemment  pas  être  nulle.  Il  en  résulte  qu'en 
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tous  les  points  de  Taire 

Am  =  o, 

comme  nous  voulions  Tétablir. 

29.  Les  deux  théorèmes  précédents  sont  à  Tabri  de  toute  ob- , 
jection.  Il  n'en  est  pas  de  même  de  la  fin  du  raisonnement  par  le- 
quel Riemann  établit  l'existence  d'une  fonction  harmonique  u 
prenant  des  valeurs  données  sur  un  contour. 

Considérons  toujours  l'intégrale 


//[(£)■- (^)>-- 


i?  désignant  une  fonction  quelconque  assujettie  seulement,  sauf 
les  conditions  indiquées  de  continuité,  à  prendre  la  succession  de 
valeurs  données  sur  le  contour.  Cette  intégrale  est  nécessairement 
positive;  il  j  a  donc  une  limite  inférieure  an-dessous  de  laquelle 
elle  ne  peut  descendre.  Désignons  par  u  la  fonction  pour 
laquelle  ^intégrale  atteindra  son  minimum;  la  fonction  w, 
d'après  le  théorème  précédent,  sera  harmonique  et  le  problème  de 
Dirichlet  se  trouve  ainsi  résolu. 

J'ai  souligné  le  point  défectueux  dans  la  déduction  précédente. 
On  ne  peut  être  certain  a />r/ori  qu'il  existe  une  fonction  //,  sa- 
tisfaisant aux  conditions  de  continuité,  pour  laquelle  l'intégrale 
atteigne  effectivement  sa  limite  inférieure.  C'est  là  une  objection 
capitale  et  M.  Weierstrass  ('  )  a  montré  sur  un  exemple  très  simple 
le  danger  de  ce  mode  de  raisonnement.  Prenons,  avec  l'illustre 
géomètre,  l'intégrale 

et  envisageons  les  fonctions^  de  x  continues  ainsi  que  leurs  dé- 
rivées premières  de  —  i  à  +  i  et  prenant  pour  ^  =  —  i  et  ;r  =  -h  i 
respectivement  les  valeurs  a  et  6  (en  supposant  essentiellement  a 
différent  de  b).  Nous  allons  voir  que,  parmi  ces  fonctions,  il  en 
est  qui  rendent  l'intégrale  J  aussi  voisine  de  zéro  que  l'on  voudra; 


(*)  VVeiersthass,   Ueber  das  sogennante  DirichIcVsche  Princip  {Mathema- 
tische  Werke,  t.  II,  p.  49). 
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la  limite  inférieure  de  l'intégrale  est  donc  zéro  pour  les  fonc- 
tions y  considérées.  D'autre  part,  il  n'existe  évidemment  pas  de 
fonction  répondant  aux  conditions  indiquées,  et  rendant  l'inté- 
grale nulle.  Il  faudrait,  en  eiï'et,  que  cette  fonction  fût  constante, 
ce  qui  est  impossible  puisque  a  est  diflerent  de  b. 

En  désignant  par  Ç  une  constante  positive,  Weierstrass  envi- 
sage la  fonction 

T 

(E)  y  = ^ îî-, 

arclang  r- 

V  arc  tan  g  qui  ligure  dans  cette  expression  étant  compris  entre 

et +  7-;  cette  fonction  satisfait    aux    conditions    indiquées    plus 

haut. 

Voyons  ce  que  devient  J,  quand  on  met  à  la  place  de ^  la  fonc- 
tion précédente.  On  trouve  de  suite 

('iarclang  rj  »  '  arctang  r- 

Donc  J  sera  aussi  petit  que  l'on  voudra,  si  Ç  est  pris  lui-même 
assez  petit-,  la  limite  inférieure  de  l'intégrale  est  donc  bien  nulle. 
D'autre  part,  comme  nous  l'avons  dit,  il  ne  peut  exister  de  fonc- 
tion continue  donnant  à  l'intégrale  sa  valeur  minima.  On  voit 
donc  combien  il  faut  se  méfier  d'un  mode  de  raisonnement  dans 
lequel  on  admet  a  priori  l'existence  d'une  fonction  continue  don- 
nant à  l'intégrale  sa  valeur  minima. 

On  se  demandera  tout  naturellement  ce  que  devient  la  fonction  j- 
quand  $  tend  vers  zéro.  On  voit  que  l'on  a  la  limite 

V  =  a         pour         X  >  o, 
y  =  b        pour        x  <^o. 

Pour  ^  =  0,   la    limite  est C'est  cette  fonction  discon- 

tiniie  qui  donne  à  l'intégrale  la  valeur  minima  zéro. 

Il  n'est  pas  inutile  d'indiquer  Torigine  de  l'expression  (E)  qui 
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a  joué  un  rôle  essentiel  dans  les  raisonnements  précédents.  Envi- 
sageons l'intégrale 


= /"^"'■""KÊ)'''-^'- 


Ç  étant  une  constante  positive.  Le  problème  de  trouver  la  fonction 
continue^  de  x^  prenant  pour  x  =  i  et  a:  =  -f-  i  respectivement 
les  valeurs  a  et  6,  et  rendant  l'intégrale  minimum,  admet  une 
solution  parfaitement  déterminée,  et  c'est  précisément  la  fonc- 
tion (E). 

Pour  la  trouver,  il  suffit  d'employer  une  méthode  toute  sem- 
blable à  celle  du  paragraphe  28.  On  remplace  y  par  y  -f-  /ta,  en 
désignant  par  a  une  constante  et  h  une  fonction  qui  s'annule 
pour  X  =  db  I .  Le  coefficient  de  a  est  ici 


'/: 


'"••*!->si'^ 


et,  en  intégrant  par  parties   et  se  rappelant  que  h   s'annule  aux 
limites^  on  peut  le  remplacer  par 


r'-i["-^'4i]-"- 


Si  la  fonction  y  rend  l'intégrale  I  minimum,  le  coefficient  de  h 
devra  être  identiquement  nul.  On  aura  donc 


é[<"-s'>i]->- 


En  intégrant  cette  équation  avec  les  conditions  aux  limites,  on 
trouve 

T 

,         ,  arciang  y 

Y  = i .r  , 

i  i  I 

arctang  r- 

c'est  l'expression  (E). 

30.  Le  problème  proposé,  que  nous  avons  déjà  donné  dans  le 
cas  du  cercle  (p.  i6),  a  été  traité  rigoureusement  par  M.  C.  Neu- 
maun  dans  le  cas  d'un  contour  convexe.   M.    Schwarz  a   montré 
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ensuite  commenl  on  pouvait,  dans  des  cas  étendus,  passer  d'un 
contour  convexe  à  un  contour  plus  compliqué,  ce  qui  lui  a  permis 
de  traiter  la  question  dans  le  cas  d'un  contour  limité  par  des  arcs 
réguliers  de  courbes  analytiques.  Enfin  M.  Poincaré  a  donné  du 
problème  de  Dirichlet  une  méthode  extrêmement  originale  et  qui 
diffère  complètement  par  le  point  de  départ  des  méthodes  précé- 
dentes. Nous  nous  bornerons  dans  ce  Chapitre  à  développer  la  mé- 
thode de  M.  Neumann,  qui  nous  servira  en  même  temps  à  établir 
quelques  propriétés  importantes  de  la  fonction  harmonique.  Les 
méthodes  de  MM.  Schwarz  et  Poincaré  seront  développées  dans 
d^autres  Chapitres. 

Nous  avons  déjà  donné,  dans  le  cas  de  Pespace,  la  méthode  de 
M.  Neumann,  modifiée  en  mettant  à  profit  une  idée  de  Kirchhoff  : 
nous  suivrons  absolument  la  même  voie  dans  le  cas  du  plan. 

Nous  avons  supposé  que  la  surface  considérée  était  convexe  et 
avait  en  chaque  point  un  plan  tangent  déterminé.  Nous  garderons 
pour  le  contour  plan,  que  nous  avons  maintenant  à  considérer,  les 
mêmes  hypothèses,  sauf  toutefois  que  le  contour,  toujours  con- 
vexe, pourra  avoir  un  nombre  limité  de  pointes.  En  ces  derniers 
points,  le  contour  aura  deux  tangentes. 

31.  Une  intégrale  analogue  à  celle  de  Gauss  (t.  I,  p.  i34)  nous 
sera  fournie  par  l'intégrale 


(M)  j-T"^' 


étendue  à  une  courbe  fermée  C,  r  désignant  la  distance  d'un  point 
fixe  A  à  un  point  M  de  l'élément  d'arc  variable  rfcr  de  la  courbe, 
et  l'angle  cp  représentant  l'angle  de  la  direction  MA  avec  la  normale 
intérieure  à  la  courbe  au  point  M. 

La  signification  géométrique  de  cette  intégrale  est  immédiate; 
elle  représente  la  somme  des  angles,  pris  avec  un  signe,  sous  les- 
quels du  point  A  on  voit  les  éléments  rfcr  de  la  courbe.  L'inté- 
grale (i  i)  sera  donc  égale  à  stt  quand  le  point  A  sera  à  l'intérieur 
de  la  courbe  G,  elle  sera  nulle  quand  le  point  sera  extérieur  à  la 
courbe,  et  elle  sera  égale  à  t  quand  le  point  sera  en  un  point  ordi- 
naire de  la  courbe.  Si  enfin  le  point  A  est  une  pointe  de  contour, 
rintégrale  sera  égale  à  Tangle  a  que  font  les  tangentes  aux  deux 
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courbes  qui  forment  la  poinle.  Dans  l'hypothèse  où  nous  sommes 
d'un  contour  convexe,  a  sera  inférieur  à  t:. 

Nous  pouvons  généraliser  l'intégrale  précédente,  comme  nous 
l'avons  fait  (t.  I,  p.  1O7).  Désignant  par  a,  b  les  coordonnées 
de  A,  nous  formons  l'intégrale 


OÙ  |JL  désigne  une  fonction  continue  du  paramètre  qui  fixe  la  po- 
sition d'un  point  sur  la  courbe.  Celte  intégrale,  considérée  comme 
fonction  de  (a,  6),  est  une  fonction  continue,  ainsi  que  ses  déri- 
vées partielles  quand  le  point  A  esta  l'intérieur  ou  à  l'extérieur  de 
la  surface.  De  plus,  elle  satisfait  à  l'équation  de  Laplace;  c'est  ce 
qu'on  voit  de  suite  en  mettant  l'intégrale  sous  la  forme 


r     rflogr    . 


-1/ 


car  T-  =  —  cos'f  (t.  I,  p.  i56). 

Or  pour  un  point  (^,y)  du  contour  C,  log/-  considéré  comme 

fonction  de  (a,  b)  satisfait  à  l'équation  de  Laplace,  et  il  en  est 

par  suite  de  même  de 

dloQf 

ce  qui  entraîne  la  même  conclusion  pour  l'intégrale. 

La  fonction  V  (a,  b)  éprouve  une  discontinuité  pour  le  passage 
par  la  courbe  C.  Pour  étudier  celle  discontinuité,  il  n'y  a  qu'à 
suivre,  sans  y  rien  changer,  le  mode  de  raisonnement  employé 
pour  l'espace  (t.  I,  p.  168).  La  seule  différence  sera  que  tz  sera 

partout  remplacé  par  —  dans  les  formules,  puisque  la  circonférence 

de  rayon  un  est  égale  à  air,  tandis  que  Taire  de  la  sphère  de  rayon 
un  est  égale  à  4^.  Prenant  un  point  fixe  s  sur  la  courbe  G,  et  dé- 
signant par  Y-s  Isi  valeur  de  |jl  en  ce  point,  on  montrera  que 
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esl  une  fonction  continue  de  (rt,  6),  au  points^  c'est-à-dire  qu'elle 
tend  vers  la  même  valeur,  de  quelque  manière  que  le  point  (a,  b) 
tende  vers  s.  En  conservant  les  mêmes  notations,  on  aura  donc 

Vm  =  V,  -f-  TZ\is,  yie.<  =  V.<  —  iTîX,. 

Ces  formules  supposent  que  le  point  s  ne  soit  pas  une  pointe 
sur  le  contour.  S'il  en  était  ainsi,  a  désignant  l'angle  des  tangentes, 
on  aurait,  en  écrivant  toujours  que  W  (a,  b)  est  continue  au 
point  5, 

32.  On  établira  encore  une  remarque  analogue  à  celle  du  §  10 
(t.  1,  p.  169).  On  partage  la  courbe  C  en  deux  parties  x  et  p,  et 
soient  s  et  s'  deux  points  quelconques  de  la  courbe.  Désignons 
d'une  manière  générale  par  IJ  l'intégrale 


«=i 


COSO     - 

'  ai 

r     '• 


relative  au  point  s  et  étendue  à  une  portion  y  de  la  courbe.  On 
peut  trouver  un  membre  X  compris  entre  zéro  et  un,  tel  que 
Ton  ait 

quelles  que  soient  les  positions  de  s  et  s' sur  la  courbe. 

Je  ferai  seulement  une  remarque  sur  la  démonstration,  remarque 
que  nous  n'avions  pas  eu  l'occasion  de  faire  pour  les  surfaces  con- 
vexes, leur  supposant  toujours  en  chaque  point  un  plan  tangent 
unique.  Il  est  un  cas  où  la  somme 

peut  atteindre  zéro.  Il  faut  pour  cela  que  chacun  des  deux  termes 
s'annule;  la  partie  a  devra  donc  se  composer  de  deux  droites  dont 
s  est  le  point  de  rencontre,  et  il  en  est  de  même  de  ^,  qui  se  com- 
posera de  deux  droites  se  rencontrant  en  s'.  La  courbe  convexe,  que 
nous  considérons,  se  réduira  alors  nécessairement  à  un  triangle 
ou  à  un  quadrilatère.  Ce  sont  les  seuls  cas  où  n'existe  pas  ce 
nombre  \  différent  de  zéro.  Ces  deux  courbes  sont  donc  exclues 
pour  l'application  de  la  méthode. 
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33.   On  établira  enfin  une  dernière  propriété  de  l'intégrale 


prise  pour  un  point  s  de  la  courbe  C.  Il  ny  a,  je  !e  répète,  qu'à 

changer  tt en  -  dans  tous  les  raisonnements  et  calculs  (t.  l,  p.  l'ji  ). 

En  désignant  par  M  et  m  le  maximum  et  le  minimum  de  [jl  sur  la 
courbe,  on  a,  pour  deux  points  quelconques  s  et^i  de  C, 

V,-V,.<(M-,n)p, 

où  le  nombre  p  (qui  est  égal  à  i  —  â)  est  une  constante  positive 
comprise  entre  zéro  eV  un. 

En  particulier,  si  M,  et  m,  désignent  le  maximum  et  le  mini- 
mum de  V,  sur  C,  on  a 

Ml—  mil(M  — /m)s. 

34.  Il  suffira  maintenant  d'indiquer  l'énoncé  de  la  solution  du 
principe  de  Dirichlet;  on  se  reportera  pour  la  démonstration  au 
Tome  I,  p.  172. 

Soit  une  fonction  continue  U  définie  sur  la  courbe  C;  en  dé- 
signant toujours  par  Uj  la  valeur  d'une  fonction  U  au  point  5,  je 
forme  Tinlégrale 

Quand  le  point  (a,  b)  est  en  5,  elle  a  une  valeur  parfaitement  dé- 
terminée Uj.  L'ensemble  de  ces  valeurs,  quand  le  point  s  se  dé- 
place sur  la  courbe  C,  définit  une  fonction  U'  sur  cette  courbe. 
Formons  de  même  l'intégrale 

qui  permettra  de  définir  une  nouvelle  fonction  U-  sur  C;  et  ainsi 
de  suite,  en  ajant  d'une  manière  générale 

iT.l.r 
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La  série 


U-t-U»-+-U«- 


\]n. 


est  convergente  sur  la  courbe  C,  et  l'intégrale 

résout  le  problème  de  Dirichlet,  c'est-à-dire  qu'elle  satisfait  à 
l'équation  de  Laplace,  et  que  V  {a,  b)  tend  vers  U,,  quand  le 
point  (a,  b)  intérieur  à  C  tend  vers  le  point  s  de  cette  courbe. 

35.  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  que  la  succession 
des  valeurs  données  sur  le  contour  était  une  fonction  continue. 
Il  est  intéressant,  pour  diverses  applications,  d'examiner  le  cas 
011  la  fonction  U,  donnée  sur  le  contour,  tout  en  étant  en  général 
continue,  aurait  un  certain  nombre  de  points  de  discontinuité  où 
elle  passerait  brusquement  d'une  valeur  finie  à  une  autre  valeur 
finie.  Supposons,  par  exemple,  qu'il  y  ait  sur  le  contour  deux 
tels  points  A  et  B  {Jig'  a  ),  et  soient,  quand  on  parcourt  le  contour 


dans  le  sens  positif,  a  et  b  les  valeurs  correspondantes  des  discon- 
tinuités, de  telle  sorte  que,  si  U^^-g  désigne  la  valeur  de  Un  quand 
le  point  variable  M  tend  vers  A  en  marchant  dans  le  sens  de  la 
flèche,  et  si  U^^-g  désigne  la  valeur  limite  de  U^  quand  M  tend 
vers  A  dans  le  sens  inverse,  on  ait 


et,  de  même, 


Ua-£  —  Ua-he  =  « 
Ub-£ — U«^ç  =  b. 


Pour  résoudre,  dans  ce  cas,  le  problème  de  Dirichlet,  on  pour- 
rait suivre  la  méthode   précédente  en  commençant  par  discuter 
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l'inlégrale  généralisée  de  Gauss,  quand  la  fonction  a  éprouve  des 
discontinuités  de  la  nature  indiquée.  M.  Schwarz  a  montré  que  le 
cas  où  la  fonction  U  est  discontinue  peut  se  ramener  immédia- 
tement au  cas  où  la  succession  des  valeurs  données  sur  le  contour 
est  continue  (*).  Concevons,  en  effet,  la  fonction  U  prenant  sur 
le  contour  la  succession ,  discontinue  en  A  et  B,  de  valeurs  données  ; 
si  l'on  désigne  par  (a,  a')  et  (-5,  P')  les  coordonnées  de  A  et  B,  la 

fonction 

a                  y  —  i'        b                  y  —  B' 
-  arc  lang 1 —  arc  tang  ■= 


est  parfaitement  déterminée  dans  l'aire  limitée  par  C,  quand  on 
a  une  fois  choisi,  en  un  point,  la  détermination  que  l'on  veut 
adopter  pour  les  arc  lang;  de  plus  cette  fonction  est  une  fonction 
harmonique.  Enfin,  quand  le  point  {x^y)  tend  vers  A  en  suivant 
le  contour,  d'abord  dans  le  sens  positif,  puis  ensuite  dans  le  sens 
négatif,  la  différence  des  deux  valeurs  limites  est  manifestement 
égale  à  a,  si,  comme  nous  le  supposons,  A  n'est  pas  une  pointe. 
La  différence  analogue  pour  B  est  égale  à  b.  Or  formons  mainte- 
nant l'expression 

,,       ,,      a                 y  —  i'       b                  Y  —  3' 
V  =  U arc  tang 1 —  arc  tane ^  • 

t:  ^  X  —  a         7C  X  —  ^ 

La  différence  des  deux  valeurs  limites  que  prend  cette  fonction 
quand  (x,  y),  sur  le  contour  C,  se  rapproche  de  A  d'un  côté  ou 
de  l'autre,  sera  égale  à  zéro,  et  il  en  sera  de  même  pour  B.  Ad- 
mettons que  cette  expression  qui,  à  proprement  parler,  n'a  pas  de 
valeur  en  A,  ait  pour  valeur  la  limite  précédente  relative  à  ce  point, 
et  de  même  pour  B;  nous  pourrons  dire  alors  que  la  fonction  V 
prend  une  suite  continue  de  valeurs  sur  le  contour  C  et  nous  pour- 
rons l'obtenir  comme  il  a  été  vu  plus  haut.  On  en  déduira  la  va- 
leur de  U  par  la  formule 

wt      ,r      «    .           r-3t'      b              y  — y 
U  =  V  H —  arc  lang -::- 1 —  arc  tang g-  • 

71  ^  X  —  a  TZ  ^   X —  3 


(*)  M.  Jules  Riemann  a  tiré  très  heureusement  parti  de  la  même  idée  dans 
le  cas  des  aires  limitées  par  plusieurs  contours.  Voir  sa  Thèse  sur  le  problème 
de  Dirichlct  {Annales  de  l'École  Normale,  i888). 
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36.  Les  considérations  précédentes  nous  permettent  de  déter- 
miner une  fonction  harmonique  U  qui,  en  dehors  des  points  A 
et  B,  prend  sur  le  contour  une  succession  continue  de  valeurs 
données.  U  n'est  pas  certain,  d'après  ce  qui  a  été  vu  jusqu'ici, 
que  celle  fonction  soit  unique.  Le  résultat  est  cependant  exact  si 
Ton  ajoute  Thjpolhèse  que  la  fonction  reste.  ^  en  valeur  absolue, 
inférieure  à  un  nombre  fixe  dans  le  voisinage  des  points  de 
discontinuité. 

Il  faut,  pour  établir  ce  théorème,  montrer  qu*une  fonction  har- 
monique U  prenant  sur  C  la  valeur  zéro,  sauf  en  certains  points  A 
et  B  dans  le  voisinage  desquels  on  suppose  qu'elle  resle  finie,  est 
nécessairement  nulle  identiquement. 

Nous  démontrerons  ce  résultat  en  supposant  que  le  contour  C 
se  réduise  à  un  cercle.  Ce  ne  sera  pas  restreindre  la  généralité  du 
théorème  si  l'on  admet,  comme  il  sera  démontré  plus  lard,  qu'on 
peut  faire  la  représentation  conforme  de  l'aire  considérée  sur  un 
cercle  (Chapitre  X). 

Nous  considérons  donc  une  circonférence  C  du  rajon  R  et  de 
centre  O  el  deux  points  A  et  B  sur  cette  courbe.  Nous  donnant 
d'abord  un  nombre  r,  fixe,  mais  aussi  petit  (pi'on  voudra,  nous 
traçons  deux  angles  a  et  j3  d'ouverture  ar,  el  de  sommet  O,  a^-ant 
respeclivcment  OA  et  OB  pour  bissectrices.  On  peut,  d'autre  part, 
trouver  un  cercle  R|(R|  -<  R)  tel  qun,  sur  la  portion  de  cette  cir- 
conférence extérieure  aux  angles  a  el  ,3,  les  valeurs  absolues  de  U 
soient  moindres  que  e,  en  désignant  par  £  une  seconde  quantité 
donnée  à  l'avance  aussi  petite  (|u'on  voudra.  Sur  les  arcs  de  la  cir- 
conférence R,  correspondant  aux  angles  a  el  |î,  on  aura,  d'après 
riiypolhèse  faite, 

M  étant  une  constante  fixe. 

Nous  pouvons  doterminer  la  fonction  harmoni(|ue  U  en  nous 
servant  de  la  formule  de  Poisson  relalivenienl  à  la  circonférence  R, . 
On  voit  alors  que,  pour  un  point  quelconque  P,  intérieur  à  celle 
circonférence,  on  a 

A  et  UL  étant  deux  quantités  finies  indépendantes  de  s  et  r.  :  c'est  ce 
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qui  résulte  de  suite  de  la  décomposition  de  Tintégrale  en  deux 
parties.  Or  e  et  r^  sont  deux  constantes  aussi  petites  que  Ton  veut. 
Il  est  donc  bien  établi  que  la  /onction  harmonique  U  est  rigou- 
reusement nulle, 

11  est  facile  de  donner  un  exemple  d'une  fonction  harmonique 
s'annulant  en  tous  les  points  d'une  circonférence,  sauf  un  seul, 
continue  d'ailleurs  à  l'intérieur  et  n'étant  pas  identiquement  nulle. 
11  suffit  de  prendre 

U  =  — ^4-a, 

a  étant  une  constante.  (lelte  fonction  s*annule  sur  la  circonférence 
représentée  par  l'équation 

sauf  à  l'origine;  son  module  ne  restant  pas  au-dessous  d'une  limite 
fixe  M,  le  théorème  précédent  n'est  pas  applicable. 

37.  Il  est  intéressant  de  rechercher  quelle  est  la  limite  des 
valeurs  que  prend  U(j?,  j')  quand  le  point  {x^y)  tend  vers  un 
point  A  du  contour  où  la  succession  des  valeurs  données  est  dis- 
continue. On  V  parvient  de  suite,  en  se  reportant  à  la  formule 

.  -      , ,      v^  a                  V  —  a' 
t  =  >  -H  >  -  arc  tang : 

V  a,  en  chaque  point  de  discontinuité,  une  valeur  déterminée. 
Supposons,  en  premier  lieu,  que  le  point  {x^y)  se  rapproche  du 
point  Â,  en  restant  sur  le  contour  G  et  en  marchant  d'abord  dans 
le  sens  positif  et  ensuite  dans  le  sens  négatif.  En  écrivant  U  sous 

la  forme 

,.      -_.      a  Y  —  a' 

U  =  Wh arc  lanfj  — 


r  ^  x  —  d 

W  étant  comme  V  parfaitement  déterminée  en  A,  on  aura  succes- 
sivement les  valeurs  limites 

(?)  \VA-h^(0-7:), 

6  désignant  l'angle  que  fait  avec  Ox  la  tangente  à  la  courbe  en  A 
P.  —  II.  4 
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menée  dans  le  sens  négatif.  On  aura  donc,  quand  le  point  (jr^y) 
tend  vers  A,  en  étant  à  l'intérieur  de  la  courbe, 

(T)  ^^^-^^^'' 

0'  correspondant  à  la  direction  limite  suivant  laquelle  {-Z'^  y)  tend 

vers  A,  et  Ton  a 

0  —  ::  <  Q'  <  0  : 

Texpression  (y)  est  comprise  entre  (a)  et  (^). 

En  faisant  varier  Q'  on  obtiendra  toutes  les  valeurs  comprises 
entre  les  deux  valeurs  extrêmes  (a)  et  (P).  Ce  résultat  est  bien 
d'accord  avec  ce  que  nous  avions  trouvé  dans  le  cas  particulier 
du  cercle  (t.  I,  p.  272). 

Supposons,  en  particulier,  que  la  succession  des  valeurs  don- 
nées soit  zéro  sur  une  partie  de  la  courbe  et  un  sur  Tautre.  Soit 
toujours  A  un  des  points  de  discontinuité.  Il  résulte  de  ce  qui 
précède  que  si  (j^,  v)  tend  vers  A  en  restant  sur  une  courbe  qui 
ne  soit  pas  tangente  à  la  courbe  C  en  A,  la  limite  des  valeurs 
que  prend  \J{x^y)  est  un  nombre  X  plus  petit  que  l* unité.  Nous 
aurons  plus  tard  à  faire  usage  de  ce  cas  particulier. 
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CHAPITRE  IL 

DÉVELOPPEMENTS  EN  SÉRIES  ET  PROLONGEMENT 
ANALYTIQUE  DES  FONCTIONS  HARMONIQUES  ET 
DES   FONCTIONS   DUNE    VARIABLE   COMPLEXE. 


I.  —  Développements  en  séries  et  extension  des  fonctions 
harmoniques. 

1.  Nous  avons  déjà  indiqué  (Chdp.  I,  §  14)  un  développement 
en  série  d'une  fonclion  harmonique.  Il  nous  faut  reprendre  avec 
plus  de  détail  Tétude  des  développements  de  cette  forme.  En 
parlant  de  l'intégrale 

où  ret  cp  désignent  les  coordonnées  polaires  du  point  A  dont  x 
et  y  désigneront  les  coordonnées  rectangulaires,  nous  avons  ob- 
tenu le  développement 

mr=«o 

V(r,  ^)=  ~  ^"  2  (r)     («'"Cosm<p-+-6„|SinmT>), 


OU 


Ce  développement  converge  pour  tous  les  points  intérieurs  au 
cercle  de  rayon  R.  On  a  vu  aussi  que  le  terme  de  rang  m  dans  la 
série  était  un  polynôme  homogène  et  de  degré  m  en  j:  et  v. 

2.  Ceci  rappelé,  proposons-nous  une  question  inverse  en  consi- 
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déranl  a  /triori  une  série  de  la  forme 

(  I  )  Aq  -f-  ^  z''"  (  A ,„  cos m  ^  -h  B,;,  sin  /ii  ç  ), 

les  A  el  B  désigiianl  des  constantes.  J'envisage  les  deux  séries 
^A,„/""      cl     ^B;„r'". 

Ce  sonl  deux  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  croissantes 
de  r.  Elles  ont  donc  chacune  un  certain  champ  de  convergence 
(t.  I,  p.  220);  prenons  le  plus  petit  de  ces  deux  champs  de  con- 
vergence, soit  rinlervalle  ( — L,  H-L).  La  série  (i)  sera  uniformé- 
ment convergente  quand  le  point  (j",  >^),  (./•  = /coscp,  >^=:rsiny) 
sera  à  l'intérieur  du  cercle  de  rajon  I^  —  £,  e  étant  une  quantité 
fixe  aussi  petite  qu'on  voudra;  les  deux  séries 

^    I   A;„    I    /•'«  Cl  2    I    ^'"    '    '"" 

sont,  en  elfet,  convergentes  pour  /•  <<  L. 

Nous  appellerons  cercle  de  convergence  de  la  série  (1)  le  cercle 
de  rayon  L  (•  ).  Cherchons  quelques  propriétés  de  la  fonction  de  r 
et  de  cp,  ou  de  x  eiy^  ainsi  définie  dans  ce  cercle.  Soit 

r'"  C(>s//i'^  =  u,„{x,  y),         /•"»  sinmo  =  v,n(jr,  y)  : 

Ufn  et  Vn.^  nous  l'avons  déjà  dit,  sont  des  polynômes  homogènes  et 
de  degré  m  en  x  et  r,  et  Ton  a 

Nous  avons  donc  la  fonction  V(j^-,^)  définie,  dans  le  cercle  de 
rayon  L,  par  le  développement 


V(J^.^')=^     '^0-+-      y     (A,;,l/,;,    -r-B 


/ii^ni  )• 


(•)  Il  n'est  pas  impossible  que  lu  sjmîiî  convertie  en  delioiN  de  ce  cercle,  mais 
nous  ne  nous  occupons  de  la  série  qu'a  rinlérieur  de  ce  que  nous  appelons  le 
cercle  de  convergence. 
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Montrons  d'abord  que  la  fonction  V(j7,  y)  aura  des  dérivées 
partielles  de  tout  ordre  et  qu'on  pourra  les  obtenir  en  faisant  la 
somme  des  dérivées  correspondantes  des  termes  de  la  série.  Il  suf- 
fira de  démontrer  le  même  théorème  pour  la  série  (i)  considérée 
comme  fonction  de  r  et  de  ç;  soit  donc 

m  =  00 

U(r,  çp)  =  Ao-+-  ^  r"*  (  A,;i  ces  m  çp  -h  B,„sin/nç). 

m  =  l 

Nous  allons  supposer  r£L',  L'étant  une  quantité  plus  petite 
que  L  mais  qui  en  est  aussi  voisine  qu'on  voudra.  Les  deux  séries 

^lA.JL''^     et     ^l^^-l'^''" 

sont  convergentes  ainsi  que  les  séries 

^m\X,n\\^''"^     ^ni\B„^\\J'», 

On  aura  d'abord  évidemment,  d'après  les  propriétés  des  séries 
entières, 


=  2,  /w'"~* (  A,;i  cos  /w  îp  -h  B„4  sin  m cp  ). 

w  =  l 

Prenons  maintenant  la  série  des  dérivées  par  rapport  à  cp 

m  =  «0 

y^  mr"^  (  —  A„4  sin  m  çp  -+-  B;„  cos  m  o  ). 

m  =  \ 

Celte  série  sera  convergente,  et  de  plus,  si  on  la  considère 
comme  fonction  de  ç,  elle  sera  uniformément  convergente,  q  va- 
riant de  o  à  2TI.  Donc,  d'après  un  théorème  fondamental  (t.  I, 

p.  21 3),  elle  représentera  — •    Le  théorème   démonlré   pour  les 

dérivées  du  premier  ordre,  qui  sont  des  séries  de  même  forme 
que  la  proposée,  s'étend  aux  dérivées  de  tout  ordre. 

Ainsi  la  série  (i),  considérée  comme  fonction  de  r  et  de  îp,  a  des 
dérivées  partielles  du  premier  ordre  qui  s'obtiennent  en  formant 
la  série  des  dérivées  des  termes  successifs.  Par  suite,  on  aura  le 
même   théorème  pour  la  fonction  V  considérée  comme  fonction 
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de  X  el  j\  Remarquons  de  plus  que  V  a  des  dérivées  partielles  de 
tout  ordre  qui  se  trouvent  représentées  par  des  séries  de  même 
forme.  Ainsi 


m  s 

dx 


-i.{^-%î-^-'^)- 


mais 


donc 


ou 


àu,n  àVm 


Far  conséquent 


m  =  » 

—  =  V  (m\,nU,„-i-h  mh,nV,n-l) 
OX         éi^ 
m  =  \ 


Nous  avons  donc  une  série  de  même  forme. 
Prenons  maintenant  les  dérivées  secondes 


et  puisque 


on  aura 


^U,„   =    O,  AP;, 

AV  =  o. 


Ainsi  la  fonction  V(a:,  y)  représentée  par  la  série,  est,  comme 
chacun  de  ses  termes,  une  fonction  harmonique  et  continue  à 
V intérieur  du  cercle  de  rayon  L. 

Celle  proposition  est,  en  quelque  sorte,  Finverse  de  celle  que 
nous  rappelions  au  Paragraphe  précédent.  Il  est  clair  que,  si  dans 
les  expressions  précédentes  nous  remplaçons  x  par  x  —  Xq  et  y 
par  j^ — yQj  nous  aurons  des  fonctions  définies  dans  des  cercles 
ajant  pour  centre  {Xq^  Vq), 
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3.  Reprenons  une  fonction  harmonique  V(a:,  y)^  continue  à  Tin- 
térieur  d'un  cercle  C  de  rayon  R  avant  l'origine  pour  centre.  On 
suppose  qu'on  ne  sache  rien  de  la  nature  de  la  fonction  sur  la  cir- 
conférence elle-même.  Pour  effectuer  le  développement  en  série 
de  la  fonction,  on  doit  prendre  une  circonférence  de  rayon  R', 
moindre  que  R,  et  le  développement  déjà  nnppelé  au  §  1  de  ce 
Chapitre,  nous  donne  à  l'intérieur  du  cercle  de  rajon  R' 

i?i  =  « 
(2)  V(a:,  ^)  r=  Ao-H  ^  r"*(A,„  cos/no -H  B„i  sin/n©). 

m  =  t 

On  peut  se  demander  si  ce  développement  est  indépendant  de  IV. 
11  est  aisé  de  voir  que  A^  6t  B;,,  ne  dépendent  pas  de  R';  soit,  en 
effet,  pour  R'<<R'  un  autre  développement  de  V(x,  ^);  en  fai- 
sant la  différence  de  ces  deux  séries,  on  aurait  une  identité  de  la 
forme 

o  =  «0 -H  X,  '*'"(*/«  COS/7I o  H-  p,„  sin  m o )        ( /•  <  R' ). 


m=l 


La  série  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  r,  qui 

figure  dans  le  second  membre,  ne  peut  être  identiquement  nulle 

que  si 

Œm  cosmç  -4-  3/«  sinmo  =  o, 

quel  que  soit  o,  c'est-à-dire  que  0Lm=  ^m=^o,  et  le!»  coefficients 
des  deux  développements  supposés  sont  identiques.  La  série  (2) 
définît  donc  la  fonction  pour  tous  les  points  intérieurs  au  cercle  C 
de  rayon  R. 

Ceci  posé,  prenons  à  Tinténeur  de  ce  cercle  an  point  arbitraire 
(x^jVt)  autre  que  Torigine.  Du  point  (x^^y^)  comme  centre,  dé- 
crivons le  cercle  (v)  tangent  intérieurement  au  cercle  C;  la  fonc- 
tion \{x^y)  à  l'intérieur  de  ce  cercle  pourra  être  développée  en 
une  série  de  la  forme 

mz=.m 

V(jr,  y)  =  P.-^  2  [  P^u^(x--x^.  y  —y^  }  —  ^imVm'r  —  r,,  y  —y^)], 

m  =  \ 

les  P  et  Q  étant  des  constantes. 

Une  remarque  capitale  e<l  à  faire  *ur  cette  àemu'.tft  série.  Son 
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cercle  de  convergence  a  un  raj^on  au  moins  égal  à  celui  du  cercle 
(y),  mais  il  ne  lui  est  pas  nécessairement  égal.  Soit  F  {fig*  3) 
ce  cercle  de  convergence;  supposons  son  rayon  plus  gmnd  que 


celui  de  (v).  On  voit  que  la  fonction  V(j:,  y)  se  Irouve  maintenant 
définie  dans  une  région  où  elle  n'était  pas  déterminée  par  le  pre- 
mier développement  en  série,  à  savoir  la  partie  ombrée  dans  la 
figure  intérieure  à  F  et  extérieure  a  G.  Ce  fait  est  extrêmement 
important;  on  dit  alors  que  Von  a  effectué  ie  prolongement  ana- 
lytique de  la  fonction  V  au  delà  de  l'arc  a^  de  la  circonfé- 
rence C  (a  et  p  désignant  les  points  de  rencontre  des  circonfé- 
rences C  et  F). 

On  pourrait,  de  la  même  manière,  chercher  à  eflectuer  le  pro- 
longement analytique  de  la  fonction  au  delà  d'un  arc  de  la 
circonférence  F,  et  ainsi  de  suite,  de  proche  en  proche. 

Les  circonstances  les  plus  variées  peuvent  se  produire  dans  la 
recherche  de  ce  prolongement  analytique.  On  pourrait  tout  d'abord 
être  arrêté  dés  le  début,  c'est-à-dire  qu'il  pourrait  arriver  que, 
quel  que  soit  (j?0)  J^o)>  le  cercle  F  fiU  le  cercle  y;  alors  le  prolonge- 
ment analytique  de  la  fonction  au  delà  du  cercle  C  est  impossible. 
Dans  d'autres  cas,  en  prenant  pour  les  circonférences  F  une 
succession  de  centres  situés  sur  un  arc  de  courbe  joignant  le 
point  O  à  un  point  A  du  plan,  on  pourra  atteindre  le  point  A; 
il  pourra  arriver  aussi  qu'on  n'atteigne  pas  ce  point.  Enfin,  en 
allant  du  point  O  à  ce  même  point  A  par  deux  chemins  dill'érents, 
on  pourra  ne  pas  trouver  la  même  valeur  à  l'arrivée  :  la  fonction 
prolongée  présentera  alors  quelque  singularité  dans  l'aire  limitée 
par  les  deux  chemins. 
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i.  Il  est  facile  de  citer  des  exemples  d'une  fonction  ne  pouvant 
être  prolongée  au  delà  d'un  cercle  C  Reprenons,  en  effet,  Tinlé- 
grale  de  Poisson 

qui  défiDÎt  une  fonction  harmonique  \{x^y)  prenant  sur  le 
cercle  C  de  rayon  R,  ayant  l'origine  pour  centre,  la  succession 
des  valeurs  données  par  la  fonction /(«i).  Si  la  fonction  peut  être 
prolongée  au  delà  d'un  certain  arc  a^  de  la  circonférence  C,  il  fau- 
dra nécessairement  que /"(A)  soit  une  fonction  analytique  de  '^J;  sur 
cet  arc-,  en  efl'et,  \  {x^  y)  sera  alors  une  fonction  analytique  de  x 
et  r  dans  une  certaine  aire  comprenant  l'arc  a^  à  son  intérieur,  et 
comme  x  et  y,  qui  sont  égaux  à  R  cos'i  et  R  sin»}  sur  le  cercle, 
sont  des  fonctions  analytiques  de  ^,  il  en  résulte  que  V(x,  y)  sera 
une  fonction  analytique  de  o  suc  l'arc  aj3.  Or  nous  pouvons 
prendre  pour  /*(♦]>)  une  fonction  continue  qui  ne  soit  pas  une 
fonction  analytique  de  ^  :  telles  seraient,  par  exemple,  les  fonc- 
tions/"(/)  et  o (^)  continues  de  ^  =  o  à  /  =  i ,  que  nous  avons  con- 
sidérées au  Tome  I,  page  -lo..  On  prendrait  pour  la  fonction 
actuelle /('!/)  la  fonction 


4A)' 


continue  alors  de  i  =  o  à  »}  =  2t:.  Elle  n'admet  pas  la  période  2:1, 
mais  la  fonction  harmonique  V(j:,  ^)  n'en  est  pas  moins  bien 
définie  dans  le  cercle  C,  et  ne  peut  être  prolongée  au  delà  de  la 
circonférence. 

o.  Nous  allons  faire  deux  remarques  générales  sur  les  fonctions 
harmoniques,  qui  nous  seront  plus  tard  utiles  et  où  nous  aurons 
à  invoquer  la  notion  de  prolongement  analytique  qui  vient  d'être 
étudiée  dans  les  Paragraphes  précédents. 

La  première  remarque  est  relative  à  une  fonction  harmonique, 
bien  déterminée  et  continue  dans  une  aire  A,  et  que  l'on  suppose 
constante  dans  une  aire  B,  intérieure  à  A,  et  d'ailleurs  aussi  petite 
qu\)n  veut.  La  fonction  sera  constante  dans  A;  en  eflTet,  pour 
fiiire  le  prolongement  analyti(|ue  de  l'expression  en  dehors  de  B, 
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on  aura  à  employer  des  sérirs  de  la  forme  de  celles  considérées 
au  §2, 

Ao  -+-  ^  r'«  (  A,„  cos  /«  o  -H  B,„  sin  m  o  ). 

Tous  les  coefficients,  sauf  le  premier,  doivent  êlre  nuls,  puisque 
pour  /*  assez  petit,  correspondant  à  des  points  dans  B,  la  fooction 
se  réduit  à  une  constante.  En  étendant  donc  ainsi  la  fonclion  de 
proche  en  proche,  on  voit  qu'elle  sera  constante  dans  toute 
rétendue  de  A. 

La  seconde  remarque  est  relative  aux  valeurs  d'une  fonction 
harmonique  U  à  Pintérieur  d'un  contour  C  sur  lequel  elle  prend 
une  succession  de  valeurs.  Kn  supposant  d'abord  cette  succession 
continue,  soient  M  et  m  le  maximum  et  le  minimum  de  la  fonc- 
tion sur  le  contour.  Je  dis  que,  pour  tout  point  à  l'intérieur,  on 

aura 

m  <  U  <  M         (on  suppose  IVl  ^  m), 

chaque  inégalité  excluant  l'égalité.  La  fonction  ne  peut  évidem- 
ment prendre  de  valeurs  supérieures  à  M  ou  inférieures  à  m,  car 
autrement  elle  aurait,  à  l'intérieur,  un  maximum  ou  un  minimum. 
De  plus,  il  est  impossible  qu'en  un  point  a  de  l'intérieur  on  ait 

U  =  M, 

car,  si  Ton  décrit,  autour  de  a  comme  centre,  un  cercle  F  de  rayon 
arbitraire  p,  on  aurait  (Chap.  1,  §  10) 

M  =  --    f\}ds. 


=  -•- Tu 


inégalité  impossible,  puisque,  sur  F,  U  ne  peut  être  constamment 
égal  à  M. 

Si  l'on  su[)pose  que  les  valeurs  de  U  sur  le  contour  soient  dis- 
continues, comme  au  Chapitre  I  (§  35),  désignons  toujours  par  M 
et  m  le  maximum  et  le  minimum  de  ces  valeurs  (pour  les  points 
limites,  on  considérera  la  valeur  comme  double,  en  prenant  les 
deux  limites).  Les  inégalités 

/?i  <  U  <  M 
subsistent,  pour  tout  point  intérieur.  En  effet,  quand  (^x^y)  tend 
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vers  un  point  de  disconlinuilé,  la  valeur  limlle  de  U  est  comprise 
entre  M  et  nt  (Chap.  I,  §  37);  il  n'y  a  donc  rien  à  changer  an 
raisonnement  précédent. 

6.  Nous  terminerons  ces  généralités  en  démontrant  un  théorème 
dû  à  M.  Harnack  (*).  Considérons  d'abord,  dans  un  lemme  préli- 
minaire, la  suite 

Mot      Wl.      Ui,      ...,      Un,      ... 

de  fonctions  harmoniques  à  l'intérieur  d'un  contour  C  On  sup- 
pose que,  sur  le  contour,  la  série 

(3)  Uo-+-U,-^...-hU«-4-... 

des  valeurs  de  ces  fonctions  soit  uniformément  convergente.  Je 
dis  que  la  série 

Mo  H-  "1  -»-  .  . .  -4-  a«  H- .  .  . 

sera  uniformément  convergente  à  I* intérieur  de  Vaire  et  re- 
présentera une  fonction  harmonique. 

D'après  la  définition  donnée  (t.  1,  p.  21 1)  de  la  convergence  uni- 
forme, on  pourra  prendre  /i  assez  grand,  e  étant  donné  à  l'avance, 
pour  que,  en  tout  point  du  contour,  on  ait,  quel  que  soit/>, 

I  U«-+-  U,,-,-,  H-. .  .4-  U;,-^;,  I  <  e. 

Or,  d'après  les  propriétés  des  fonctions  harmoniques, 

à  rintérieur  de  l'aire,  est  inférieure  au  maximum  de 

sur  le  contour;  il  en  résulte  immédiatement  que  la  série 

Mo -f-  W| -^  .  .  . -î-  M,| -~ . . . 

est  uniformément  convergente  à  l'intérieur  de  l'aire. 

Montrons  maintenant  que  cette  série  représente  une  fonction 


(*)    Voir  rOuvrage  déjà  cité  de  M.  Harnack  :  Die  Grundlagen  der   Théorie 
des  fogarithmischen  Potentiales,  p.  67;  1887. 
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harmonique.  Nous  considérons,  à  cet  efTet,  une  circonférence  C 
à  l'intérieur  de  Taire;  soient 

\  ©•     »  i>     •  •  •  »     ' «»     •  •  • 

les  valeurs  des  u  sur  celte  circonférence.  La  série 

(4)  V„-HV,-+-...-r-V«-h... 

sera  évidemment  uniformément  convergente  sur  (l. 
Prenant  alors  pour  le  cercle  Tinlégrale  de  Poisson 


(>) 


I       /•  R*— r* 

—   /       (Vo-hV,-^...^-V«-f-...)— ^  ; ;rf6. 


et  appelant  p^  le  reste  de  la  série  (4)  correspondant  au  rang  n, 
nous  pourrons,  pour  les  points  de  l'intérieur  du  cercle,  écrire 
cette  intégrale  sous  la  forme 

I      r^"^  R*— /* 

•^.T,J^       ^    H*  —  j»  R  r  c<>s(  ^  —  ç  )  -+-  r*    ^ 

Or  I  p,,  I  «<  e  pour  tous  les  points  du  contour;  par  conséquent, 
la  série 

Mo  -+-  «1  -f-  ...  H-  £//,-+-... 

est  représentée  par  l'intégrale  (5)  à  l'intérieur  du  cercle;  elle  re- 
présente donc  une  fonction  harmonique.  D'ailleurs,  d'après  ce  qui 
précède,  il  est  bien  évident  que  cette  série  tend  vers  la  série  des  U 
quand  (.^,  J^)  se  rapproche  d'un  point  du  contour. 

Nous  pouvons  maintenant  démontrer  le  théorème  suivant  :  Soîi 

une  série 

My -t-  Mj -r- . . . -H  «,!-+-. . . 

de  fonctions  harmoniques  toutes  positives  à  ^intérieur  de 
Caire  limitée  par  un  contour  C.  Si  cette  série  converge  en  un 
point  O  de  ^intérieur  de  traire,  elle  convergera  en  tous  les 
/f  oint  s  de  l^  intérieur  de  Caire  et  représentera  une  fonction 
harmonique. 

Soit  V  une  fonction  harmonique   positive  déiinie  le  long  d'un 
cercle  V  de  centre  O  et  de  ra\on  R  ;  on  a 


■■•-  kf 


2Tt 
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Pour  un  point  A  de  rinlérieur  du  cercle,  on  a 


^^'^0  AM 


en  désignant  par /-la  dislance  OA,  et  AM  représentant  la  distance 
de  A  au  point  variable  M  correspondant  à  Tangle  *l  sur  la  circon- 
férence. 11  est  clair  que 


R  — r        R»— /-s        R  -H  r 


Donc,  puisque  les  \  sont  positifs. 


R  -  /  ^  «  -^  ' 


Ceci  dit,  décrivons,  du  point  Ode  Ténoncé  précédent,  un  cercle 
qui  soit  intérieur  à  Taire,  la  série 

Mo-»-  wi-+-..    -^  W/i-r-    .. 

convergera  pour  tout  point  intérieur  à  ce  cercle. 
On  a,  en  effet,  quels  que  soient  les  entier.^  n  et  //i, 

les  w»  et  les  u^  désignant,  d'une  manière  générale,  les  valeurs  de  u 
en  O  et  en  A.  La  série  convergente  pour  le  point  O  convergera 
donc  pour  le  point  A.  il  est  évident  qu'elle  convergera  uniformé- 
ment sur  toute  circonférence  intérieure  à  la  circonférence  primi- 
tivement tracée;  d'après  le  lemme,  elle  représente,  à  Tinlérieur 
de  celle-là,  une  l'onction  harmonique.  En  allant  de  proche  en 
proche,  on  peut  atteindre,  en  considérant  une  suite  de  circonfé- 
rences, tout  point  de  l'intérieur  de  Faire,  et  le  théorème  se  trouve, 
par  suite,  établi.  On  remarquera  que  la  série  sera  uniformément 
convergente  à  l'intérieur  de  toute  aire  comprise  dans  Taire  que 
limite  C  et  n'avant  aucun  point  commun  avec  cette  courbe. 
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II.  —  Fonctions  harmoniques  à   l'infini.  Problème  de   Dirichlet 
pour  Textérieur  d'une  aire. 

7.  Nous  avons  toujours  considéré,  jusqn^ici,  des  fonctions  har- 
moniques pour  des  valeurs  finies  de  a:  Gty,  On  étudiera  les  fonc- 
tions harmoniques  dans  le  cas  où  le  point- (x,  y)  s'éloignera 
indéfiniment,  en  s'appujant  sur  la  propriété  suivante  de  la  trans- 
formation par  rayons  vecteurs  réciproques.  On  sait  que  cette 
transformation,  quand  Torigine  est  le  centre  de  la  transforma- 
tion, s'exprime  analjtiquement  par  les  formules 

X  =  — : 9  Y  =  —: — =^  (k  étant  une  constante), 

OU  les  formules  équivalentes 

k^X  k*Y 


•^  "  X^H- Y*'         -^  ~  X*-T-Y* 

Ceci  posé,  si  V(a:,  r)  désigne  une  /onction  harmonique, 

sera  encore  une  fonction  harmonique. 

Ce  théorème,  que  vérifierait  immédiatement  un  calcul  direct, 
peut  encore  s'établir  en  se  rappelant  (t.  1,  p.  450)  que,  si  la  trans- 
formation 

:r=P(X,  Y),        r  =  Q(X,  Y) 

conserve  les  angles,  Téquation 

i)x^  "^  dy^  "  '^ 
devient,  après  le  changement  de  variables, 

Du  théorème  précédent,  on  conclut  que  l'étude  de  la  fonction 
iiarnionique  \{x^y)y  pour  de  grandes  valeurs  de  jcelde^,  re- 
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vicnl  à  rélude  de  la  fonciion  harmonique  de  X.  et  Y, 

VX*H- Y»'  XÎ-+-YV' 
dans  le  voisinage  de  X  =  o,  Y  =  o. 

8.  Nous  pouvons  déPinir  maintenant  ce  qu'on  doit  entendre  par 
fonction  harmonique  régulière  à  r infini.  Soit  une  fonciion  har- 
monique V(x,^),  uniforme  et  continue  à  Textérieur  d'un  cercle  F 
avant  l'origine  pour  centre,  pour  tonte  valeur  finie  de  x  et  y.  Eu 
faisant  la  transformation  précédente,  nous  avons  à  considérer  la 
fonction 

(7)  W(X,Y)  =  v(^^^-,^^,,-p^,). 

W(X,  Y)  est  une  fonction  harmonique,  bien  déterminée  et  con- 
tinue, pour  tous  les  points  (X,  Y)  de  l'intérieur  du  cercle  V 
transformé  de  F  par  rajons  vecteurs  réciproques,  sauf  peut-être 
pour  l'origine  X  =  o,  Y  =  o.  Si  ce  dernier  point  est  aussi  un  point 
ordinaire  pour  la  fonction  W(X,  Y),  on  dira  que  la  fonction 
\  {x^y)  est  régulière  à,  C infini. 

Indiquons  une  forme  remarquable  pour  le  développement  de 
\ {x^y)  à  l'extérieur  de  F.  Nous  avons  vu  qu'à  l'intérieur  de  F' 
on  a,  pour  W(X,  Y), 

(8)  \\\\,\)=^w„A\,\), 

«^'m(X,  Y)  désignant  un  polynôme  harmonique  homogène  et  de 
degré  m  en  X  et  Y.  On  a,  par  suite, 


(V)  V(ar,v)=2^ 


p^(x,  y)  désignant  un   polynôme  harmonique,  homogène  et  de 
degré  m  en  x  ely. 

Cette  forme  de  développemeni  à  l'extérieur  d'un  cercle  est 
(Failleurs  caractéristique  pour  une  fonction  régulière  à  l'infini,  car 
on  remonte  immédialement  du  développement  (9)  au  développe- 
ment (8). 
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0.  l^osons-iious  maintenant  le  problème  de  Dirichlel  pour  la 
partie  du  plan  extérieur  à  un  contour  donné  C.  L'énoncé  sera 
alors  le  suivant  : 

Trouver  une  fonction  harmonique,  continue  et  uniforme 
dans  l'espace  extérieur  à  C,  régulière  à  V infini,  et  prenant 
sur  C  une  succession  donnée  de  valeurs. 

Ce  problème  se  ramène  immédiatement  au  cas  du  problème  re- 
latif à  l'intérieur  d'une  aire.  Transformons,  en  effet,  la  figure  par 
ravons  vecteurs  réciprocpies,  en  prenant  pour  contre  de  transfor- 
mation un  point  intérieur  à  C.  Le  contour  C  se  Iransforniera  en 
un  contour  C,  et  la  fonction  que  nous  cberchons  V(j:,  y)  de- 
viendra une  fonction  W(X,  Y),  uniforme  et  continue  pour  tous 
les  points  intérieurs  à  C  et  prenant  sur  C  la  succession  donnée  de 
valeurs.  Le  problème  extérieur  est  donc  ramené  au  problème  in- 
térieur, et  l'on  voit  bien  que  c'est  l'Iiypothèse  faite,  que  la  fonc- 
tion V(x,y)esl  régulière  à  Tinlini,  qui  nous  permet  d'affirmer 
que  la  fonction  W(X,  Y)  n'a  pas  le  point  X  =  o,  Y  =  o  comme 
point  singulier. 

10.  Dans  le  cas  de  Tespace,  nous  n'avons  pas  parlé  au  Tome  I 
du  problème  extérieur.  Il  y  a,  à  cet  égard,  une  grande  différence 
entre  le  cas  du  plan  et  celui  de  l'espace,  et  l'on  se  tromperait  gra- 
vement eri  posant  le  problème  de  la  même  manière  dans  les  deuK 
cas. 

Considérons  encore  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques 

^  =      .  -«  >  ■  =  -:: i 1  '  '^  = 


On  peut  vérifier  avec  Sir  William  Thomson  (*),  que,  si  la  fonc- 
tion V(;r,y,  z)  est  harmonique,  la  fonction 

^1 .,/         k'^x  k^y  k^z         \ 

^""^      v/iT^^î-t-^*     W^y^-^z^^'  r^^y^-^z~^'  y^-^y-^z^J 

sera  encore  une  fonction  harmonique.  C'est  ce  que  vérifie  sans 
difficulté  un  calcul  direct. 


(')  Journal  de  Liouviiie,  l.  \ll  (extraits  do  Lettres  ailrossées  à  M.  Liouvillc). 
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Il  en  résulte  qu'une  fonction  V(x,  y,  z)  harmonique  et  con- 
tinue dans  Je  voisinage  de  Torigine  conduit,  au  moyen  de  l'expres- 
sion (lo),  à  une  fonction  harmonique  bien  déterminée,  quand  le 
point  (x,  y^  z)  est  suffisamment  éloigné  de  l'origine,  et  qui 
s^ annule  à  l'infini. 

Celte  remarque  montre  immédiatement  comment  le  problème 
extérieur  doit  être  posé  dans  le  cas  de  Tespace.  Ce  problème  con- 
siste à  trouver  une  fonction  harmonique  continue  à  l'extérieur 
d'une  surface,  prenant  sur  cette  surface  des  valeurs  données  et 
s'annulant  à  l'infini. 


m.  —  Développement  en  série  des  fonctions  analjrtiques  d'une 
variable  complexe.  Théorème  de  Cauchy.  Fonctions  élémen- 
taires. 

11.  Les  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  entières  et 
croissantes  d'une  variable 

(il)  «o-t- «1^ -+-. .  .^-a/i^"^-..• 

jouent  dans  la  théorie  des  fonctions  analytiques  un  rôle  essentiel. 
Nous  avons  déjà  fait  leur  étude  (t.  I,  p.  219)  quand  le  coeffi- 
cient a  et  la  variable  z  sont  réels.  Il  y  a  simplement  à  remplacer 
le  mot  valeur  absolue  par  module  pour  avoir  le  théorème  suivant 
entièrement  analogue  à  celui  qui  a  été  démontré  (t.  I,  p.  219). 

Siy  pour  une  valeur  Zq  de  5,  on  a,  quel  que  soit  /i, 

|««^Ï|<M, 

M  étant  un  nombre  fixe  y  la  série  sera  convergente  pour  toute 
valeur  de  z  de  module  inférieur  à  |  -Sol* 

En  particulier,  si  la  série  converge  pour  une  valeur  Zqi  elle 
convergera  pour  toutes  les  valeurs  de  z  de  module  moindre.  Il  en 
résulte  que  la  courbe  séparant  les  parties  du  plan  où  la  série  con- 
verge de  celles  où  la  série  diverge  ne  peut  être  qu'une  circonfé- 
rence ayant  son  centre  à  l'origine.  Ce  cercle  est  ce  qu'on  appelle 
le  cercle  de  convergence  de  la  série. 

12.  Et  d'abord  il  est  essentiel  de  montrer  que  la  série  précé- 
P.  —  II.  5 


66  CHAPITRE    II. 

dente  est  bien  une  fonction  analjrtique  de  la  variable  complexe  s. 
En  eflel,  elle  rentre  dans  les  séries  que  nous  venons  d'étudier. 
Pour  le  voir,  posons 

a„=  rtrt-4-  ibn,        z"  =  /"'(cos/iO-h  i  sin/iO), 
la  série  (i  i)  devient 

\^ r" ( a«  cos /i 0  —  h„  sin/i6;  -f- 1 N  r«(6;,  cos/i6  -+-  a„  sin/iO). 

Soit  ( —  L,  H-  L)  le  domaine  de  convergence  commun  aux  deux 
séries 

(1-2)  2^'*'"'*      ^^      ^^«^"' 

Le  cercle  de  convergence  de  la  série  (  i  i)  sera  le  cercle  de  rayon  L. 
En  effet,  pour  une  valeur  de  r  supérieure  à  L,  Tune  au  moins  des 
deux  séries  (12)  est  divergente.  Or,  pour  6^0,  la  série  (11)  se 
réduit  à 

Le  rayon  de  son  cercle  de  convergence  ne  peut  donc  dépasser  L. 
Ceci  posé,  les  propriétés  de  la  fonction  définie  par  la  série  (11) 
à  rintérieur  du  cercle  de  ravon  L  résultent  immédiatement  des 
propriétés  établies  au  §  2.  Cette  fonction  peut  s'écrire 

C'est  une  fonction  analytique  de  5,  car 

2:(«.^--'-$)=-2:('-s  *«■&■)• 

puisque 

Ox         Oy  Oy   ~~        dx 

Il  résulte  encore,  des  règles  de  dérivation  établies  (§  2),  que  la 
série  (1  i)  a  une  dérivée  qui  sf^ra  représentée  par  la  série 

«i  -T-  '^.  3Cj  5  -^ . . .  -+-  /i  a„  ;;  '-»  -h . . . , 
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d'où  l'on  conclut  encore  l'existence  des  dérivées  de  tout  ordre  à 
rinlérieur  du  cercle  de  convergence. 

13.  Nous  venons  de  voir  qu'une  série  telle  que(i  i)  représente, 
à  l'intérieur  de  son  cercle  de  convergence,  une  fonction  analytique 
uniforme  et  continue.  Nous  allons  maintenant  établir  la  réci- 
proque, qui  constitue  un  théorème  fondamental  dû  à  Gauchy  et 
<|ui  s'énonce  de  la  manière  suivante  : 

Si  une  fonction  analytique  /(z)  est  uni/orme  et  continue  à 
l'intérieur  d'un  cercle  ayant  V  origine  pour  centre,  on  peut  y 
à.  V  intérieur  de  ce  cercle,  la  représenter  par  une  série  ordonnée 
suivant  les  puissances  entières  et  croissantes  de  la  variable  z. 

Soit 

f{z)  =  u-^iv. 

D'après  le  ihéorème  établi  pour  les  fonctions  harmoniques,  on  a 

^  =  2  ( ^^  ""*  "^  ^''"  ^'"  )• 

Or,  i'idenlilé 

du        di> 

àx  ~~  à  y 

est  ici  satisfaite;  elle  nous  donne 

ou  encore 

ce  qui  exige  que 

Si  donc  nous  formons/(5),  il  vient 

(i3)        <  ^^  Jk^ 

\  (a,„=  a,n—ib,n), 
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iv,n  =  /•'"  (  cos  m  ©  -H  «  sin  //j  o  )  =  ^" 


Le  développement  (i3)  constitue  le  théorème  de  Cauchy,  Sî, 
au  lieu  d'avoir  l'origine  pour  centre,  le  cercle  avait  son  centre  en  a^ 
la  série  procéderait  suivant  les  puissances  croissantes  de  z  —  a. 
On  aurait  ainsi  le  développement 

/(;:)=?o-^-pi(--«)--...^- ?/«(-- «)'«-+-... 

convergent  a  l'intérieur  d'un  certain  cercle  ayant  pour  centre  a. 
C'est  la  formule  de  Taylor,  car,  en  difTérentiant  m  fois  d'après  la 
règle  du  §  12,  et  faisant  5  =  a,  on  a 

Faisons,  à  propos  de  ce  développement,  une  remarque  qui 
nous  sera  utile  dans  la  buite.  Soient  (C)  {^/ig-  4)  '^  cercle  de  con- 


vergence de  la  fonction /(;;),  z  et  z  -h  h  deux  points  à  l'intérieur 
de  ce  cercle.  Considérons  la  différence 

/(5-f-/o-/(c), 

dans  laquelle  nous  supposons  z  fixe  et  h  variable.  Ce  sera  encore 
une  fonction  analytique  de  h  qui  sera  certainement  développable 
en  une  série  convergente  si  le  point  z -\- h  est  à  Tintérieur  du 
cercle  (y),  ayant  pour  centre  le  point  z  et  tangent  intérieurement 
au  cercle  de  convergence  (C).  On  aura  donc,  pour  tout  point 
z  -{-  h  intérieur  au  cercle  (y), 

A. 


f(z-f-h)=/(z)^hf'(z)- 


;/'"(-)■ 
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Celle  série  est  toujours  convergente  dans  le  cercle  y,  et  nous 
verrons  que,  dans  bien  des  cas,  elle  peut  converger  au  delà. 

li.  Donnons  quelques   applications  des  généralités    qui  pré- 
cèdent, et  proposons-nous  tout  d'abord  le  problème  suivant  : 
Trouver  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes 

de  z 

satisfaisant  à  la  condition 

La  série  considérée  est  convergente  à  Tintérieur  d'un  certain 
cercle  (R),  dans  lequel  nous  supposons  situés  le  point  z  et  le 
point  t'y  nous  prenons,  en  outre,  le  point  t  tel  que 

\z\^\e\<R, 

c'est-à-dire  de  manière  que  /(:;  -h  t)  soit  certainement  dévelop- 
pable  suivant  les  puissances  de  t. 
On  devra  avoir  alors  l'identité 


d'où  l'on  conclut  les  égalités 


ato=i,  «m/(-)=  '  f^'^K^)  (ni=\,  '2,  ...), 


et,  en  changeant  m  en  m  —  i ,  et  dérivant, 


'"-■^•''^'=......'m-,-^'""<->- 


On  en  déduit  la  relation  récurrente 


et,  par  suite, 


I 


l  .  -^  .  i  .  .  .  7/1 
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La  série  jouissant  de  la  propriété  demandée  sera  donc,  si  elle 
existe,  de  la  forme 

a?  ^*  aV'^"* 

(i4)  /(^)  =  iH-«t^+-i-^-^...-^  ^  .[       „^^'" 

On  vérifie  immédiatement  qu'elle  est  convergente  dans  tout  le 
plan,  c'est-à-dire  que  son  rayon  de  convergence  est  infini,  et  elle 
est  bien  telle  que 

15.  La  série  précédente,  dans  le  cas  oii  a  et  ^  sont  réels,  repré- 
sente e^.  Faisons,  en  particulier,  a=  i,  nous  obtenons  la  série 

I  -4-<5H h..  .H h.  .., 

I .  A  1,1. ,  ,m 

que  nous  prenons  comme  définition  de  e*  quand  z  est  une  quan- 
tité complexe,  et  il  y  a  bien  accord  avec  les  résultais  connus. 
On  a,  quels  que  soient  ^  et  /, 

La  fonction  e^  est  uniforme  et  continue  dans  tout  le  plan;  sa  dé- 
rivée est  la  fonction  e^  elle-même. 

16.  De  même  qu'on  définit  e^  par  une  série,  pareillement, 
lorsque  z  sera  imaginaire,  coscetsin^  seront  définis  par  les  séries 

-4 


COS>5 

= 

I 

— 

1 .9. 

sine 

= 

I 

— 

3.1 

I     '2    3 

I .2.2.4 


1.2.3. i . 5 


Le  rayon  de  convergence  de  ces  séries  est  infini.  La  dérivée  de 
sin^  est  cos:;,  et  la  dérivée  de  cos^  est  —  sine. 

Les  trois  transcendantes  e*,  cos5,  sin:;  ne  forment  pas  trois 
transcendantes  distinctes.  C'est  un  résultat  bien  connu  dû  à  Euler, 
et  que  je  ne  ferai  que  rappeler.  En  remplaçant  ;;  par  zi  dans  e', 
on  obtient  immédiatement  les  relations  suivantes 


g--*  =  co9>: 
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d'où  Ton  conclut 

cosz  =  , 

1 


%\i\z  = 


11 

Il  est  facile  ensuite  de  vérifier  les  formules  fondamentales 

cos(5  -\-  t)  =■  cos-s  cos^  —  sin^  sin/, 
sin  (5  -h  /)  =  sin  z  co%t  -f-  sin  t  cos^, 
I  =  cos*2  -f-  sin* 5. 

17.  Une  conséquence  des  formules  d'Euler  sur  laquelle  j'in- 
sisterai un  peu  plus  est  relalive  à  la  périodicité  àe  f{z). 

D'une  manière  générale,  on  dit  qu'une  fonction  uniforme  d'une 
variable  complexe  z  est  périodique  s'il  existe   une  constante  a 

telle  qu'on  ait 

/(5-ha)=/(5), 

et  cela  quelle  que  soit  la  valeur  attribuée  à  la  variable  z, 
La  fonction  e^  admet  la  période  inzi\  on  a,  en  effet, 

L*addition  d'une  demi-période  t/  change  e'  en  —  e- 

gz-hizi  z=z  e^e"^^  =  —  e-. 
Terminons  en  rappelant  que,  si  a  et  6  sont  réels,  on  a 

et  que,  par  suite,  le  module  de  e*'+'*  est  e**,  et  que  son  argument 
est  b  à  un  multiple  près  de  211, 

18.  La   notion  de  l'extension  analytique  d'une  fonction  repré- 
sentée par  une  série  entière 

repose  sur  la  même  idée  que  pour  les  fonctions  harmoniques  (§  3). 
Soit  ( /ig'  5)  (C)  le  cercle  de  convergence  de  la  série  précé- 
dente. Si  l'on  considère  le  point  (^o,jKo)>  on  pourra,  dans  le  voi- 


(.HAFITHI.    Jl. 


sina<;e  de  ce  poiul.  (Ji'\f'lopj>#'f  la  foncliou  «suivant  le*  |iuf9SUir«!- 
de  (  z  —  /'/);(/'/--  -To  *-  iy»  )•  <-l  "oiis  avons  vu  que  ce  de-velniJfft- 
riieiit  «Hait  certainerneril  po^^sjlilir.  du  moment  que  le  |Miiiit  r  ^lar 


<c>^ 


V 


ii7 


\ 


/ 


à  rintérieur  du  cercle  i'p  d«''«'f  il  du  point  (a  )  comme  ceolre.  Ibih 
genl  intérieurement  au  c<*r<:I<'  de  conver{ji*nce  <  C  ».  Mai*  il  w  |»enl 
que  \r  cercle  de  ec>fivergence  (  I'  )  dr  la  nou\elle  M'r' 


iTie 


soit  plus  j^rand  que  (y)  el  sorte  du  cercle  (  (^  ).  On  aura  réalisé 
alors  rextension  analvlique  de   la  fonction   le  long  de  l'arc  xâ- 
(^'esl  ce  qui  arrive  d^ailleurs  pour  la  plupart  des  fondions. 
Considérons,  par  exemple,  la  *»érie 


;  -h  ;:»  -f- 


.-»-  z"'-' 


Klle  est  convergente  pour  ■5|<i  »t  divcr;;cntc  pour  |c«>i: 
donc  son  cercle  de  conver":ence  est  le  cercle  de  ravon  un  décrit 
de   l'origine  comme  centre.    A   l'intérieur  de  ce  cercle,  la  série 

représente  la  fonction • 

'  i  —  z 

Kffectuons  le  dévcloppt^menl  de  celte  Jonction,  autour  d'un 
point  a  intérieur  au  cercle  (>,  par  la  formuh;  de  Tajior  :  on  ob- 
tient 

i  —  z        '.  —  al  I  —  fi  \    -  ft  J  ^   \  —  a  J  I 

La  série  entre  crochets  esl  cr)iiv(M'f;enle  pour 

\z  —  (l     <  1 1  —  r/  |, 
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c'esl-à-dire  lorsque  :;  sera  à  l'intérieur  d'un  cercle  (T)  décril  du 
point  a  comme  cenlre  avec  un  rayon  a  B  é^al  à  {  i  —  a\.  Le  point  z 
pourra  donc  sortir  du  cercle  (C)  {Jig-^)^  et,  en   continuant  de 


proche  en  proche,  on  eflectuera  successivement  le  prolongement 
analytique  de  la  fonction  ^  sur  tout  le  plan. 

Voici  maintenant  un  exemple  simple  d'une  fonction  analytique 
ne  pouvant  être  étendue  au  delà  de  la  circonférence  de  conver- 
gence. Il  est  dû  à  M.  Weierstrass. 

Considérons  la  série 


b  désignant  un  nombre  positif  et  c  un  entier  positif. 

Cette  série  est  convergente  à  l'intérieur  du  cercle  de  rayon  un 
et  elle  converge  sur  le  cercle  lui-même  si  b  <Cï;  elle  diverge,  au 
contraire,  à  l'extérieur  de  ce  cercle,  puisque  le  rapport  d'un  terme 
au  précédent  étant 

augmente  indéfiniment  si  |  3  |  >►  i . 

Le  cercle  de  rayon  un  est  donc  le  cercle  de  convergence  de  la 
série  précédente.  M.  Weierstrass  a  montré  que  la  fonction  ne 
pouvait  pas  être  étendue  analytiquement  au  delà  de  ce  cercle. 
Voici  une  démonstration  très  simple  de  ce  théorème  que  Ton 
trouve  dans  la  Thèse  de  M.  Hadamard.  Nous  allons  montrer  que, 
si  l'extension  analytique  de  la  fonction  est  possible  le  long  d'un 
are  déterminé  a8  de  la  circonférence  de  rayon  w//,  elle  est  pos- 
sible pour  tout  arc  de  la  circonférence.  En  efifet,  remplaçons,  dans 
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la  série,  z  par 


îAîT 


A*  et  A  étant  des  entiers  positifs;  la  série  ne  changera  pas  à  partir 
du  rang  h.  Or  on   peut  prendre  k  et  h  assez  grand  pour   que 

-^  soit  aussi  voisin  que  Ton  voudra  de  tout  nombre  positif;  par 

suite,  au  point  z  de  la  circonférence  correspond,  par  cette  trans- 
formation, un  point  aussi  voisin  que  Ton  veut  de  tout  point  de  la 
circonférence.  Si  donc  la  fonction  peut  s'étendre  te  long  d*un 
arc,  si  petit  qu'il  soit,  de  la  circonférence,  V extension  sera  pos- 
sible pour  la  circonférence  tout  entière.  Mais  alors  la  foncUon 
serait  certainement  uniforme  et  continue  à  l'intérieur  d'un  cercle 
de  rayon  plus  grand  que  un\  la  série  devrait  converger  à  Fexlé- 
rieurde  son  cercle  de  convergence,  ce  qui  est  absurde. 

Dans  Texemplc  précédent,  la  série  dont  Textension  est  impos- 
sible est  convergente  sur  sa  circonférence  de  convergence  si  6  a 
un  module  inférieur  à  un^  mais  la  série  des  dérivées  des  termes 
successifs  ne  converge  pas.  M.  Freedliolm  a  indiqué  un  exemple 
très  simple  dans  lequel  la  série  et  toutes  ses  dérivées  sont  conver- 
gentes sur  le  cercle  de  convergence,  et  où  l'extension  est  d'ailleurs 
impossible.  Cet  exemple  est  fourni  par  la  série  très  simple 

oe 
0 

OÙ  a  est  une  quantité  positive  inférieure  à  l'unité.  Le  cercle  de 
convergence  de  cette  série  est  le  cercle  de  rayon  un]  la  série  cl 
toutes  ses  dérivées  convergent  sur  ce  cercle.  Je  me  bornerai  à 
affirmer  que  cette  l'onclion  ne  peut  s'élcndre  au  delà  du  cercle 
de  rayon  un,  renvoyant,  pour  la  démonslralion,  à  la  Note  de 
M.  Freedholni  («). 

Un  résultat  très  général  dans  cet  ordre  d'idées  a  été  obtenu  par 
M.  Borel  (-),  qui  a  montré  (pie  la  série 


y«, 


X^n 


(')  Comptes  rendus  des  séances  de  r Académie  des  Sciences,  i'\  mars  i8qo, 
(-)  E.  BoRKL,  Journal  de  Mathémalirjues,  iS()ii. 
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dans  laquelle  les  exposants  c„  sont  des  entiers  croissants  et  les 
coejficients  a,i  des  nombres  quelconques,  ne  peut  être  prolongée 
au  delà  de  son  cercle  de  convergence  si  le  rapport 

est  y  à  partir  d'un  certain  rang,  supérieur  à  un  nombre  fixe. 

Ce  théorème  est  évidemment  applicable  à  la  série  de  M.  Freed- 
iiolm.  La  considération  de  certains  produits  convergents  et  de 
divers  développements  en  séries  nous  permettra  bientôt  d^indiquer 
d'autres  exemples  de  fonctions  holomorphes  dans  un  cercle  et  ne 
pouvant  être  prolongés  au  delà  de  ce  cercle. 

19.  Nous  avons  fait  connaître  (T.  I,  p.  201)  un  théorème  de 
Cauchy  et  de  M.  Hadamard  relatif  au  domaine  de  convergence 
d'une  série  entière.  Il  n'y  a  qu'à  remplacer  les  valeurs  absolues 
par  les  modules  pour  avoir  une  proposition  applicable  aux  séries 
que  nous  étudions  maintenant.  Soit  donc  une  série  entière 

Nous  envisageons  la  suite  à  termes  positifs 

Si  cette  suite  contient  des  termes  augmentant  indéfiniment,  la 
série  donnée  n'est  jamais  convergente,  sauf  pour  z  =  o.  Car  il 
existera  toujours  des  valeurs  de  m  en  nombre  infini  pour  chacune 
desquelles  on  aura 

"v^l  «/«  I  >  i^' 

et  le  terme  correspondant  a"^z"^  ajant  un  module  supérieur  à  w/?, 
la  série  ne  pourra  être  convergente.  Tous  les  termes  de  la  suite 
précédente  restant  compris  entre  deux  quantités  fixes,  nous 
pouvons  définir  un  nombre  a  correspondant  à  cette  suite  (T.  I, 
p.  232),  et,  par  conséquent,  le  rayon  du  cercle  de  convergence 

sera  éf^al  à  -• 

Un  cas   particulier   inléressîmt  est    celui   où  a  =  o.     Puisque, 
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d'apn's  la  définiiion  même  de  a,  on  peut,  étant  donné  e  aussi 
petit  qu'on  voudra,  déterminer  m  assez  grand  pour  que  tous  les 

termes  de  la  suite  à  partir  du  rang  m  soient  inférieurs  à  a+  e,  il 

I  w/1 1  ,  l'- 

en resuite  que    v  r'^'M  ^"i*^  zrro   pour  limite,  et  nous  pouvons 

énoncer  le  théorème  suivant  ;  La  condition  nécessaire  et  suffis 

santé  pour  que   le   rayon    du   cercle  de   con\'ergetice  de    la 

série  (i  5)  soit  infini  est 


lim  Vl  «/«  i  =  "• 

20.  I/étude  de  Ja  série  (i  5),  sur  son  cercle  de  convergence,  pré- 
sente de  grandes  difficultés.  On  trouvera,  sur  ce  sujet,  d'intéres- 
santes propositions  générales  dans  la  Thèse  de  M.  Hadamard  (*), 
(jui  s'est  proposé  de  trouver  les  points  singuliers  de  la  fonction  sur 
son  cercle  de  convergence.  Dans  son  Mémoire  sur  la  théorie  gé- 
nérale des  séries  (^  ),  M.  O.  Bonnet  a  utilisé  autrefois  les  rapports 
entre  la  théorie  des  séries  entières  et  celle  des  séries  trigonomé- 
Iriques;  citons  encore  le  beau  Mémoire  de  M.  Darboux  (*)  sur 
l'approximation  des  fonctions  de  grands  nombres  ou  la  nature  des 
points  singuliers  supposés  connus  sur  le  cercle  de  convergence 
est  utilisée  pour  la  recherche  d'une  valeur  approchée  des  coef- 
ficients. 

Nous  nous  bornerons  à  renvoyer  à  ces  Mémoires,  et  nous  nous 
contenterons  de  montrer  comment  le  théorème  démontré  (T.  I, 
p.  :42i),  dans  le  cas  où  les  coefficients  et  la  variable  sont  réels, 
peut  être  étendu  au  cas  actuel. 

Soil  Z(i  un  point  du  cercle  de  convergence,  et  supposons  que  la 
série  (i5)  converge  pour  c  =  :?„  ;  on  peut  déduire  immédiatement, 
comme  Ta  fait  Abel,  du  théorème  cilé,  que  la  limite  des  valeurs 
que  [)rend  la  série  quand  z  tend  vers  z^^  en  siUK^ant  le  rayon 
allant  de  V origine  an  point  Zq^  est  égale  à  la  valeur  même  de  la 
série  pour  :;  =  :;„•    Mais,  comme  nous  Talions  voir,  on  peut  aller 


(')  Essai  sur  l'élude  des  fonctions  données  par  leur  développement  de 
Taylor  {Journal  de  Mathématiques,  iS<)»)- 

(O  Mémoire  sur  la  théorie  générale  dt\s  séries  (Mémoires  des  Savants 
étrangers  publiés  par  l'Académie  de  Belgique,  t.WlII). 

(•')  Mémoire  sur  l'approximation  des  fonctions  de  très  grands  nombres 
{Journal  de  Liouville,  15^77  )• 
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un  peu  plus  loin  en  montrant  que  le  théorème  subsiste,  quand  :; 

(restant  bien  entendu  à  l'intérieur  du  cercle)  tend  vers  :;o  suiK'anl 

une  courbe  qui  n^est  pas  tangente  en  Zq  au  cercle  de  con^'er- 

gence.  Il  n'y  a  d'ailleurs  presque  rien  à  chanj;er  au  raisonnement 

d'Abel.    Nous    supposerons,  comme   il    est  évidemment  permis, 

grâce  à  une   rotation  préalable  d'axes,  que  ^o  est  réel  et  positif*. 

La  série 

ao  -i-  rï  1  <5  -f- . . .  -+-  a,i  ^"  -h . .  . 

étant  convergente  pour  ;:  =  z^^  on   peut  prendre  n  assez  grand 
pour  que  les  sommes  suivantes 

5o  =  «w^J, 


aient,  quel  que  soit  /?,  leur  module  compris  enlre   — e  et  -h  £, 
€  étant  une  quantité  donnée  à  l'avance  aussi  petite  que  Ton  voudra. 
Ceci  posé,  on  peut  écrire 


a„  s«  -f- . . .  -H  a„ 


(z  \n  /  z  \«-^-'  /  Z  \  "-»-/» 

=(én'-Fjh--''(7j-*---^"-(rj""v^"(^r 

On  aura,  par  conséquent,  en  posant 

=  p,  I  — -^  =  r(cosa -h  «  sina). 


et  remarquant  que  p  est  inférieur  à   un^ 

I qp  r  /*        1 

\anZ^-h . .  ,-h  a:t^pZ''^P  \  <r.z.     _^    -+.  g  <  c }.  j    ; 

*       •''  L  '       p         J 

or,  quand  z  tend  vers  wq,  /*  tend  vers  zéro  et  o  tend  vers  l'unité,  et, 
comme  on  a 

p*=  (i  —  /•cosa)2-i-  r*'  sin*a  =  I  —  2/'  cosa  -h  r^ , 
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il  en  résulte 

/•                         I  -•-  5 

I  —  p        x  cos  a  —  r 

Or  l'angle  a  représente  l'angle  fait  par  la  droite  {zZq)  avec  le 
rayon  allant  en  -^o  ;  donc,  d'après  rhy|)Othèse  faite,  cosa  ne  tend 

pas  vers  zéro,  par  suite reste  fini.  La  démonstration  s'achève 

maintenant  bien  aisément.  (I  résulte  de  Tinégalité  ci-dessus  que  le 
reste  de  la  série,  correspondant  au  rang  /2,  sera,  quel  que  soit  z^ 
de  module  moindre  que  Me,  M  étant  un  nombre  fixe.  D'autre  part, 
la  somme  des  n  premiers  termes,  étant  un  polynôme,  est  une  fonc- 
tion continue  de  ^;  si  donc  z  est  suffisamment  voisin  de  Zo,  la 
différence  des  valeurs  de  ce  polynôme  en  z  et  en  Zq  aura  un  mo- 
dule moindre  que  e.  Les  deux  séries  pour  z  et  Zq  différeront  donc 
d'une  quantité  dont  le  module  n'atteindra  pas 

C^.M  -f-i)£, 

ce  qui  revient  à  dire,  puisque  e  est  une  quantité  donnée  k  Tavance 
aussi  petite  qu'on  voudra,  que  la  limite  des  valeurs  de  la  série, 
quand  z  tend  vers  Zq^  est  égale  à  la  valeur  même  de  la  série  pour 

z  =  Zq, 

21.   Examinons,  comme  exemple  de  l'étude  d'une  série  sur  son 
cercle  de  convergence,  le  cas  particulier  assez  étendu  suivant  : 
On  suppose  que,  dans  la  série  entière 

ao  -h  a,  c  -h  aj  5*  -r- . . .  -+-  a;,  ;;"  -h 

les  coefficients  ao,  a,,  .  ..,  a„,  .  .  .  soient  tous  réels,  positifs,  et 
aillent  en  décroissant,   que  la    limite   de  -^^  soit  l'unité,    et   la 

limite  de  a,,,  zéro. 

Remarquons  de  suite  que,  si  la  série  était  à  terme  alternative- 
ment positifs  et  négatifs  et  que,  si  les  coefficients  satisfaisaient  en 
valeur  absolue  aux  conditions  précédentes,  il  suffirait  de  changer 
V  en  —  :;  pour  obtenir  une  série  à  termes  positifs  de  la  nature  de 
celles  que  nous  avons  en  vue. 

Le  rayon  de  convergence  de  la  série  précédente  est  évidemment 

Y unilCy  puisque  la  limite  de  -^^'  z  est  z. 
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Cela  ëlanl,  nous  allons  démontrer  que  :  La  série  entière  con- 
sidérée est  convergente  pour  tous  les  points  du  cercle  de  con- 
K'ergencCy  sauf  peut-être  pour  le  point  3=1. 

Pour  un  point  quelconque  du  cercle  de  convergence  (R  =  1), 
on  a 

z  =  cosO  H-  i  sin  0. 

La  série  que  nous  avons  à  étudier  est  donc  de  la  forme,  en  sépa- 
rant la  partie  réelle  et  la  partie  imaginaire, 

A  H-  tB  =  «0-*-  5ticos0  -f-  a2cos>.0  -h. .  .-4-  a^cos/iO  h-,  . . 
-h  «[xisinO  -+-  aisin  -2  0  -h. . .-+-  a„sin  /i6  -H. . .]. 

Or  nous  avons  vu  (t.  I,  p.  25 1)  que  les  deux  séries  A  et  B  étaient 
convergentes  pour  toutes  les  valeurs  de  8,  sauf  peut-être  pour 
6  =  2Ar7c;  notre  proposition  est  donc  démontrée. 

2î2.  Deux  séries  importantes  rentrent  dans  le  type  précédent . 
Considérons  d'abord  la  série 

z        z^        z^  z  * 

I  2  3  n 

Lorsque  z  est  réel  et  compris  entre  —  i  et  -f-  1,  elle  représente 
log(i  -k-  z).  Ses  coefficients  satisfont  aux  conditions  précédentes  : 
le  rayon  de  son  cercle  de  convergence  est  un  et  elle  est  conver- 
gente pour  tous  les  points  de  ce  cercle,  sauf  peut-être  pour  le 
point  5  =  —  1  qu'il  y  a  lieu  de  considérer  en  particulier.  En  ce 
point  on  a  la  série  harmonique  qui  est  divergente. 

23.  Considérons  en  second  lieu  la  série 

m  m(m  —  i)    .  m( m  —  i). . .( m  —  /1-4-1) 

(16)      1-1 z  -i S«-^-...H Z"-h,.., 

dans  laquelle  nous  supposerons  m  réel.  Cette  série  représente 
(i -^  z)"^  lorsque  z  est  réel  et  compris  entre  — i  et  -f- i  :  son 
cercle  de  convergence  a  pour  rayon  l'unité. 

Cherchons  dans  quel  cas  la  série  des  coefficients 

m(  m  —  I  )  m(  m  —  i  ) . . .  C  /n  —  n  h-  i  ) 

I  -h  mn h...  H H-.. . 

1.2  1 . 2 . . .  /i 

satisfait  aux  conditions  précédentes. 
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Nous  avons  déjà  étudié  celle  série  (l.  I,  p.  222). 

Si  m  4-  I  <  o,  les  coefficients  iront  certainement  en  croissant  à 
partir  d'une  certaine  limite.  On  ne  peut  donc  pas  appliquer  à  la 
série  (16)  les  conclusions  qui  précédent.  Elle  sera  divergente  sur 
tout  le  cercle  de  convergence. 

Si  au  contraire  on  a  m  -+-  1  >►  o,  la  série  des  coefficients  est 
convergente,  et  ses  termes  à  partir  d'une  valeur  suffisamment 
grande  de  m  seront  alternativement  positifs  et  négatifs.  La  série 
proposée  (i())  est  donc  convergente  sur  tout  le  cercle  de  conver- 
gence, sauf  peut-être  pour  le  point  z  =  —  1.  En  ce  point  même 
elle  sera  convergente  si  m  est  positif. 

On  trouvera  des  exemples  plus  étendus  dans  le  Mémoire  de 
M.  Weierslrass  [  Ceber  die  Théorie  der  anatytischen  Facul- 
tiiten  {Journal  de  Crelle^  Band  oi)]. 
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CHAPITRE  m. 

DE  LA  MÉTHODE  ALTERNÉE. 


Procédé  alterné  de  M.  Schwarz. 

1.  Comme  nous  l'avons  dil  (Ghap.  I,  §  30),  on  peut,  dans 
des  cas  étendus,  passer,  pour  le  problème  de  Dirichlel,  d'un  con- 
tour convexe  à  un  contour  plus  compliqué.  C'est  ce  qu'a  montré 
M.  Schwarz  en  faisant  usage  d'une  méthode  que  nous  allons  ex- 
poser (*). 

Un  lemme  préliminaire  nous  sera  nécessaire.  Étant  donné  un 

contour  aC6C'  et   une   courhe  adb  rencontrant  le  contour  en  a 
et  b  sans  lui  être  tancent,  nous  avons  considéré  {Jig^  7)  la  fonc- 


(C) 


rc) 


lion  u  harmonique  prenant  sur  aC6  la  valeur  zéro  et  sur  aC'6  la 
valeur  un.  Nous  avons  vu  que  celte  fonction  tend  vers  une  quan- 
tité comprise  entre  zéro  et  un  quand  (:r,  y)  tend  vers  a  ou  6  sur  la 

courbe  adb.  D'autre  part  (Chap.  II,  §  5),  pour  tout  point  de  l'in- 
térieur de  Taire,  u  n*atteint  pas  la  valeur  un\  il  en  résulte  que  la 


(*)  Schwarz,  Monatsberichte,  1870,  et  Œuvres  complètes,  t.  II,  p.  167.    Voir 
aussi  une  Lettre  du  même  auteur  à  M.  Klein  {Œuvres  complètes,  t.  II,  p.  3o3) 
P.  —  II.  6 
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fonclion   sur  Tare  adb  est  inférieure  à   un    nombre  q  plus  petit 
que  un.  Nous  avons  donc 

u  <  q         (sur  l'arc  acib), 

q  étant  plus  petit  que  l'unité. 

De  cette  remarque,  on  déduit  une  conséquence  qui  va  jouer, 
dans  la  suite,  un  rôle  fondamental.  Désignons  par  v  une  fonction 
harmonique,  prenant  sur  aCb  la  valeur  zéro  et  sur  aC/ b  des  va- 
leurs dont  le  module  (valeur  absolue)  ne  dépasse  pas  ff.  La  fonc- 
tion 

sera  nulle  sur  aCb  et  positive  sur  aCb.  Donc,  pour  tout  point 
de  l'intérieur  de  l'aire 

^'M  -T-  p  >  o  ; 

mais  nous  pouvons  écrire  cette  inégalité  sous  la  forme 

fr(u  —  q )  -^  s^  ^  é>q  r  o» 
et,  puisr|ue  sur  adb^  u  <C^q^  il  faut  nécessairement  que 

V  -k-  f^q  :•  o        (sur  adb). 
De  même,  on  a 

à  l'intérieur  de  Taire,  et  l'on  en  conclut 

V  —  f((j  <  o         (  sur  adb). 

On  a  donc,  sur  l'arc  adb^ 

I  *'  1  <  ^q  : 

c'est  l'inégalité  fondamentale  que  nous  voulions  obtenir. 

2.  Nous  abordons  mainlenanl  l'élude  du  procédé  alterné  de 
M.  Schwarz,  et,  pour  plus  de  nellelé  dans  l'i'xposition,  plaçons- 
nous  dans  les  circonstances  les  plus  simples. 

Nous  considérons  deux  contours  limitant  deux  aires  qui  ont 
une  partie  commune.  Appelons  a  la  portion  du  premier  contour 
extérieure  au  second,  et  a  la  portion  intérieure  à  ce  second  con- 
tour. De  niéuic  b  et  |ï  désigneront  respectivement  les  portions  du 
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second  contour  extérieure  et  intérieure  au  premier.  On  suppose 
que  Ton  sache  résoudre  le  problème  de  Dirichlet  pour  le  contour 
(aa)  et  pour  le  contour  {b^);  nous  a  lions  montrer  r/u  on  pourra 
résoudre  le  problème  pour  le  contour  {ob). 

Nous  supposons  donnée  une  succession  continue  de  valeurs  sur 


(ab)\  on  désignera  par  g  le  maximum  de  leur  valeur  absolue. 
D'autre  part,  à  Parc  ^  considéré  par  rapport  au  contour  (a a), 
correspond  un  nombre  plus  petit  que  «n,  d'après  le  paragraphe 
précédent,  et  de  même  pour  l'arc  a  considéré  par  rapport  au  con- 
tour (fc^)  correspond  un  autre  nombre  plus  petit  que  Tunité; 
soit  q  le  plus  grand  de  ces  deux  nombres. 

Formons  une  l'onction  harmonique  Us  définie  dans  le  contour 
(eza),  prenant  sur  a  la  succession  donnée  de  valeurs  et  sur  a  une 
succession  continue  de  valeurs  uniquement  assujettie  à  la  condi- 
tion de  prendre  en  m  et  n  les  mêmes  valeurs  que  la  première. 
Cette  fonction  aura  certaines  valeurs  sur  j3.  Nous  formons  alors 
une  fonction  v^  définie  dans  {b^)^  prenant  sur  b  la  succession 
donnée  de  valeurs  et  sur  ^  les  mêmes  valeurs  que  u^,  La  fonction 
Ti  prend  certaines  valeurs  sur  a;  on  formera  une  fonction  Wj, 
définie  dans  (aa),  prenant  sur  a  la  succession  donnée  de  valeurs 
et  sur  X  les  mêmes  valeurs  que  v^  et  Ton  continue  ainsi  indé- 
fîniment.  On  obtient,  de  cette  manière,  deux  suites  de  fonctions 

?.      a. 

définies  respectivement  dans  (aa)  et  dans  {b^).  Les  u  prennent 
sur  a  les  valeurs  données  et  les  v  prennent  aussi  sur  b  les  valeurs 
données  ;  Un  et  r,*  prennent  les  mêmes  valeurs  sur  p,  tandis  que 
Un  et  \r'n-\  prennent  les  mêmes  valeurs  sur  a  :  c'est  ce  que  nous 
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indiquons,  pour  plus  de  facilité  dans  la  suite  des  raisonnements, 
par  les  flèches  placées  ù  gauche  des  deux  suites.  Nous  allons  éta- 
blir le  théorème  suivant  : 

Les  fonctions  iin(*t  i'„  tendent  chacune  iers  une  limite  quand 
n  (tu ^ mente  indéfiniment.  Ces  limites  représentent  deux  fonc- 
tions harmonirjues  qui  coïncident  dans  l'aire  comprise  entre 

a  et  fi. 

Remarquons  que 

1/3 —  Mi  ~  Tj —  t'i         (sur  l'arc  a  ). 

Or,  i'a  —  i'i  est  nul  sur  />,  et  Ton  a 

i'i—  Vx  —  i/j—  i/i         (sur  r«iro  ^  ). 

Donc,  sur  Tare  a,  \  v.,  —  i'i  \  est  moindre  que  le  maximum  de 
]  ''2 —  ''i  I  î>"r  ^i  multiplié  par  q.  Si,  d'autre  part,  on  remarque 
que  U2 —  Us  s'annule  sur  a^  on  voit  que  le  maximum  de  |  i/j —  i/|  | 
sur  p  sera  moindre  que  le  maximum  de  u^ — u^  |  sur  a,  multi- 
plié par  47;  on  aura  donc,  d'après  ces  inégalités  successives, 

I  M3— Mj  1  <;  7*.(i"aximum  dc|  «j    -m,'»        (sur  l'arc  3;. 

Le  raisonnement  est  général;  on  a,  de  même, 

\un — ihi-\\    ::;  <7*.(  maximum  de  I  M/i_i — M/i-j  1  )         (sur  l'arc  a  h 

Si  donc  Ton  pose  :  maximum  de  |  //o —  ''«  ,  ~-  é^  '^^"'  Tare  a,  on 
aura 

\Un-Un-.\\    :7*'"--'^         (sur  l'arc  et). 
Or 

Un—  Ui-^i  Ui—  Ui)  —.  .  .        i  U,t—Uft-i). 

Il  en  résulte  que  u,t  tend  vers  une  limite  déterminée  en  tous  les 
points  de  Tare  a;  de  plus,  pour  tous  ces  points,  u„  tend  unifor- 
mément vers  sa  limite. 

La  série 

formée  avec  des  fonctions  harmoniques,  étant  uniformément  con- 
vergente sur  le  contour  la,  a ),  est  donc  convergente  à  Tintérieur 
de  ce  contour,  d'après  le  théorème  de  M.  Harnack  (Chap.  Il,  §  6),  el 
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représente  une  fonclion  harmonique  que  nous  désignerons  par  u, 
La  fonction  u  prend  sur  a  la  succession  donnée  des  valeurs.  Des 
raisonnements  tout  semblables  montrent  que  Vn  a  pour  limite  une 
fonction  harmonique  r,  définie  pour  le  contour  (6,3),  et  prenant 
sur  b  les  valeurs  données.  Or,  sur  ^,  u,i  =  Vn  et  sur  a,  ii^  =  Vn-i' 
Par  conséquent,  sur  Tare  a  et  sur  l'arc  ,3,  on  a 


Ces  deux  fonctions  harmoniques,  prenant  la  même  succession 
continue  de  valeurs  sur  les  arcs  a  et  ^,  coïncident  nécessairement 
dans  Taire  limitée  par  ces  deux  courbes.  Une  conséquence  immé- 
diate en  découle;  la  fonction  i^  est  le  prolongement  analytique  de 
la  fonction  u  au  delà  de  Tare  a.  L^ensemble  des  deux  fonctions  u 
et  V  sert  donc  à  définir  une  même  fonction  harmonique  à  Tinlé- 
rieur  de  l'aire  limitée  par  a  et  b;  k  l'intérieur  de  la  courbe  (aa), 
on  se  servira  de  u  pour  avoir  la  valeur  de  cette  fonction,  et  l'on  se 
servira  de  v  pour  avoir  sa  valeur  à  l'intérieur  de  la  courbe  (b^). 
L'unique  fonction  ainsi  définie  prend  sur  a  et  6  la  succession 
donnée  de  valeurs,  et  le  problème  de  Dirichlet  est^  par  suite, 
résolu  pour  Vaire  limitée  par  ces  deux  courbes, 

3.  Nous  nous  sommes  placé,  dans  l'exposé  précédent,  dans  des 
circonstances  particulièrement  simples.  Les  deux  courbes  consi- 
dérées avaient  seulement  deux  points  communs  m  et  p.  D'autres 
cas  pourraient  se  présenter,  un  peu  plus  compliqués,  mais  où  la 
méthode  s'appliquerait  pour  ainsi  dire  sans  modification.  Ainsi, 
par  exemple  (  fig,  9),  dans  le  cas  où  les  deux  courbes  auraient 


quatre  points  communs  m,  n,  />,  y,  si  l'on  sait  résoudre  le  pro- 
blème de  Dirichlet  pour  chacune  des  deux  courbes,  on  pourra  le 
résoudre  pour  la  courbe  extérieure  à  chacune  des  deux  aires  con- 
sidérées. Les  arcs  appelés,  tout  à  l'heure,  a  et  3  seront  ici  formés 
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chacun  de  deux  arcs  distincts,  ce  qui  n^entraîne  aucune  difTérence 
dans  la  suite  des  raisonnements. 

Indiquons  encore  un  cas  un  peu  diiTërent  où  Ton  pourrait  em- 
ployer le  procédé  alterné.  Je  suppose  que  Ton  sache  résoudre  le 
problème  de  Dirichlet  pour  toute  aire  limitée  par  un  seul  con- 
tour; nous  voulons  montrer  que  le  procédé  alterné  permet  de  le 
résoudre  pour  une  aire  limitée  par  un  nombre  quelconque  de 
contours.  Il  suffira  de  considérer  une  aire  limitée  par  deux  con- 
tours G  et  C  (/?^.  lo). 

Nous  traçons  deux  courbes  mn^pqnc  se  coupant  pas  et  reliant, 

Pig.  10. 


(5> 


Tune  el  Taulre,  un  point  de  G  à  un  point  de  G'.  Si  l'on  considère 
la  courbe  mn  comme  une  courbe  ayant  deux  bords,  on  peut  dire 
que  les  courbes  G,  G'  et  mn  limitent  une  aire  A,  et,  par  hypo- 
thèse, on  sait  résoudre  le  problème  de  Dirichlet  pour  une  telle 
aire.  De  la  même  manière,  la  courbe  pq  avec  les  courbes  G  et  C' 
limitera  aussi  une  aire  B  qui  n'a  qu'un  contour.  Geci  posé,  don- 
nons-nous sur  les  deux  bords  de  mn  une  succession  continue, 
d'ailleurs  arbitraire,  de  valeurs;  nous  supposons  seulement  que 
ces  valeurs,  en  m  et  /;,  coïncident  avec  les  valeurs  données  sur  G 
et  G'.  On  résoudra  le  problème  de  Dirichlet,  pour  Taire  A.,  en 
prenant  ces  valeurs  sur  mn  et  les  valeurs  données  sur  G  et  C'; 
on  obtiendra  ainsi  une  fonction  i/f  prenant  certaines  valeurs  sur 
pq,  Gonsidérant  alors  l'aire  H,  nous  résolvons  pour  celte  aire  le 
problème  de  Dirichlet,  en  prenant  sur  C  et  G' les  valeurs  données, 
et  sur  les  deux  bords  de  pq  les  valeurs  de  a^  ;  on  obtient  ainsi  la 
fonction  v',.  On  continue  ainsi  indéfiniment,  en  considérant  alter- 
nativement les  aires  A  et  B.  Les  fonctions  w„  el  i',/  ont  respective- 
ment deux  limites  u  et  v^  qui  prennent  les  mêmes  valeurs  le  long 
de  mn  et  le  lon^  de  pq.  Les  deux  fonctions  u  cl  i'  coïncident  donc 
pour  tous  les  points  de  Taire  limitée  par  C  el  (7. 

Les  valeurs  de  u^  de  |)arl  el  d'autre  de  mn,  pourraient  n'être 
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pas  le   prolongement  analytique  les   unes  des  autres,  et,  pour  la 

fonction  i^,  la  coupure  pourrait  être  pq.  Mais,  puisque  n^=^v  en 

tous  les  points  de  Taire,  il  s'ensuit  que  ni  mn^  ni  pq  ne  sont  des 

coupures  et  que  la  fonction  représentée  par  u  ou  par  v  résout  le 

problème  de  Dirichlet  pour  Taire  limitée  par  C  et  C. 

Quant  à  la  démonstration  des  résultats  précédents,  ils  résultent 

de  ce  que  le  lemme  §  1  est  ici  applicable.  Si  Ton  considère  une 

fonction  définie  dans  Taire  A,  prenant  sur  C  et  C  la  valeur  zéro 

el  sur  les  deux  bords  de  mn  la  valeur  un^  on  aura  évidemment,  en 

tous  les  points  Ae pq^ 

u<q, 

q  étant  inférieur  à  Tunité,  et  c'est  cette  remarque  qui  a  joué  le 
rôle  essentiel  dans  Texposition  de  la  méthode  alternée. 

4.  Faisons  une  application  importante  du  procédé  alterné. 
Nous  avons  démontré  plus  haut  la  possibilité  de  résoudre  le  pro- 
blême  de  Dirichlet  pour  tout  polygone  convexe,  à  Texclusion  seu- 
lement du  quadrilatère  et  du  triangle.  Il  est  clair  que  le  procédé 
alterné  nous  permet  de  considérer  ces  deux  cas.  Soit,  en  effet,  le 
triangle  abc  {Jtg.  1 1).  Nous  pouvons  tracer  le  pentagone  ca^yo 

Fig.  II. 


et  le  pentagone  ab^'^'oi'.  Pour  ces  deux  pentagones,  on  peut  ré- 
soudre le  problème,  et  par  suite  le  procédé  alterné  nous  conduira, 
en  prenant  ces  deux  polygones,  au  triangle  abc. 

Montrons  maintenant  que  le  problème  pourra  être  résolu  pour 
tout  polygone,  qu'il  soit  ou  non  convexe.  Il  suffira  de  prendre  le 
quadrilatère  concave  abcd  (/ig*  12);  en  prolongeant  ad  el  de 
nous  avons  les  deux  triangles  aba'  el  bcd',  et,  par  suite,  nous  pou- 
vons passer,  à  l'aide  de  ces  deux  triangles,  au  quadrilatère  abcd. 
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Il  est  inutile  d'insister  pour  montrer  que,  dans  un  polygone  ajant 
un  certain  nombre  n  d^angles  rentrants,  on  |>eut  résoudre  le  pro- 


Fig. 


blême  si  Ton  suppose  qu^il  ait  été  résolu  pour  un  polygone  ayant 
seulement  n  —  i  angles  rentrants. 

En  définitive,  nous  savons  maintenant  résoudre  le  problème  de 
Dirichlet /?oar  une  aire  limitée  par  une  ou  plusieurs  ligties  po- 
lygonales fermées  absolument  quelconques.  Pour  le  cas  des 
aires  limitées  par  plus  d'une  ligne  polygonale,  on  emploiera  des 
lignes  droites  comme  coupures  /?i/i,  pq  du  paragraphe  précédent. 
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CHAPITRE  IV. 

MÉTHODE  DE  M.  POINCARÉ  POUR  LA  SOLUTION 
DU   PRORLÈME  DE  DIRICHLET. 


I.  Propriétés  fondamentales  du  potentiel  logarithmique. 

i.  Avant  d'exposer  la  mélhode  de  M.  Poincaré,  nous  devons 
faire  connaître  les  propriétés  fondamentales  de  la  fonction  connue 
sous  le  nom  A^  potentiel  logarithmique. 

Le  potentiel  logarithmique  est,  pour  le  cas  du  plan,  Tanalogue 
du  potentiel  ordinaire  que  nous  avons  étudié  au  Tome  I  pour  le 
cas  de  Tespace.  Dans  l'espace,  la  loi  de  l'attraction  était  la  loi  de 
la  raison  inverse  du  carré  delà  distance.  Dans  le  plan,  on  suppose 
<|ue  les  points  s'attirent  en  raison  inverse  de  la  distance  :  les 
composantes  de  l'attraction  exercée  par  un  point  A  (a,  b)  de 
masse  m  sur  un  point  M  {x^  y)  de  masse  w/i,  seront  alors 

m{a~x)  m(b—y) 

\  = 9  1    =    ; > 

OÙ  /'^  =  (.r  —  a)'^ -^-  (^  —  6)2.  En  posant 

V  =  /?î  los:  -  f 
r 


on  aura 


A  =  -—  >  I    =    -— , 

ox  Oy 


cl  V  sera  dit  le  potentiel  logarithmique. 

Si  l'on  a  des  masses  remplissant  d'une  manière  continue  une 
certaine  aire,  avec   une  densité  p   fonction   continue  de  (a,  6), 
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on  a 

T)orfarfb  \  _     C   C  H>  —  y)?€iadb 


^^yyu-x^^^A^*,       Y  =  //'i 


t 


les  intégrales  étant  étendues  aux  masses  agissantes.  Dans  tout 
ce  qui  suit,  p  sera  une  quantité  essentiellement  positive,  comme 
nous  Tavons  d'ailleurs  supposé  dans  la  théorie  de  l'attraction  pour 
le  cas  de  Tespace.  Le  potentiel  V  sera  défini  par  Tintégraie  double 

V=    r  fp[oç;^-ciadb, 

2.  L'élude  de  celte  fonction  V  est  entièrement  semblable  à 
l'étude  de  la  fonction  désignée  par  la  même  lettre,  que  nous 
avons  étudiée  au  Tome  [  (p.  177  et  suiv.).  Nous  ne  croyons  pas 
uiile  d'insister  sur  les  démonstrations,  et  il  nous  suffira  d'énoncer 
les  résultats. 

Le  potentiel  logarithmique  est  une  fonction  continue  de  x  et  y 
dans  tout  le  plan,  ainsi  que  ses  dérivées  partielles  du  premier 
ordre,  et  l'on  a  pour  tout  point  (x,^) 

Ojt  oy 

L'élude  des  dérivées  secondes  se  fait  (voir  loc.  cit,)  en  suppo- 
sant que  p  ail  des  dérivées  partielles  du  premier  ordre  pour  tous 
les  points  intérieurs  à  la  masse. 

Des  raisonnements  analogues  montrent  encore  que  les  dérivées 
secondes  sont  aussi  continues  à  l'intérieur  et  à  Textérieur  des 
masses  agissantes,  mais  elles  sont  discontinues  pour  la  courbe  de 
séparation. 

Pour  tout  point  extérieur  aux  niasses,  la  fonction  V^  est  harmo- 
nique; pour  tout  point  (^x,  y)  intérieur,  on  a,  au  contraire, 

AV  -_aT:p, 

p  désignant  la  densité  au  point  [x,  y). 

Ajoutons  que  la  fonction  V  ne  s'annule  pas  à  Tinfini  et  qu'elle 
peut  avoir  un  signe  quelconque;  ces  deux  circonstances  sont  fort 
importantes  eU  dans  les  applications,  elles  rendent  souvent  plus 
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difficiles  les  questions  concernant  le  cas  de  deux  dimensions.  En 
effel,  pour  l'espace,  V  est  toujours  positif  et  s'annule  à  l'infini. 

3.  Nous  venons  de  considérer  le  cas  où  la  distribution  des 
masses  est  superficielle  ;  nous  aurons  à  considérer  tout  à  l'heure  des 
masses  dont  la  distribution  est  linéaire,  de  telle  sorte  qu'on  a  alors 


v=ypiog!-y5, 


l'intégrale  étatil  étendue  à  la  courbe  sur  laquelle  est  étalée  la 
couche  attirante  de  densité  linéaire  o.  Dans  ce  cas  V  est  encore 
une  fonction  continue  dans  tout  le  plan,  maïs  les  dérivées  du  pre- 
mier ordre  éprouvent  une  discontinuité  en  traversant  les  courbes 
attirantes.  C'est  ce  que  nous  avons  rencontré  pour  les  surfaces 
attirantes  (t.  I,  p.  191);  les  démonstrations  sont  entièrement  ana- 
logues dans  les  deux  cas. 

•4.  Développons  davantage  deux  propriétés  du  potentiel  loga- 
rithmique qui  vont  jouer  un  rôle  essentiel  dans  la  méthode  de 
M.  Poincaré. 

La  première  est  relative  à  la  substitution  aux  points  attirants  à 
l'intérieur  d'un  cercle  d'une  couche  linéaire  placée  sur  sa  circon- 
férence. 

Soient  un  cercle  de  centre  O  et  de  ravon  K,  A  un  point  exté- 
rieur et  P  un  point  intérieur. 

La  quantité  logxp'  dans  laquelle  nous  considérons  le  point  A 

comme  fixe  et  P  comme  variable,  est  une  fonction  des  coordonnées 
de  P,  harmonique  dans  tout  le  cercle.  En  tout  point  M  de  la  cir- 
conférence, elle  prend  la  valeur  log  Y%i"  O"  aura  donc 

^^      -'  ^^*  2-R.MF 

diaprés  la  formule  de  Poisson  qui  résout  le  problème  de  Dirichlet 
pour  le  cas  du  cercle.  Nous  savons,  d'autre  part,  d'après  la  même 
formule,  que 
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Des  formules  (i)  et  ( ->.  <  on  concliil  le  fait  suivant  : 

Si  Ton  a  sur  la  circonférence  une  couche  attirante  dont  la  den- 
sité, en  chaque  point  M,  est  la  quantité  positive 


27:R.SlP* 


la  masse  totale  de  cette  couche  sera  égale  à  Tunité  [d'après  la 
formule  (2)],  et  le  potentiel  de  cette  couche,  sur  un  point  exté- 
rieur A,  sera  le  même  que  si  toute  la  masse  était  concentrée  en  P. 
Cherchons  maintenant  ce  que  devient  le  potentiel  de  la  couche 
quand  le  point  A  est  intérieur  au  cercle.  Le  potentiel  est  toujours 
donné  par  la  même  intégrale,  mais  l'égalité  (1)  n'a  pas  lieu  quand 
A  est  intérieur;  elle  a  encore  lieu  quand  A  est  sur  la  circonfé- 
rence, à  cause  de  la  continuité  du  potentiel.  Or,  la  différence 


,        I  r,         I     RJ_OP* 


2  7:R.MP 

est  une  fonction  harmonique  des  coordonnées  de  A;  elle  est  con- 
tinue à  l'intérieur  de  la  circonférence  sauf  quand  A  est  en  P,  et 
dans  ce  cas  elle  est  égale  k  -{-00.  Étant  nulle  sur  la  circonférence, 
elle  sera  donc  positive  pour  tous  les  points  de  l'intérieur.  On  a 
donc,  en  tout  point  A  intérieur, 


/ 


^'^^  7.-H.MP  '^* 


Nous  avons  donc  démontré  le  théorème  suivant  :  Quand  une 
masse  égale  à  Tunité  est  placée  en  un  point  P  de  l'intérieur  d'un 
cercle,  si  l'on  répartit  celle  masse  sur  toute  la  circonférence,  de 
manière  que  la  densité  en  un  point  quelconque  M  de  celle-ci  soit 
inversement  proportionnelle  au  carré  de  MP,  /a  couche  circulaire 
ainsi  obtenue  aura  même  potentiel  que  la  masse  primitive  en 
tout  point  extérieur  et  un  potentiel  plus  petit  en  tout  point 
intérieur. 

Si,  au  lieu  d'un  seul  point,  on  en  a  plusieurs  ou  bien  une 
couche,  soit  linéaire,  soit  superficielle,  on  pourra  substituer  aux 
points  attirants  à  l'intérieur  du  cercle  une  couche  linéaire  placée 
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sur  sa  circonférence;  celle  couche  aura  même  polenliel  pour  les 
points  extérieurs  et  un  potentiel  plus  petit  pour  les  points  inté- 
rieurs. 

o.  La  seconde  propriété  que  nous  avons  à  développer  est  rela- 
tive à  la  moyenne  du  potentiel  logarithmique  le  long  d'une  cir- 
conférence. 

Soit  une  circonférence  C  de  centre  O  et  de  rayon  R;  si  un 
point  attirant  P  est  extérieur  à  la  circonférence,  le  potentid 

\  —  m  log  -1 

r  désignant  la  distance  de  {x^  y)  à  P,  sera  harmonique  et  continue 
dans  C,  et  par  conséquent,  d'après  un  théorème  établi  au  début 
de  l'étude  des  fonctions  harmoniques,  la  moyenne  de  V  sur  le 
cercle,  c'est-à-dire 

sera  égale  à  la  valeur  au  centre,  c'est-à-dire  à  /wlogr^p-  On  a 
donc 

OIL.V  =  m  log  jyp  (Ole  .V^  =  moyenne  de  V  sur  la  circonférence). 

Si  le  point  attirant  P  esta  l'intérieur  de  la  circonférence,  cette 
formule  n'est  plus  applicable.  Pour  obtenir  la  moyenne  de  V, 
nous  procéderons  de  la  manière  suivante  :  décrivons  des  points  O 

Fig.   i3. 
CD 


et  P  des  circonférences  V  et  F  de  rayons  -f  et  y,  suffisamment 
petits  pour  qu'elles  soient  intérieures  à  C  et  extérieures  l'une  par 
rapport  à  l'autre,  et   désignons   par  r'  la  distance  du  point  attiré 

M(jr,^)  au  point  0(y?^.  i3).   On  a,  en  posant  V'=  m  log —^  et 
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en  appliquant  la  formule   de  Green  à  la  surface  limitée   par  les 
trois  courbes  G,  F  et  F', 

les  dérivées  étant  prises  suivant  les  normales  aux  courbes  géomé- 
triques. 

Les  deux  intégrales  qui  forment  le  second  membre  de  celle 
égalité  sont  égales  et  <le  signe  contraire,  car,  puisque  la  grandeur 
du  rayon  de  la  circonférence  sur  laquelle  on  intègre  est  indiffé- 
rente, on  passe  de  Tune  à  Taulre  en  permutant  r  et  /•'  et  en  chan- 
geant le  signe.  On  a  donc 

^  R  ,/,  dn  R  J^ 

J^,  dn  J\^  df^       "~ 

m  log  ^^  iT.  —  ^^  J  \  ds  =  o 


ou 

V/V 
Y. 
D'autre  part,  on  a 

rd\'  .        rd\  . 

^j,  an  ^p  an 

donc 


ou 


0\-i\  =  m\o<;^' 


D'une  manière  générale,  en  désignant  par  m  les  masses  exté- 
rieures et  par  [jl  les  masses  intérieures,  on  aura 


OU  V 


=  y^//iIop;i-^logl2{i, 


/•  désignant  la  distance  du  point  de  niasse  m  au  centre  de  la  cir- 
conférence. On  a  supposé  les  masses  isolées;  la  formule  s'étend 
d'elle-même  à  des  masses  continues,  linéaires  ou  superficielles,  et 
elle  conserve  sa  signification  si   les  masses  attirantes  rencontrent 
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la  circonférence  C  :  les  sommes  N  sont,  bien  enlendti,  à  rem- 
placer par  des  intégrales. 

6.  De  celle  valeur  de  la  moyenne,  on  conclut  que  le  potentiel 
logarithmique  V  provenant  de  masses positii'es  n'est  pas  suscep- 
tible de  minimum.  Il  suffit  pour  cela  de  démontrer  que,  quel  que 
soit  le  point  B considéré  sur  le  plan,  on  ne  peut  avoir 

V>V„, 

pour  tout  point  d'un  cercle,  concentrique  au  point  B,  ayant  un 
rayon  R  assez  petit.  On  a,  en  effet,  les  notations  étant  les  mêmes 
que  précédemment, 

d'autre  part, 

Vb  =2 m  log  j  -f-^  a  log  y 

d'où,  en  retranchant, 

Or  log^  est  négatif,  les  masses  [jl  sont  positives,  donc 

et  ceci   est  en  contradiction  avec   l'hypothèse  du  minimum  qui 

entraînerait 

Dn\>  Vb. 

Plus  généralement,  on  pourrait  démontrer  que,  quel  que  soit 
le  signe  des  masses  superficielles  attirantes,  la  fonction  V  n'est 
pas  susceptible  de  minimum  dans  les  régions  du  plan  qui  appar- 
tiennent à  des  masses  positives  et  qu'elle  n'est  pas  susceptible  de 
maximum  danbles  régions  du  plan  qui  appartiennent  à  des  masses 
négatives. 

7.  Terminons  par  une  dernière  remarque  qui  trouvera  aussi 
son  application.  Supposons  tracé  sur  le  plan  un  contour  simple 
ou  multiple  pour  lequel  on  sache  résoudre  le  problème  de  Dirichlet, 
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la  fonction  V  étant  d'ailleurs  supposée  provenir  uniquement  de 
masses  positives.  Désignons  parw  la  fonction,  harmonique  à  l'in- 
térieur du  contour,  et  qui  prend  sur  ce  contour  les  mêmes  %'aleurs 
que  V.  Comme,  pour  tout  point  intérieur  B,  on  a  OHco^co^, 
il  en  résulte  que  la  fonction  V  —  o)  n'est  pas  susceptible  de 
minimum;  or  elle  est  nulle  sur  le  contour  :  donc  elle  est  positive 
àTintérieur. 

II.  —  Méthode  de  M.  Poincaré  (  1  ). 

8.  Nous  parlons  d'une  aire  quelconque  S  limitée  par  un  ou 
plusieurs  contours  s.  Je  dis  tout  d'abord  que  /'o/j  peut  toujours 
trouKcr  des  cercles  C/  tout  entiers  intérieurs  ù  S,/ormani  une 
suite  indéfinie  à  indices  entiers  positifs 

^i>    Gj C,i,     . . ., 

et  tels  que  tout  point  intérieur  à  S  soit  intérieur  au  moins  à 

lUin  de  ces  cercles. 

Pour  le  faire  voir,  considérons  dans  S  une  région  R  dont  tous 

les  points  soient  à  une  distance  de  ^  supérieure  à  une  quantité  0. 

Soit  0'  une  longueur  plus  petite  que  0;  traçons  une  série  de  parai- 

ô' 
lèles  aux  axes  de  coordonnées,  avant  entre  elles  la  distance --r- 

INous  formons  ainsi  une  infinité  de  carrés  dont  la  diagonale  est  0'. 
Nous  ne  retiendrons  parmi  eux  que  ceux  qui  sont  en  totalité  ou 
en  partie  intérieurs  à  R  :  soit  n  le  nombre  de  ces  carrés.  Tout 
point  de  R  est  alors  intérieure  un  de  ces  n  carrés  ou  sur  son  con- 
tour. Ceux  mêmes  de  ces  carrés  qui  sont  partiellement  extérieurs 
à  R  sont  encore  intérieurs  ù  S,  puisque  leur  plus  grande  dimen- 
sion 0'  est  inférieure  à  0. 


C)  M.  Poincaré  a  (!é\eloppé  sa  niéllioile  dans  son  Mémoire  de  VAmerican 
Journal  0/  Mathematics  (l.  1\  )  en  ronsidéranl  le  cas  de  l'espace  à  trois  dimen- 
sions. Pour  le  principe  de  la  méthode,  il  n\\  a  aucune  diflerence  entre  le  cas  de 
l'espace  et  celui  du  plan;  il  n'en  est  pas  tout  à  fait  de  même  des  démonstra- 
tions qui  doivent  être  assez  notablement  modifiées.  Dans  sa  Thèse  M.  Paraf 
a  exposé,  pour  le  plan,  la  méthode  de  M.  Poincaré;  nous  avons  tiré  grand  parti, 
pour  notre  rédaction,  de  ce  travail  fail  avec  beaucoup  de  soin. 
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Soient  O,,  O2,  ..,  0,i  les  centres  de  ces  carrés  :  de  chacun  de  ces 

points  comme  centre,  avec  un  rayon  intermédiaire  entre  -  et  -  , 

décrivons  une  circonférence.  Chaque  carré  est  alors  tout  entier 
intérieur  au  cercle  correspondant,  lequel  est  toujours  intérieur 
à  S;  chaque  point  de  R  est  alors  intérieur  à  l'un  de  ces  n  cercles. 
Imaginons  alors  une  série  de  longueurs  S»,  02, S„,  . . .  décrois- 
sant et  tendant  vers  zéro.  Appelons  Ro  la  région  formée  par  Ten- 
senible  des  points  de  S  dont  la  distance  à  s  est  supérieure  à  8|, 
puis,  d'une  manière  générale,  appelons  R/  l'ensemble  des  points 
de  S  dont  la  distance  ks  est  comprise  entre  S/  et  o/^|.  Ces  diverses 
régions  ne  seront  d'ailleurs  pas  nécessairement  connexes,  mais 
cela  n*esl  pas  utile.  Construisons  dans  Rq  les  cercles 

Cl,      Cj,       .  .  .  ,       On^t 

comme  plus  haut,  puis  dans  R|  les  cercles 

et  ainsi  de  suite  indéfiniment.  L'ensemble  de  tous  ces  cercles 
forme  une  suite 

Cj,    Cj,    . . . ,    c„,    . . . , 

qui  remplit  manifestement  les  conditions  énoncées. 

9.  Après  avoir  construit  dans  S  la  famille  des  courbes  C/,  tra- 
çons encore  une  courbe  fermée  L  qui  contienne  dans  son  intérieur 
l'aire  S;  nous  pouvons  supposer  que  ce  soit  une  circonférence  L 
d'un  rajon  suffisamment  grand.  Désignons  par  T  la  partie  du 
plan  intérieure  à  L. 

On  se  donne  par  hypothèse  sur  la  courbe  »ç,  qui  limite  S,  une 
succession  continue  U  de  valeurs. 

Admettons  que  l'on  puisse  trouver  une  fonction  Vo(^,  jk)» 
continue  ainsi  que  ses  dérivées  partielles  des  trois  premiers  ordres 
dans  T,  et  se  réduisant  à  U  sur  5.  C'est  en  partant  de  cette  fonction 
Vo  (  J^îJK)»  prise  en  quelque  sorte  comme  première  approxima- 
tion, que  nous  voulons  arriver  à  la  solution  du  problème  de  Di- 
richlet. 

Supposons  d'abord  que  AVq  soit  constamment  négatif  dans  T. 
P.  —  II.  7 
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Si  alors  on  pose 

AVo 
--^^^^ 

p  sera  une  fonction  positive  dans  T.  Imaginons  une  masse  répan- 
due d^une  manière  continue  sur  T  et  dont  la  densité  en  chaque 
point  soit  justement  la  fonction  p.  Cette  masse  aura  un  poten* 
liel  Wo,  et  l'on  aura  dans  toute  la  région  T 

AWo  =  — Aie?  =  AVo,         donc     A(W„-- Vo)  =  o. 

La  différence  W©  — Vocst  donc  une  fonction  harmonique;  elle  est 

parfaitement  déterminée,   puisque  nous  connaissons  W©  et  V© 

pour  tous  les  points  de  T.  En  posant  Wo —  Vo=  6,  on  aura  sur 

le  contour  s 

0  =  Wo-U, 

et  la  fonction  0  sera  harmonique. 

Les  masses  qui  donnent  naissance  au  potentiel  W©  sont  toutes 
positives,  et  une  partie  d'entre  elles  est  intérieure  à  S.  Envisa- 
geons en  particulier  celles  qui  sont  intérieures  au  cercle  C/;  nous 
avons  appris  à  former  sur  le  cercle  une  couche  équivalente  à  ces 
masses.  Ayant  à  répéter  souvent  cetle  opération,  nous  l'appelle- 
rons, pour  abréger,  le  balayage  du  cercle  G|.  On  peut  dire  alors 
que  le  balajage  du  cercle  C|  ne  change  pas  le  potentiel  en  un  point 
quelconcjue  extérieur  à  Q,  mais  le  diminue  en  tout  point  intérieur. 
Cette  opération  n'introduit  d'ailleurs  jamais  de  masses  négatives. 

Balayons  d'abord  succcssiveuienl  tous  les  cercles,  dans  un  ordre 
tel  que  chacun  d'eux  soit  balayé  un  nombre  infini  de  fois.  Il  siif-^ 
(ira  pour  cela  de  les  balayer  dans  l'ordre 

I,    '?.j     I,     •?.,    3,     I,     2,    3,     4»     •••   : 

on  ne  tiendra  aucun  compte  de  ceux  qui  ne  contiendront  plus 
aucune  masse  quand  viendra  leur  tour  d'être  balayé. 

Appelons  enfin  W;t  ce  (jue  devient  le  potentiel  après  la  A***'"*  opé- 
ration ;  nous  allons  comparer  entre  elles  les  valeurs  des  différentes 
fonctions  W^  en  un  même  point  A  de  T  et  démontrer  qu'en  cha- 
cun de  ces  points  W^  tend  vers  une  valeur  déterminée. 

10.  Il  est  évident  que,  si  A  est  extérieur  au  cercle  balayé  à  la 
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fçivme  opération,  on  aura 
Dans  le  cas  contraire,  on  aura 

Donc,  dans  tous  les  cas, 

et  remarquons  que,  pour  tous  les  points  à  l'extérieur  de  S,  on  a 

W^=VVo. 

Ainsi  Wa  ne  va  jamais  en  croissant  quand  l'indice  augmente. 
D'autre  part,  en  vertu  de  la  propriété  du  potentiel  logarithmique 
dû  à  des  masses  positives,  établie  au  §  7,  Wa  est,  en  chaque 
point,  supérieur  à  la  valeur  de  la  fonction  harmonique  w,  qui 
prend  sur  la  circonférence  T,  ou  sur  toute  autre  circonférence 
comprenant  S  à  son  intérieur,  les  mêmes  valeurs  que  Wo.  Donc 
Wa  tend  vers  une  limite  bien  déterminée  W  en  chaque  point  A 
de  T. 

H.  Nous  allons  démontrer  maintenant  que  cette  limite  W, 
bien  déterminée  en  chaque  point  A  de  S,  tend  vers 


quand  A  tend  vers  le  point  <t  du  contour  (*  ).  La  même  propriété 
(§  7)  va  encore  nous  servir.  Nous  allons  considérer  comme  résolu 
le  problème  de  Dirichlet  dans  le  cas  d'un  contour  formé  de  deux 
circonférences  concentriques  et  dans  celui  d'un  contour  formé 
par  une  ellipse  et  la  portion  de  droite  qui  unit  les  deux  foyers, 
considérée  comme  droite  double  (-). 


(^)  La  démonstration  dans  le  cas  de  Tespace  est  beaucoup  plus  simple  que 
dans  le  cas  du  plan  et  Ton  n'a  pas  besoin  d'employer  les  artifices  auxquels  nous 
avons  dû  recourir. 

(^)  Le  cas  de  deux  cercles  sera  traité  à  la  fin  de  ce  Chapitre  et  le  cas  de  deux 
ellipses  homofocales  au  Chapitre  X. 
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Cela  posé,  considérons  d^abord  les  points  <t  du  contour  5  qui 
admettent  une  tangente  bien  déterminée.  Nous  pouvons  conslruîre 
un  premier  cercle  tangent  en  <t  au  contour  s  et  tout  entier  exté- 
rieur à  S,  et  ensuite  un  second  cercle  concentrique  au  premier, 
contenu  tout  entier  dans  T  et  comprenant  S  à  son  intérieur,  ce 
qui  est  possible,  si  la  région  T  a  été  prise  assez  grande  et  si  le 
ra^'on  du  premier  cercle  est  assez  petit.  Soit  co  la  l'onction  har- 
monique entre  les  deux  cercles,  et  prenant  sur  ces  cercles  les 
mêmes  valeurs  que  Wo,  on  aura,  pour  tout  point  A  de  S, 

Wa  >  W  ê  w. 

Imaginons  maintenant  que  le  point  A  tende  vers  a;  W»  et  o> 
tendent  tous  deux  vers  la  valeur  de  Wo  en  t  :  donc  W  tend  aussi 
vers  celte  valeur,  qui  est 

(3)  V^-^%. 

Lorsque  la  tangente  en  o-  est  complètement  extérieure  à  S,  nous 
aurions  pu,  au  lieu  des  deux  circonférences  précédentes,  n'en 
considérer  qu'une  tangente  en  7  à  5  et  comprenant  S  à  son  inté- 
rieur, et  cette  construction  s'applique  même  au  cas  oti  le  point  a- 
serait  une  pointe,  pourvu  qu'on  puisse,  par  ce  point,  mener  une 
droite  complètement  extérieure  à  S. 

En  général,  lorsque  le  point  t  est  une  pointe,  telle  que  A,  par 
exemple  {Jlg-  i4)i  on  ne  pourra  pas  tracer  toujours  une  ou  deux 


circonférences,  remplissant  les  conditions  précédentes,  mais  si 
Ton  peut  mener  par  A  un  petit  segment  de  droite  AA'  extérieur  à 
l'aire  S,  on  prendra  alors  pour  déterminer  w  le  contour  formé 
par  une  ellipse  extérieure  à  S,  ajant  pour  foyers  A  et  A',  et  par 
la  portion  de  droite  AA'  considérée  comme  droite  double. 

La  méthode  précédente  ne  s'appliquerait  pas  si   Ton   avait  au 
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point  A  une  poinle  rentrante  formant  un  rebroussement  de  seconde 
espèce.  Une  discussion  plus  approfondie  est  alors  nécessaire;  ou 
la  trouvera  dans  le  travail  déjà  cité  de  M.  Paraf. 

12.  Nous  avons  constaté  dans  les  paragraphes  précédents  Texis- 
tence  d'une  fonction  W(x,  r)  définie  dans  Tinlérieur  de  S,  et 
tendant  vers  l'expression  (3)  quand  le  point  (^,  J^)  se  rapproche 
d'un  point  quelconque  o*  du  contour.  Nous  allons  maintenant  éta- 
blir que  cette  fonction  est  harmonique. 

Envisageons  un  des  cercles  Ca  par  exemple,  et  supposons  que 
ce  cercle  soit  balayé  aux  opérations  ai,  aa,  . . .,  a,,,  ....  Après  cha- 
cune de  ces  opérations,  le  cercle  Ca  ne  contient  plus  aucune  masse. 
On  a  donc  à  l'intérieur  de  ce  cercle 

AWa,=  o; 
or  les  fonctions 

Wa.,     Wa,,      ...,     Wa„,      ... 

sont  des  fonctions  harmoniques  décroissantes,  et  ayant  W  pour 
limite.  La  série 

W«.4-(\V«,-W«,)^-...-i-fWa,.-Wa,_.)H-... 

a  donc  tous  ses  termes  positifs,  sauf  peut-être  le  premier.  Tous 
ces  termes  sont  harmoniques,  et  la  série  converge  évidemment. 
Elle  définit  donc  une  fonction  harmonique  dans  C^,  d'après  le 
théorème  de  Harnack  (Chap.  Il,  §  6);  or  la  limite  de  la  série 
étant  W,  il  en  résulte  que  cette  fonction  est  harmonique  dans  Ca 
et,  par  suite,  dans  toute  Taire  S. 
Si  Ton  forme  alors  la  fonction 

W-0, 

on  aura  une  fonction  harmonique  dans  S  et  prenant  la  va- 
leur U  sur  le  contour  s.  Le  problème  de  Dirichlet  est  donc 
résolu. 

Dans  la  méthode  précédente,  on  part  d'une  fonction  quel- 
conque Wo,  assujettie  seulement  à  prendre  les  valeurs  données  sur 
le  contour.  Nous  avons  dû  faire  quelques  restrictions  sur  cette 
fonction;  nous  allons  les  lever  dans  un  moment.  Mais  on  voit  dès 
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maintenanl  combien  la  méthode  de  M.  Poincaré  esl  originale. 
Tandis  que,  dans  la  méthode  de  Neumann  el  de  Schwarz,  on 
part  toujours  d'une  fonction  harmonique,  et  que  les  approxima- 
tions successives,  qui  doivent  faire  approcher  de  plus  en  plus  delà 
fonction  cherchée,  sont  toujours  des  fonctions  harmoniques,  il  en 
est  tout  autrement  chez  M.  Poincaré.  Ici,  on  part  d'une  fonction 
quelconque,  prenant  les  valeurs  données  sur  le  contour,  et  l'on 
forme  une  succession  de  fonctions  qui  ne  sont  pas  .harmoniques 
dans  toute  Taire  S;  c'est  seulement  leur  limite  qui  donne  une 
fonction  harmonique  dans  cette  aire  tout  entière. 

13.  On  a  supposé,  dans  la  démonstration  précédente,  que  AVe 
conserverait  un  signe  constant.  S'il  en  était  autrement,  on  pour- 
rait toujours  partager  T  en  deux  régions  T,  et  T2,  la  première  con- 
tenant tous  les  points  pour  lesquels ;-—  est  positif,  la  deuxième 

tous  ceux  pour  lesquels  la  même  quantité  est  négative.   Driinis- 
sons  alors  des  fonctions  pi  et  02  par  les  conditions  suivantes 

pi  —  p  dans  Ti,         p,  —      o  dans  T*, 
pj=o  dans  Tj,         p,  —    -p  dans  Tj. 

Ces  deux  fonctions  sont  continues  dans  toute  l'étendue  de  T, 
et  elles  sont  positives  ou  nulles.  De  plus,  on  a 

P  =  ?i  — ?î' 

Considérons  alors  deux  systèmes  de  masses  ayant  des  densités 
pi  «t  P2;  elles  engendreront  deux  potentiels  W^  et  WJ,  qui,  dans 
toute  l'étendue  de  T,  donneront  lieu  aux  relations 


Donc 


•ir 


=  pi-  ?î=p 


et,  par  suite*, 
On  a  donc 


A(NVl-\Vî-     V,i--o. 

WJ-Wî-Vo---0, 

6  étant  harmonique  dans  T  el   complètement  connu.  Les  raison- 
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nemenls  précédents  s'appliquent  aux  deux  fonctions  WJ  et  WJ. 
Elles  engendrent  respectivement  deux  fonctions  W*  et  W*  har- 
moniques dans  S  et  prenant  sur  le  contour  les  mêmes  valeurs  que 
W^  et  WJ.  La  fonction  W* — W- —  8  résout  donc  le  problème. 

14.  La  méthode  qu'on  vient  de  lire  suppose  qu'on  a  déterminé 
une  fonction  Vo(a:,  ^),  continue  dans  T,  ainsi  que  ses  dérivées 
partielles  des  trois  premiers  ordres,  et  prenant  sur  la  courbe  s 
la  succession  continue  donnée  des  valeurs  représentée  par  U.  On 
pourra  évidemment,  pour  une  infinité  de  fonctions  U  surs,  trouver 
une  fonction  Vo(x,j^)  satisfaisant  aux  conditions  requises.  Tou- 
tefois, certaines  conditions  seront  nécessaires  :  ainsi  U  devra  sur 
le  contour  admettre  aussi  des  dérivées  des  trois  premiers  ordres. 
Si  donc  on  ne  veut  faire  sur  U  d'autres  hypothèses  que  la  conti- 
nuité, il  est  indispensable  de  compléter  la  méthode. 

15.  Examinons  donc  le  cas  général  où  la  succession  donnée 
des  valeurs  U  sur  s  satisfait  à  Tunique  condition  d'être  continue. 
M.  Paraf  a  montré  de  la  manière  suivante  que  ce  cas  général 
pouvait  être  ramené  au  cas  particulier  que  nous  venons  de 
traiter. 

On  peut  toujours,  et  d'une  infinité  de  manières,  construire  une 

fonction  ^(^,jk)ï  continue  dans  la  région  T  et  prenant  sur  s  les 

valeurs  données  U.  Ceci  fait,  nous  allons  construire  une  infinité 

de  polynômes 

Fi,    Fj,     ...,     F«,     ..., 

croissant   et   tendant  uniformément    vers  A    dans   la   région   T. 

Appelons 

U„    U„     ...,    U«,     ... 

les  valeurs  de  ces  polynômes  sur  s;  ces  fonctions  U/i  sont  crois- 
santes et  tendent  uniformément  vers  U.  Sachant  résoudre  main- 
tenant le  problème  de  Dirichlet  pour  chacune  des  valeurs 

U„     U, U„,     ..., 

données  sur  le  contour,  nous  aurons  une  suite  de  fonctions  har- 
moniques dans  S 

V         V  Y 
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Nous  monirerons  que  ces  fonctions  V,,  tendent  vers  une  limite  V 
qui  est  la  fonction  cherchée. 

16.  D'après  ce  que  nous  avons  démontré  (t.  I,  p.  279),  on  peut 
toujours  trouver  un  poljnome  F(x,y)  qui  représente,  avec  une 
erreur  moindre  qu*un  nombre  e  donné  à  l'avance,  une  fonction 
^(^f  JK))  arbitrairement  définie  dans  une  aire  T  et  assujettie  à  la 
seule  condition  d'être  continue. 

Soit  ^(^1^)  une  telle  fonction  prenant  sur  s  la  succession  de 
valeurs  U;  nous  pouvons  la  supposer  positive;  car,  dans  la  solu- 
tion du  problème  de  Dirichlet,  on  peut  toujours  ajouter  une 
constante  à  U.  Désignons  par 

^i»    ^ï ^/i> 

une  succession  de  nombres  positifs  croissants,  tendant  vers  l'unité. 
On  suppose  que 

conditions  qui  peuvent  être  réalisées  d'une  infinité  de  manières, 

par  exemple  avec  A/=  i  —  — ^. 

Considérons  enfin  la  suite  des  fonctions  continues,  positi^'es, 
croissantes  et  tendant  vers  ^, 

^i't',      ^l'}',       ^/i'!^,       .-.• 

En  appelant  m  la  limite  inférieure  de  ^  dans  T,  je  construis  le 
polynôme  F|(.r,^^),  qui  représente  )./'i  avec  une  erreur  moindre 

que  70/m.  Ces  polynômes  F/  forment  une  suite  croissante,  car 

on  a 


donc 


>  0|//i  —  -  (  0,  -f-  0/,.,  )ni  —  -  in{li—  0|_H,  )  >  <», 
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et  cette  suite  croissante  tend  uniformément  vers  'i.  Si  donc  on 
appelle  U|  ia  valeur  de  F/  sur  5,  les  U|  forment  aussi  une  suilc 
croissante  tendant  uniformément  vers  U. 

Maintenant  nous  savons,  au  moyen  de  chaque  fonction  F{, 
construire  une  fonction  V/  harmonique  dans  S  et  se  réduisant 
à  U|  sur  s.  Ces  fonctions  V/  forment  une  suite  croissante,  puisque 
la  différence  V/_^, — V/  prend  sur  s  des  valeurs  positives;  d'ail- 
leurs V|  est  toujours  inférieur  à  la  limite  supérieure  M  de  'i, 
puisqu^il  en  est  de  même  de  U/. 

Les  fonctions  V/  ont  donc  une  limite  V;  je  dis  que  V  est  la 
fonction  cherchée.  Considérons  en  effet  la  série  convergente 

V  =  V,-(V,~V,)H-...-i-fV«-V„_,)H-.... 

Chaque  terme  de  ia  série  est  harmonique  dans  S,  et  le  terme 
général  V/,  —  V/,_|  tend  vers  U/,  —  Un-i  quand  le  point  mobile 
s'approche  du  contour.  D'ailleurs  la  série  de  ces  valeurs  sur  le 
contour  s 

U,H-(U,-U,)4-...-^(U«-U„_,)-+-... 

converge  uniformément  vers  U  sur  tout  le  contour;  donc,  d'après 
le  théorème  de  Harnack,  la  fonclion  V  est  harmonique  dans  S  et 
prend  la  valeur  U  sur  s, 

17.  Nous  terminerons  ce  Chapitre  par  l'examen  du  cas  parti- 
culier dont  nous  avons  eu  besoin  au  §  U,  où  le  contour  se  com- 
pose de  deux  cercles  concentriques. 

Soient  donc  C  et  C  les  deux  cercles,  R  et  R'  leurs  rajons,  r  et  y 
les  coordonnées  polaires  d'un  point  de  la  couronne 

R'>r>  R. 

Nous  voulons  trouver  une  l'onction  /(/*,  'f  ),  harmonique  dans  la 
couronne  (S\  se  réduisant  à  des  fonctions  données  U(cp)  sur  (C), 
V('^)  sur  (C'j,  quand  le  point  (/*,  '^)  tend  vers  C  ou  vers  CJ  par  un 
chemin  quelconque. 

Nous  supposerons  seulement  que  ces  deux  fonctions  de  o  satis- 
font aux  conditions  de  Dirichlet,  et  forment  sur  le  contour  une 
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suite  continue.  Nous  pouvons  donc  poser 


U(o 


?)  =  ao-h  2  ^/'i^?)' 


m=--l 


Mo)  =  OLl-^^\,„(r,). 


OÙ  Uni  et  V,„  désignent,  par  abréviation, 

U„i  =  a,;,  cos m  ^  -4-  p,«  sin  m o, 
V„,  =  a',„  cos  //i  o  -h  3',,,  sin  m  ;p, 

et  ces  deux  séries  sont  uniformément  convergentes  sur  les  con- 
tours respectifs  (C)  et  (C)  (t.  I,  p.  ^47)- 

Supposons  d^abord  que  les  valeurs  de  U  et  V  données  sur  les 
contours  G  et  C  se  réduisent  respectivement  à  i  et  o,  ou  à  o  et  i . 
La  solution  est  immédiate  :  ce  sont  les  fonctions  harmoniques 

,      R'  .      r 

—  W        ''        —TV' 
log^  log-^ 

Soit,  en  second  lieu,  coswcp  et  o,  ou  o  et  cosm^  les  valeurs 
de  U  et  V  données  sur  les  contours  C  et  G'.  Les  solutions  appa- 
raissent encore  d'elles-mêmes,  (le  sonl  les  fonctions  harmoniques 

m"-{w)"'         (i)"'-(}r 

En  remplaçant  cosm»  par  s'inm-f,  on  a  les  solutions  correspon- 
dantes aux  valeurs  o  et  sin//i»  sur  les  contours. 

Cela  posé,  la  solution  générale  va  s'obtenir  bien  facilement. 
Posons,  d'une  part, 

,      R'  /R'\"'      /  r\"> 

'""-,-  (-)  -(ïv)    ,,      , 

'^'"R  (h)    -(r'J 
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et,  d*autre  part, 

:<      ar-(-"r,, ,, 


/R;y"_  /R_y' 


on  obtient  ainsi  deux  suites  de  fonctions  harmoniques  dans  la  cou- 
ronne (S) 

Mo,       Ml,       Ml,        ...,       M//I,        ..., 
i'O,  i'i,  i'j,  t'//!,  ... 

Sur  le  contour  C,  la  série  des  valeurs  que  prennent  ces  deux 
suites  sont  respectivement  U(îp)  et  o;  et  sur  le  contour  G',  o 
etV('f). 

Donc,  en  appliquant  le  théorème  de  M.  Harnack  (Ghap.  II,  §  6), 
chacune  des  deux  séries 

a(r,  o)  =  I/o -h  Ml -H  Mj -H.  .  .-H  U,„-h.  .  ,, 

sera  uniformément  convergente  à  l'intérieur  de  l'aire  (S)  et  repré- 
sentera une  fonction  harmonique.  La  première  tend  vers  U(ç)  ou 
verso,  quand  le  point  (r,  cp)  se  rapproche  de  C  ou  G'  par  un 
chemin  quelconque.  La  seconde  tend  vers  o  ou  vers  V(cp)  dans  les 
mêmes  conditions. 

La  somme  de  ces  deux  séries 

/('•»?)    =    (  ï*0 -H   t^o)  -^   (  M,  -H   t^l  )    4-  ...  -t-   (  Il  „|  -t-   P;,|)  -^  ..    . 

répond  à  la  question  proposée.  G'est  une  fonction  harmonique 
uniformément  convergente  à  l'intérieur  de  (S)  et  qui  tend  vers 
U(cp)  ou  vers  V(îp),  suivant  que  le  point  (/•,  f  )  se  rapproche  de  G 
ou  de  G'. 

On  peut  lui  donner  encore  une  autre  forme  en  l'écrivant  de  la 
manière  suivante 


/('*,?)=  — ^,  Uolog—  -+-ailog^j 
logp-^ 

m=zm 

—  {k)  -[«') 
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et,  par  suiie, 


/('•,?)- 


1 


'rrhi^)  "'""'1 

•-^^''  m- -mi 


puisque  chacune  des  séries  sous  le  signe\^  est  évidemment  abso- 
lument convergente. 
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ETUDE   DIRECTE   DES   FONCTIONS   D'UNE   VARIABLE 
COMPLEXE. 


I.  —  Théorème  fondamental  de  Cauchy;  démonstration 
de  M.  Goursat. 

1.  Nous  avons,  au  Chapitre  1,  établi  les  théorèmes  fondamen- 
taux de  la  théorie  des  fonctions  anal^'tiques,  en  les  déduisant  des 
propriétés  générales  des  fonctions  harmoniques.  Nous  allons  re- 
prendre d'une  autre  manière  les  démonstrations,  en  insistant  sur 
les  hypothèses  qu'il  est  nécessaire  de  faire.  Pour  établir  que  l'inté- 
grale 


Jf{z)dz 


prise  le  long  d'un  contour  est  nulle,  nous  avons  supposé  que  la 
fonction  y( 5)  était  bien  déterminée  et  continue,  et  qu'elle  avait 
en  chaque  point  une  dérivée  bien  déterminée  et  aussi  continue. 
On  s'est  longtemps  demandé  si  l'hj'polhèse  relative  à  la  conti- 
nuité de  la  dérivée  était  nécessaire  pour  établir  le  théorème  fon- 
damental de  Cauchy.  On  doit  à  M.  Goursat  d'avoir  montré  quon 
pouvait  prendre  pour  point  de  départ  de  la  théorie  des  fonc- 
tions analytiques  la  seule  hypothèse  de  /'existence  de  la  déri- 
vée, sans  supposer  la  continuité  de  la  dérivée.  Nous  allons 
reproduire  la  démonstration  du  savant  géomètre  (*). 


(')  E.  Goursat,  Acta  mathematica,  Tome  IV,  et  Transactions  of  the  Ame^ 
rican  Society,  1900. 
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2.  Désignant  par  f{z)  noire  fonction  continue  et  bien  déter- 
minée, nous  allons  définir  d'abord  une  expression  qui  facilitera  le 
langage.  Soit  Â  une  portion  du  plan  limitée  par  un  contour 
fermé  C,  el  f{z)  une  fonction  continue  et  admettant  une  dérivée 
pour  chaque  point  de  Taire  A  et  du  contour  C;  soit,  d^autre  part, 
e  un  nombre  positif.  Nous  dirons  que  le  contour  C  satisfaU  à  la 
condition  (a)  relativement  au  nombre  e,  s'il  est  possible  de  trou- 
ver à  l'intérieur  ou  sur  le  contour  G  un  point  fixe  z'  tel  que  l'on  ait 

\f{z)^/{z')-{z^z')f'{z')\<\z-z'\z, 

lorsque  z  décrit  le  contour  C. 

Établissons  alors  le  lemme  préliminaire  suivant  : 

Soient  /(z)  une  Jonction  continue  et  admettant  une  déris^ée 
pour  tous  les  points  d^une  aire  A  limitée  par  un  contour 
fermé  C  et  de  ce  contour  lui-même,  et  t  un  nombre  positif 
arbitraire.  On  peut  toujours  décomposer  l'aire  A  en  parties 
assez  petites  pour  que  le  contour  de  chacune  de  ces  portions 
satisfasse  à  la  condition  (a)  relativement  au  nombre  e. 

Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  l'on  décompose  l'aire  A  en 
parties  plus  petites  par  deux  séries  de  droites  parallèles  à  l'axe 
réel,  d'une  part,  à  la  perpendiculaire,  d'autre  part,  la  distance  de 
deux  parallèles  voisines  étant  constante.  Admettons  que  la  décom- 
position  de  l'aire  A  en  parties  plus  petites  satisfaisant  à  la  condi- 
tion (a)  ne  soit  pas  possible,  il  y  aura  au  moins  une  des  aires 
partielles  A|  qui  n'y  satisfera  pas  non  plus.  En  subdivisant  cette 
aire  Aj  par  le  même  procédé,  on  en  déduira  une  aire  plus  petite  Aj, 
et  ainsi  de  suite.  Le  procédé  pouvant  se  continuer  indéfiniment, 
on  a  une  suite  d'aires 

A|,     Aj,     .  . .,     Art,     . . . 

dont  chacune  est  comprise  dans  la  précédente,  et  dont  les  deux 
dimensions  tendent  vers  zéro,  lorsque  n  augmente  indéfiniment. 
Il  Y  ^  donc  un  point  limite  ^o  inlérieur  à  A  ou  situé  sur  le  con- 
tour C.  Puisque,  par  hypothèse,  la  fonction /(:;)  admet  une  déri- 
vée f'{zo)  pour  z  :^- Zq,  on  peut  trouver  un  nombre  t^  tel  que 
Ton  ait 

\Az)  -/(^o)  -  (z-  z,)/'(z,)  \<\z-Zo\i, 
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pourvu  que 

I  s  — -o|  <  ^,. 

Soil  c  le  cercle  de  rayon  tj  décrit  du  point  Zq  comme  centre. 
A  partir  d'une  valeur  de  n  assez  grande,  Paire  A,,  sera  intérieure 
au  cercle  c,  et  l'on  aura  pour  tous  les  points  du  contour  de  Taire  A„ 

D'ailleurs  il  est  clair  que  le  point  Zq  est  à  l'intérieur  de  A„  ou  sur 
le  contour;  cette  aire  devrait  donc  satisfaire  à  la  condition  (a) 
relativement' à  s.  Nous  sommes,  par  conséquent,  conduit  à  une 
contradiction  en  admettant  que  le  lemme  n'est  pas  exact. 

3.  Ce  lemme  établi,  abordons  la  démonstration  du  théorème  de 
Cauchy.  Nous  partons  de  ce  fait  immédiat  que,  le  long  d'un 
contour  fermé  C,  les  deux  intégrales  (  *  ) 


Cdz    et      fzàz 


sont  nulles.  Etant  donné  alors  un  nombre  t,  nous  partageons, 
conformément  au  lemme,  l'aire  limitée  par  le  contour  C  en  aires 
partielles  répondant  à  la  condition  (a)  pour  le  nombre  s.  Ces  aires 
partielles  sont  de  deux  sortes  :  les  unes  sont  des  carrés,  les  autres 
sont  terminées  en  partie  par  des  lignes  droites,  en  partie  par  des 
arcs  du  contour  C. 


(')  La  chose  esl  évidente  pour  la  première  intégrale,  diaprés  la  définition  même 
de  rintégrale  définie.  Pour  la  seconde,  rappelons-nous  seulement  que  l'intégrale 
de  a  en  6  le  long  d^un  arc  V  est  la  limite,  soit  de  la  somme 

/(a)(z,-a)+/(c.)(c,-^,)--...-+-(6-cJ/(5j. 
soit  de  la  somme 


quand  5,,  iîj,  •••»  -s»   étant  sur  l'arc  T,  les  intervalles  a -s,,  ...,  -=,-=,^1,  ...,  z^i/ 
tendent  tous  vers  zéro,  n  augmentant  indéfiniment.  Or 

'-.('-.■4-1  —  '-,)  —  ^/Vi       -^Z""  '^i+i(-;+i~  --.  )• 
Donc 


2  r   zdz 
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Considérons  d'abord  un  carré,  on  aura  le  long  du  coolour 

jyj  élant  moindre  que  e,  et   ^  étant  le  point  correspondant  au 
lemine.  Donc,  le  long  du  périmètre  du  carré, 

Les  deux  premières  intégrales  sont  nulles;  quant  à  la  dernière,  sbn 
module  est  moindre  que 

en  désignant  par  /  le  côté  du  carré. 

Pour  la  partie  irréguliùre,  en  désignant   par  A  Tare  de  C  com- 
pris dans  le  carré,  le  module  de  l'intégrale 


/ 


r,{Z-X,)dz 


est  moindre,  comme  on  le  voit  de  suite,  que 

On  a  donc,  en  faisant  la  somme  de  toutes  les  intégrales  le  looç 
des  diverses  aires  partielles,  comme  valeur  de  l'intégrale  cherchée, 
une  expression  dont  le  module  est  moindre  (pie 

£v/a(4A-f-/î5;: 

dans  celle   expression  A   désigne^/-   pour  les  différents  carrés, 

c'esl-à-dire  la  somme  des  aires  de  ces  carrés,  il  est  donc  moindre 
qu'un  nombre  fixe  et  est  d'autant  plus  rapproché  de  Taire  limitée 
par  C  que  les  carrés  ont  un  coté  plus  petit;  quant  à  S,  c'est  le 
périmètre  de  C.  Or  s  a  été  pris  aussi  petit  que  l'on  veut;  il  en 
résulte  que 

/  /(c)  (iz  —  o, 
•A; 

c'est  le  théorènje  fondamental  de  Cauchv. 
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II.  —  Théorèmes  généraux  de  Cauchy  sur  les  fonctions 
d'une  variable  complexe. 

4.  Soit  f{x)  une  fonction  analytique  uniforme  et  continue  à 
l'intérieur  de  l'aire  limitée  par  un  contour  C  (formé  d'une  ou  de 
plusieurs  courbes  distinctes)  (*);  nous  allons  montrer  que  l'on  a 

Finlégrale  étant  prise  le  long  d'un  contour  C  dans  le  sens  positif, 
X  désignant  un  point  quelconque  de  l'intérieur  de  l'aire.  Pour 
démontrer  cette  formule,  décrivons  de  x  comme  centre  un  cercle  y, 
de  rayon  p,  intérieur  à  Taire.  La  fonction 


est  continue  dans  l'aire  intérieure  à  C  et  extérieure  à  y  :  on  a  donc 

le  sens  d'intégration  étant  positif  sur  y  comme  sur  C.  La  seconde 
intégrale  ne  dépend  pas  du  rayon  p  ;  prenons  ce  rayon  p  assez 
petit  pour  que  Ton  ait,  z  étant  sur  y, 

JT,  I  étant  moindre  qu'une  quantité  positive  £,  donnée  à  l'avance, 
aussi  petite  que  l'on  voudra.  On  aura 

ffilldz=fI^dz-.f^^L^; 

JçZ—X  JyZ  —  X  J^z  —  x' 

or,  dans  le  second  membre,  nous  avons  d'abord  l'intégrale 


(  *)  Nous  appellerons  souvent  /onction  holomorphe  dans  une  aire  une  fonction 
analytique  uniforme  et  continue  dans  cette  aire. 

P.  -  IL  8 


ii4 

Si  ron  pose 
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■  X  -^  pe. 


0/ 


on  a 


La   premirre   partie   du   second   membre  est  donc    27zi/(x); 
d'autre  part 

le  module  de  celte  dernière  intégrale  est  donc  moindre  que  2'RCy 
mais  elle  est  indépendante  de  p,  puisqu'elle  est  la  difTérence  de 
deux  expressions  qui  ne  dépendent  pas  de  cette  grandeur;  la 
seconde  pai  lie  du  second  membre  est  donc  rigoureusement  nulle^ 
et  ron  a  par  suite  la  formule  fondamentale 

5.  Il  n'csl  pas  sans  inléréldc  remarquer  <|ue  celle  formule  n'est 
autre  chose  qu'une  forme  particulière  de  la  formule  fondamentale 
de  Grecn 

dV      ^rflogr> 


(•■*) 


v<""-.i/('««4!-v^)* 


démontrée  au  Chapitre  I  (§  10).  Il  est  facile  de  s'en  assurer.  Dési- 


gnons  le  poin*  ,r  par  :;',  pour  éviter  toute  confusion,  et  posons 
//  cl  r  étant  deux  fonctions  harmoniques  qui  satisfont  aux  équa- 
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tiens 

Ou  _  àç  du  _        ôç 

âx       dy  ôy  ôx 

On  vérifie  sans  peine  que,  pour  tout  point  du  contour  G,  en 
désignant  par  5  l'arc  de  courbe,  les  relations  précédentes  prennent 
la  forme 

.  du  _    dv  du  _       dv 

ds  "  dn  dn  ~       ds' 

Exprimons  les  deux  fonctions  //  et  v  au  moyen  de  la  formule  (2), 
et  ajoutons  les  résultats  après  avoir  multiplié  la  seconde  par  /; 
on  obtient 

ou,  en  vertu  des  relations  (3), 

r,    '  «       /T      1         d(u-hw)       ,  .  ..e/logrl  , 

/{z')  = .    I    \—\osr— — j —  (u-^  w)i ^^  \ds 

•^        '       21:1  Jç  L         '^  ds  ^       dn    J 

(^ette  intégrale  se  réduit  donc  à 

Désignons  par  a  et  cp  les  angles  que  l'élément  ds  fait  respective- 
ment avec  l'axe  des  x  et  la  direction  z' z]  on  trouve  de  suite  les 
relations 

dz  =  ds.e^*,  -r-  —  coso,  j-  =  sinc5,  z  —  z' =  re'si-?'' 

ds  ^  dn 

et  l'on  en  déduit,  en  substituant  dans  (4)  la  formule  fondamen- 
tale de  Cauchy, 

6.  Les  expressions  des  dérivées  successives  de  f{x)  résultent 
immédiatement  de  la  formule  (1).  En  donnant  à  x  l'accroissement 
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Ax,  oo  aura 


f(.^^^-f(,)=J-.ff(.,(^—l----l-)a.. 


Divisons  par  Ao:,  et  remarquons  que 

1  I 


;  —  X  —  ^T 


Aar 


est,  pour  Ax  =  o,  égale  à  la  dérivée  de  — -— -  par  rapport  à  x, 

c'est-à-dire  : zi^  ce  rapport  tendant  d'ailleurs  uniformément 

vers  cette  limite  quand  z  décrit  le  contour  C.  Il  en  résulte 

et  d'une  manière  générale,  en  continuant  de  la  même  manière, 

^^^  -^      ^^  irJ     J^{z  —  x)»^i 

Il  n'est  pas  sans  intérêt  de  remarquer  que  l'établissement  de 
la  formule  (i)  suppose  seulement  que  la  fonction  analytique /*(£) 
ait  une  dérivée  du  premier  ordre,  c'est-à-dire  qu'en  posant 

/{z)  =  p-^iq, 

P  et  Q  ont  des  dérivées  continues  et  bien  déterminées  du  premier 
ordre,  satisfaisant  d'ailleurs  aux  deux  relations  tant  de  fois  écrites. 
La  formule  générale  (5)  montre  que  /(c)  a  des  dérivées  de  tout 
ordre;  ainsi  l'existence  de  la  dérivée  première,  pour  une 
fonction  analytique,  entraine  l'existence  des  dérivées  de  tout 
ordre. 

7.  Une  conséquence  de  la  formule  (5)  nous  sera  plus  tard  très 
utile.  Supposons  que  la  courbe  C  se  réduise  à  un  cercle  de  rajon 
R  ayant  l'origine  pour  centre,  et  que  .r  =  o  :  on  aura,  en  posant 
z=Re^ 
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Soit  M  le  module  maximum  Ae  f  {z)  sur  le  cercle,  il  vient 

Nous  en  concluons  facilement  qu'on  peut  construire  une  fonc- 
tion uniforme  et  continue  à  Tintérieur  du  cercle  de  rayon  R  ayant 
pour  centre  Torigine,  dont  toutes  les  dérivées  soient  positives 
pour  5  =  o  et  égales,  pour  chaque  valeur  de  /i,  à  la  limite  que  nous 
venons  de  trouver  pour  \f^"^  (o)  |.  Il  suffît,  en  effet,  de  prendre  la 
fonction 

<p(z)=  -, 

—  R 
qui  est  bien  telle  que 

çU)(o)  =  il^^M. 

8.  De  la  formule  fondamentale  (i),  Cauchy  a  déduit  le  déve- 
loppement d'une  fonction  uniforme  et  continue  à  Tintérieur  d'un 
cercle  en  série  de  Maclaurin.  Soit  un  cercle  C  de  rayon  R,  ayant 
l'origine  pour  centre;  on  a,  x  étant  à  l'intérieur  de  ce  cercle, 


or  on  a  l'identité 


X  X'* 

-:  -^-  •  •  ■^ . 

5*  ^/t-^-l 


et,  par  suite, 

2iriJ  Z  ITZlJ^        z^ 

^11  ff^dz-^-1-  riifi(^y^'dz. 

On  voit  que  f{x)  est  représenté  par  un  polynôme  de  degré  n, 
augmenté  d'un  terme  complémentaire.  Si  donc  celui-ci  tend  vers 
zéro  pour  n  infini,  nous  aurons  un  développement  de  f{x)  en 
série  entière,  c'est-à-dire  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
positives  entières  et  croissantes  de  la  variable  x.  Or,  lorsque  ;5dé- 
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crit  le  cercle  G,  ^-^  a  un  module  qui  ne  dépasse  pas  une  cer- 
laine  limite  M;  si  donc  on  pose 

on  aura 

Par  conséquent  le  module  du  terme  complémentaire  sera  moindre 
que  le  produit  de  M  (ït)  par  la  longueur  de  l'arc  d'înlégra- 
lion,  c'est-à-dire  que 

M 


(ïï)""-»         ou        »./-m(0". 


expression  qui  tend  bien  vers  zéro  puisque  r  <  R.  On  a  donc  la 
série 

Ce  développement  n'est  d'ailleurs  autre  chose  que  la  série  de 
Maclaurin,  puisque,  d'après  la  formule  (5), 


Le  ihéorème  que  nous  venons  d'établir  joue  dans  la  théorie  des 
fonctions  un  rôle  capital.  ISotis  l'avions  déjà  établi  (Chap.  II, 
§  13),  en  développant  séparément  la  partie  réelle  et  la  partie  ima- 
ginaire de  f{jo).  Les  deux  méthodes  ne  sont  d'ailleurs  distinctes 
qu'en  apparence;  dans  les  deux  cas,  on  fait  au  fond  usage  de  la 
même  formule,  puisque  la  formule  fondamentale  de  Cauchy  n'est 
qu'une  forme  de  la  formule  de  Green,  comme  nous  venons  de  le 
voir  (§  5). 

9.  Nous  dirons  quelquefois,  pour  abréger,  qu*un  point  est,  pour 
une  fonction,  un  point  ordinaire  si  l'on  peut,  dans  le  voisinage  de 
ce  point,  développer  la  fonction  par  la  formule  de  Tavlor,  ou  en- 
core si  elle  est  liolomorphc  dans  le  voisinage  de  ce  point. 

Si  tous  les  points  de  l'intérieur  d'une  aire  A  et  de  son  périmètre 
sont  des  points  ordinaires  pour  une  fonction,  on  pourra  pourcha- 
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cun  d'eux,  d'après  la  définition  précédenle,  trouver  une  quanlilé  p 
telle  que  la  fonction  soit  développable  dans  un  cercle  de  rayon  p 
autour  de  ce  point.  11  est  clair  que,  pour  l'ensemble  de  ces  points, 
p  aura  un  minimum  différent  de  zéro.  Nous  allons  établir  qu'une 
fonction  satisfaisant  aux  conditions  précédentes,  à  l'intérieur  et 
sur  le  périmètre  d'une  aire  A,  ne  peut  avoir  dans  cette  région 
qu'un  nombre  limité  de  racines. 

Faisons  d'abord  la  remarque  suivante  :  une  série /(;;),  ordon- 
née suivant  les  puissances  croissantes  de  :;  —  a  et  s'annulant  pour 
z  =  aj  ne  s'annule  pour  aucun  autre  point  à  l'intérieur  d'un 
cercle  de  centre  a  et  d'un  rayon  p'  suffisamment  petit.  On  a,  en 
effet,  /{z)  s'annulant  pour  z  =  «,  une  puissance  entière  et  finie 
de  {z  —  a)  en  facteur,  et,  par  suite, 

/{z)  =  {z  —  ayn[Ao-^\i(z-a)^.,.l 

Ao  n'étant  pas  nul.  Si  donc  \z  —  a\  est  inférieur  à  un  nombre  p' 
suffisamment  petit,  la  quantité  entre  parenthèses  sera  différente 
de  zéro. 

Pour  toutes  les  racines,  ce  ravon  p'  est  différent  de  zéro:  il  a 
donc  un  minimum  qui  n'est  pas  nul.  Ceci  suffit  à  établir  que  les 
racines  sont  en  nombre  limité  dans  la  région  indiquée, 

10.  L'analyse  de  Cauchy  a  été  généralisée  en  i843  par  le  com- 
mandant Laurent,  qui  a  considéré  une  fonction /(x)  holomorphe 
entre  deux  circonférences  concentriques  G  et  C  Supposons  que 
l'origine  soit  le  centre  commun  et  désignons  par  R  et  R' les  rayons 
de  G  et  G'(R>R').  L'application  de  la  formule  fondamentale 
donne 

•^  iT.iJ^^z  —  X  ir,ijç.z  —  x 

Nous  prenons  la  seconde  intégrale  avec  le  signe  moins,  parce 
que  nous  la  prenons  dans  le  même  sens  géométrique  que  la  pre- 
mière. 

Développons  en  série  chacune  des  deux  intégrales;  pour  la 
première,  nous  n'avons  qu'à  appliquer  ce  que  nous  avons  dit  au 
paragraphe  précédent.  Mais  la  seconde  donne  naissance  à  un  dé- 
veloppement en  série  d'une  forme  différente.  En  effet,   puisque 
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sur  la  circonférence  (7  le  module  de  :;  est  inférieur  à  celui  de  x, 
nous  partirons  de  l^identité 

z  —  jr  ~"       X       x^       '"      x"-^^    '      z  —  X 
Nous  avons  donc 

On  montrera,  comme  précédemment,  que  le  terme  complémen- 
taire tend  vers  ^e/o  quand  n  augmente  indéfiniment;  la  seconde 
intégrale  est  donc  développée  en  une  série  entirre  par  rapport 

à  -•  11  en  résulte  que  la  fonction  / (x)  se  trompe  développée  en 

une  somme  de  deux  séries  ordonnées,  la  première  par  rapport 
aux  puissances  croissantes  et  entières  de  x,  la  seconde  par  rap- 
port aux  puissances  croissantes  de  -  • 

La  première  de  ces  séries  est  convergente  pour  tout  point  in- 
térieur  au  cercle  C,  la  seconde  série  converge  pour  tout  point 
extérieur  au  cercle  C.  L'ensemble  des  deux  séries  sera  conver- 
gent dans  la  couronne  comprise  entre  les  deux  circonférences. 

Il  pourra  arriver  que  la  seconde  circonférence  ait  un  rayon 
nul,  on  aura  alors  un  développement  de  la  fonction  valable  pour 
tous  les  points  du  cercle  C,  à  ^exception  de  Vorigine,  Ainsi, 
si  l'on  a  une  fonction  f{z)^  uniforme  à  l'intérieur  d'un  cercle  C 
ayant  l'origine  pour  centre,  et  continue  pour  tous  les  points  de  ce 
cercle,  sauf  pour  le  centre,  on  peut  développer  f{z)  en  série  de 
la  forme 

p  =  —  «0  /)  =  0 

II.  Les  développements  précédents  permettent  d'établir  facile- 
ment quelques  résultats  généraux  relatifs  aux  fonctions  uniformes. 
Considérons  une  fonction  /{z),  uniforme  et  continue  dans  tout 
le  plan  de  la  variable  z;  on  suppose  de  plus  que  son  module  reste 
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toujours  inférieur  à  une  quanlilé  fixe  M,  quelque  grand  que  soit  :;. 
Nous  allons  montrer,  avec  Liouville,  que  la  fonction  doit  se 
réduire  nécessairement  à  une  constante.  Nous  pouvons  en  effet 
développer/(^)  en  série  entière 

/(  ;: )  =  Ao H-  Al  ;;  H- . . . -+-  A,„ -3'" -r . . . , 

et  cette  série  sera  convergente  à  l'intérieur  d'un  cercle  C,  ayant 
l'origine  pour  centre  et  un  rayon  arbitraire  R.  Or  on  a  (§  8) 

et,  puisque  sur  le  cercle 

1/(3)  KM, 
on  a  (§7) 

Or  R  est  aussi  grand  qu'on  voudra,  par  suite  la  quantité  fixe  km 
est  rigoureusement  nulle  (sauf  pour  /n  =  o),  et  la  fonction  j i^z) 
se  réduit  à  la  constante  Aq. 

Nous  avions  déjà  rencontré  ce  théorème  de  Liouville,  car  il 
n'est  pas  distinct  du  théorème  établi  (Chap.  I,  §  12)  et  relatif 
aux  fonctions  harmoniques.  Nous  avons  vu,  en  effet,  que  si  une 
telle  fonction,  bien  déterminée  et  continue  pour  toute  valeur  de 
X  et  y,  restait  toujours  moindre  en  valeur  absolue  qu'une  quan- 
tité fixe,  elle  devait  nécessairement  se  réduire  à  une  constante. 
Or,  en  posant  ici 

on  aura  évidemment,  si  \f{z)  \  <C  M,  les  deux  inégalités 

|P|<M,        IQKM, 
et,  par  suite,  P  et  Q  seront  des  constantes. 

12.  Le  théorème  de  Liouville  se  généralise  immédiatement,  en 
supposant  non  plus  que  le  module  de  f{z)  reste  toujours  infé- 
rieur à  M,  mais  que,  pour  des  valeurs  de  |  5  |  supérieures  à  une 
quantité  déterminée,  on  ait 


\fin\ 


M, 
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m  élanl  un  cnlier  posilif  délerminé.  En  prenant  toujours  le  déve- 
loppement de  f{z)y  on  a,  p  étant  un  entier  positif  arbitraire  et 
en  intégrant  le  long  du  cercle  de  rayon  R, 

_    »     r  /<->    ^- 
et,  par  suite, 

et  Ton  en  conclut,  R  étant  aussi  grand  qu'on  voudra, 

La  fonction  f{z)  sr  rrfluit  donc  ù  un  polynôme  de  degré  m. 

III.  —  Pôles  et  points  singuliers  essentiels  d'une  fonction  uniforme 

13.  Nous  avons  jusqu'ici  supposé  que  la  fonction  f{z)  était 
liolomorphe  dans  la  région  considérée.  Soit  dans  cette  région 
un  point  «,  pour  lequel  la  fonction  cesse  d'être  continue;  on 
suppose  que  si  de  a  comme  centre  on  décrit  un  cercle  G  d'un 
rayon  assez  petit,  la  fonction  f{z)  est  uniforme  dans  ce  cercle  et 
continue  pour  tous  les  points,  sauf  le  point  a.  Dans  ces  condi- 
tions nous  avons  (§  10)  le  développement 

;.  =  —  1  /i   :-  oe 

/»  =  — «0  /)  =0 

Si  les  termes  R,,  sont  en  nomhre  limité,  on  dira  que  le  point  a 
est  un  pôle.  On  aura  donc,  dans  ce  cas, 

ce  développement  étant  valable  pour  les  points  d'un  cercle  d'un 
rayon  suffisamment  petit  décrit  autour  du  point  a.  On  aurait  pu 
prendre  la  possibilité  de  ce  développement  comme  définition  du 
pôle.  Le  pôle  a  est  dit  un  pôle  d^ ordre  nu  si  —  m  est  la  plus 
petite  puissance  de  z   -  a  qui  figure  dans  le  développement.  On 
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voil  que  le  produit 

est  uniforme  et  conlinu  dans  le  voisinage  de  z  =  a^  et   prend 
pour  z  =  a  une  valeur  finie  et  différente  de  zéro. 

Diaprés  la  définition  même  du  pôle,  il  est  clair  que,  si  une 
fonction  uniforme  n'a,  dans  l'intérieur  d'une  aire  et  sur  son 
contour,  d'autres  points  singuliers  que  des  pôles,  ceux-ci  sont 
en  nombre  fini.  On  doit  pouvoir,  en  effet,  autour  de  chaque 
point  de  ce  domaine,  tracer  un  cercle  de  rayon  déterminé  et  dif- 
férent de  zéro,  à  l'intérieur  duquel  la  fonction  sera  développable 
soit  par  la  formule  de  Tajior,  soit  par  la  formule  (6). 

14.  Parmi  les  coefficients  B,  il  en  est  un  particulièrement 
important  :  c'est  le  coefficient  Bj  que  Cauchy  a  appelé  résidu  de 
la  /onction  relatif  au  pâle  a.  L'importance  de  ce  coefficient  va 
apparaître  dans  la  recherche  de  l'intégrale 

(7)  fn^)dz. 


prise  le  long  d'un  contour  simple  entourant  le  pôle  a.  Nous  pou- 
vons substituer  au  contour  C  une  circonférence  F  a}ant  son  centre 
en  a  et  un  rayon  assez  petit  pour  que  la  fonction  puisse  être  dans 
ce  cercle  représentée  par  l'expression  (6).   On  aura  alors 

dz 
J\z)dz  =  ïi,n  I  — — :::  -^...4-B,   /   - 

Or  on  a 


i 


H 

dz 

{z-ay^ 

dz 

J^z  —  a 


(m  ^  i), 


comme  on  le  voit  de  suite,  en  posant 

z  =  a  -^  p  e^^^ 
et  faisant  l'intégration  de  h  =  o  k  ^  =  2r..  On  a  de  même 

dz 


Xi 


Nous  avons  donc 


X 


/{z)dz=iT.i.K,. 
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Si  Ton  suppose  d'une  manière  plus  générale  que  le  contour 
simple  C  enloure  un  nombre  quelconque  de  pôles  a,  6,  ...,/, 
on  aura  en  ajoutant  les  résultats  partiels  dus  à  chaque  pôle 


Jf{z)dz  =  '^T:i^^, 


^R  désignant  la  somme  des  résidus  relatifs  aux  différents  pôles 

situés  à  l'intérieur  de  C. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  fondamental  suivant, 
dont  Cauchy  a  fait  d'innombrables  applications  : 

L^ intégrale  d^une  fonction  uniforme  prise  le  long  d'un 
contour  simple  est  égale  au  produit  de  7,izi  par  la  somme  des 
résidus  de  la  fonction  relatifs  aux  pôles  situés  à  IHntérieur  du 
contour, 

15.  Les  fonctions  uniformes  peuvent  présenter  d'autres  points 
singuliers  que  les  pôles.  Nous  dirons  d'une  manière  générale  qu'un 
point  O  qui  n'est  pour  une  fonction  uniforme  f{z)  ni  un  pôle,  ni 
un  point  ordinaire,  est  un  point  singulier  essentiel  isolé  pour 
celte  fonction,  si,  à  l'intérieur  d'un  cercle  ayant  O  pour  centre, 
la  fonction  est  uniforme,  et  si,  en  dehors  de  O,  elle  ne  possède 

dans  ce  cercle  d'autres  points  singuliers  que  des  pôles. 

I 
Ainsi,  par  exemple,  la  fonction  e'  a  au  point  c  =  o  un  point 
singulier  essentiel  isolé.  Ce  point  n'est  en  effet  pour  la  fonction  ni 
un  pôle,  ni  un  point  ordinaire.  L'étude  de  cette  fonction  si 
simple  va  nous  montrer  de  suite  l'indétermination  d'une  fonction 
dans  le  voisinage  d'un  point  singulier  essentiel.  Considérons  en 
effet  l'équation 

e-  =  A, 

A  étant  une  constante  quelconque  différente  de  zéro.  Il  est  facile 
d'avoir  ses  racines.  Soit  en  effet 

et 


FONCTIONS    d'une   VARIABLE   COMPLEXE.  J  25 

on  aura 

Le  module  du  premier  membre  est  égal  à  eP  et  son  argument 
k  q\  on  a  donc 

e/'=  R         ou        />  =  logR, 

ce  logarithme  étant  le  logarithme  arithmétique,  et 

^  =  a  -f-  9,Ar, 
donc 

j 


z  = 


logR  H-  (a  -h  îA-t)*' 


k  étant  un  entier  arbitraire  positif  ou  négatif. 

Quand  /-  augmente  indéfiniment,  ces  valeurs  de  z  tendent  vers 
zéro.  On  en  conclut  que  l'équation 

a  une  infinité  de  racines  dans  le  voisinage  de  5  =  0,  c'est-à-dire 
que,  quelque  petit  que  soit  le  rayon  d^un  cercle  décrit  de  Vori- 
gine  comme  centre,  il  y  aura  toujours  une  infinité  de  racines  de 
cette  équation  contenues  à  l'intérieur  de  ce  cercle.  Cet  exemple 
montre  combien  est  profonde  l'indétermination  d'une  fonction 
dans  le  voisinage  d'un  point  singulier  essentiel. 

16.  C'est  M.  Weierstrass  qui  a  fait  le  premier,  d'une  manière 
systématique,  l'étude  d«s  points  singuliers  essentiels  (*).  L'il- 
lustre auteur  a  montré  que,  dans  le  voisinage  d'un  point  essen- 
tiel, la  fonction  /(z)  s'approche  autant  qu'on  veut  de  toute 
valeur  donnée^  c'est-à-dire  que,  étant  donné  un  nombre  £  aussi 
petit  qu'on  voudra  et  un  nombre  quelconque  A,  il  y  aura  tou- 
jours, à  l'intérieur  d'un  cercle  ayant  a  pour  centre  et  un  rayon  si 
petit  qu'il  soit,  des  points  z  où 

|/(.5)-A|<e. 
M.  Weierstrass  déduit  cette  proposition  de  ses  ihéorèmes  géné- 


(*)  K.  Weierstrass,  Mémoire  sur  les  fonctions  uni/ormes  d'une  variable 
{Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin,  1876). 
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raiix  sur  les  fonctions  uniformes.   Nous  en  donnerons  une  dé- 
monslralion  diflerente  (*). 

Tout  d^abord  remarquons  que,  dans  le  voisinage  d'un  point 
singulier  essentiel,  la  fonction  peut  admettre  une  infinité  de 
pôles.  Ainsi  la  fonction 


M„(I) 

a  pour  point  singulier  essentiel  c  =  o,  et  elle  admet  les  pôles  en 

nombre  infini  z  =^  j—  (k  entier). 

Pour  établir  le  théorème  général  (|ui  vient  d'être  énoncé,  con- 
sidérons la  fonction 

Deux  cas  pourront  se  présenter.  I^a  fonction  (8)  pourra  avoir  une 
infinité  de  pôles  dans  le  voisinage  du  point  singulier  essentiel  a  ; 
dans  ce  cas,  Téquation 

/(  ^5  )  —  A  =  o 

aura  une  infinité  de  racines  dans  le  voisinage  de  a,  et  le  théorème 
est  alors  évident  :  la  fonction  n(m  seulement  s*approche  autant 
qu'on  veut  de  A,  mais  lui  devient  rigoureusement  égale. 

En  second  lieu,  la  fonction  (8)  n'a  pas  une  infinité  de  pôles 
dans  le  voisinage  de  a.  On  peut  alors  dans  ce  voisinage  se  servir 
de  la  formule  de  Laurent,  et  l'on  a,  dans  l'intérieur  d'un  certain 
cercle  C, 

B,  B, 


{z  —  <i)        iz-a)^ 


La  première  série  sera  convergente  à  l'intérieur  du  cercle    C,   la 
seconde  est  convergente  dans   tout  le  plan,  sauf  au  point  a.  Or, 

si  l'on  pose  ^^-^ —  ::^  JT,  nous  savons  ([u'on  peut  choisir  x  de  mo« 


(  '  )  J'ai  donne  pour  la  première  fois  celte  démonstration  dans  mon  Cours  litho- 
graphie de  i886. 
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dule  supérieur  à  tout  nombre  donné  R,  de  façon  que  le  module  de 

soit  lui-même  supérieur  à  telle  quanlilé  positive  qu'on  voudra 
donnée  à  l'avance.  A  cetle  valeur  de  x  correspond  un  point  ;; 
aussi  rapproché  qu'on  veut  de  a,  pour  lequel  le  module  de 
y"(w )  —  A  est  inférieur  à  tout  nombre  t,  si  petit  qu'il  soit,  ce  qui 
démontre  le  ihéorème. 

17.  La  proposition  précédente  ne  nous  apprend  rien  sur  les 
racines  de  l'équation 

/(z)-X  =  o 

dans  le  voisinage  du  pointa.  Bornons-nous  à  énoncer  un  théorème 
sur  lequel  nous  reviendrons  plus  tard  (  *  )  : 

U équation  précédente  a  en  général  une  infinité  de  racines 
dans  le  voisinage  de  a.  Il  peut  arriver  cependant  qu'il  n'en  soit 
pas  ainsi  pour  certaines  valeurs  exceptionnelles  de  la  con- 
stante A,  mais  il  ne  peut  exister  plus  de  deux  valeurs  exception- 
nelles. 

Dans  cet  énoncé  la  valeur  x\=  oo  est  à  considérer  comme  une 
valeur  que  rien  ne  distingue  des  autres. 

De  ce  théorème  résulte  une  classification  pour  les  points  sin- 
guliers essentiels  isolés  d'une  fonction  uniforme /(s).  On  peut 
les  partaj^er  en  trois  classes  : 

I"  La  fonction /(3)  peut  prendre  sans  exception  toutes  les  va- 
leurs que  Ton  voudra  dans  le  voisinage  de  a;  on  peut  dire  que 
c^est  le*«BS  général. 

2**  Il  peut  y  avoir  une  valeur  exceptionnelle  que  la  fonction  ne 
prendra  pas  dans  le  voisinage  de  a.  Ainsi,  par  exemple,  la  fonction 


^'"(i) 


(')  E.  Picard,  Mémoire  sur  /es  fonctions  entières  [Annales  de  l'École  Nor- 
male, 1880). 
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ne  devient  pas  nulle  dans  le  voisinage  de  z  =  o.  Nous  avons  ici 
Tunique  valeur  exceplionnelle  A  =  o. 

3''  Deux  valeurs  exceplionnelles  peuvent  enfin  se  rencontrer. 

La  fonction  e^  en  offre  un  exemple;  Féquation 

^==  A 

n'aura  pas  de  racines  dans  le  voisinage  de  Torigine  si  A  =  o  et  si 
A  =  00. 

18.  Nous  avons  toujours  supposé  jusqu'ici  que  le  point,  dans  le 
voisinage  duquel  on  faisait  Tétude  de  la  fonction,  est  à  distance 
finie.  Dans  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable  complexe,  on 
considère  les  valeurs  de  z  d'un  module  infiniment  grand  comme 
formant  un  point;  on  le  désigne  sous  le  nom  de  point  à  l'injîni. 
11  suffit  de  poser 


pour  que  le  point  à  l'infini  dans  le  plan  des  z  soit  ramené  à  l'ori- 
gine dans  le  plan  des  z'. 

Les  définitions  et  les  théorèmes  qui  en  résultent  s'étendent  donc 
sans  difficulté  au  point  à  Tinfini.  Celui-ci,  par  exemple,  sera  un 
pôle  pour  la  fonction y*(5),  si  la  fonction 

admet  comme  pôle  le  point  ^'  =  o  :  on  aura  alors 

G(:;')  étant  holomorphe  dans  le  voisinage  de  -3'=  o  :  donc 

G(  -  j  étant  une  série  entière  en  -  >  convergente  quand  |  z  |  est  suf- 
fisamment grand. 

Si  nous  considérons  en  particulier  un  polynôme  d'ordre  /w, 
nous  pouvons  le  regarder  comme  une  fonction  de  z  ayant,  pour 
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toute  singularité,  le  point  à  l'infini  comme  pôle  d'ordre  m.  La  ré- 
ciproque est  vraie,  c'est-à-dire  quune  fonction  uni/orme  dans 
tout  le  plan,  ayant  comme  seule  singularité  le  point  à  V infini 
supposé  pôle  d^ ordre  m,  se  réduit  à  un  polynôme  de  degré  m, 
11  est  clair  en  effet,  que,  dans  ce  cas, 

fiz) 


reste,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  |  5  |,  inférieur  à  un  nombre 
fixe;  par  conséquent,  d'après  le  théorème  de  Lîouville  généra- 
lisé (§  12),  la  fonction  entière/(5)  doit  se  réduire  à  un  poljnome 
qui  devra  être  nécessairement  de  degré  /n,  puisque  le  point  à 
rinfini  est  un  pôle  d'ordre  m. 

Ce  théorème  peut  se  généraliser.  Une  fonctiçn  rationnelle  est 
une  fonction  uniforme  qui  n'a  dans  tout  le  plan,  y  compris  le  point 
à  l'infini,  d'autres  points  singuliers  que  des  pôles.  La  réciproque 
est  exacte  et  se  déduit  de  suite  du  théorème  précédent.  Soient  en 
effet  a,  6,  . . .,  /  les  pôles  de  notre  fonction  y(5),  à  distance  finie 
et  de  degrés  de  multiplicité  a,  p,  . . .,  À.  Formons  le  produit 

f{z)(z-a)^.,.(z-l)\ 

il  n'aura  phis  de  pôle  à  dislance  finie,  et  le  point  à  Tinfini  ne 
pourra  être  qu'un  pôle  ou  qu'un  point  ordinaire.  Ce  produit  est 
donc  un  polynôme  ou  une  constante  et  il  est  bien  établi  que /(-s) 
est  une  fraction  rationnelle. 


IV.  —  Fonctions  analytiques  élémentaires 
d'une  variable  complexe. 

19.  Nous  avons  déjà,  à  propos  de  la  théorie  des  séries  entières 
(Chap.  11),  défini  les  fonctions  élémentaires  e*,  sin^  et  cos5,  qui 
sont  uniformes  et  continues  dans  tout  le  pian.  Nous  nous  occu- 
perons dans  ce  paragraphe  des  fonctions  élémentaires  qui  ad- 
mettent des  points  singuliers  et  de  celles  qui  ne  sont  pas  uni- 
formes. 

20.  Les  fonctions  lang:;  et  cot3  sont  définies  par  les  quotients 
P.  -  II.  9 
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- — ^el-r— ^-  La  fonction  cosz  s^annulant  pour  certaines  valeurs 

cosz        s\n  z  * 

de  z,  tang^  deviendra  infini.  Cherchons  les  racines  de  cos^,  on 

devra  avoir 

e^'-h  e-^^  =  o 
ou 

1'"-'=  -  i; 

donc,  en  posant  :;  =  a  -f-  / ^. 

Or,  —  I  ayant  l'unité  pour  module  et  son  argument  pouvant  élre 
pris  égal  à  'ït,  on  aura 

•;>a  =  T  -r-  ifiTZ. 

Par  conséquent,  les  racines  z  sont  données  parla  formule 

A*  étant  un  entier  positif  ou  négatif.  Ces  points  sont  des  pd/es 
simples  de  tang:;. 

On  verra  de  la  même  manière  que  les  pôles  de  cotw  sont  donnés 
par 

Ainsi,  tandis  que  les  fonctions  ^^,  sin^  el  cosz  sont  des  fonctions 
entières,  les  fonctions  tangc  et  cot3,  qui  sont  aussi  uniformes 
dans  tout  le  plan,  ont  un  nombre  infini  de  pôles. 

Nous  verrons  dans  le  Chapitre  suivant  comment  on  peut  les 
développer  en  séries  de  fractions  rationnelles. 

21.  Nous  n'avons  considéré  jusqu'ici  que  des  fonctions  uni- 
formes, c'est-à-dire  n'ayant  qu'une  valeur  pour  chaque  valeur 
de  z.  Prenons  maintenant  l'expression 


u  =  y/i  —  a  ; 

pour  une  valeur  de  :?,  u  a  deux  déterminations,  mais  on  ne  doit 
pas  considérer  ces  deux  déterminations  comme  représentant  deux 
fonctions  distinctes  de  z.  En  effet,  partons  d'une  valeur  ZQ{zQyt£a)^ 
et  soit  Uq  une  des  déterminations  du  radical    y  c^ — a.  Traçons 
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dans  le  plan  de  la  variable  :;  un  chemin  allant  de  Zq  à  un  point  G| 
et  ne  passant  pas  par  a;  suivons  par  continuité  la  valeur  de  w  à 
partir  de  la  détermination  choisie  Uq  pour  z  =  Zq^  c'est-à-dire  pre- 
nons, pour  z  voisin  de  Zq^  la  valeur  de  ii  voisine  de  Uq  et  ainsi  de 
suite  de  proche  en  proche.  Nous  arrivons  ainsi  au  point  z^  avec 
une  valeur  déterminée  pour  u.  Deux  chemins  différents  allant 
de  Zq  à  5|  donneront,  à  l'arrivée  en  ^i,  la  même  valeur  pour  u,  si 
le  point  a  n'est  pas  compris  dans  Taire  limitée  par  l'ensemble  des 
deux  chemins.  En  effet,  en  posant 

z  —  a  =  p{ cos 0  -h  «  sin  6 ), 
prenons  pour  Uq  la  détermination 

yzo—  a  =  v^Pol  c«s  -^  -+-  tsin  —  j 


et  pour  valeur  générale  de  y/5  —  a 

yj z  —  a  —  ^^( cos  — h  i sin  -  j • 

En  faisant  varier  p  et  8  d'une  manière  continue  depuis  (po,  Ôq)  cor- 
respondant à  3o,  jusqu'à  (pi,  0|)  correspondant  à  z^ ,  l'argument  %x 
est  bien  le  même,  que  l'on  ait  suivi  l'un  ou  l'autre  chemin,  si  le 
point  a  est  extérieur  à  l'aire  limitée  par  les  deux  chemins.  Il  en 
est  autrement  si  l'on  a  deux  chemins  C  et  G'  formant  la  limite 
d'une  aire  comprenant  le  point  a  {fig*   16).  Si  l'on   part  de  Zq 

Fig.  16. 


(C) 


avec  l'argument  80  pour  z^  —  «,  et  si  Oi  désigne  encore  l'argu- 
ment obtenu  en  arrivant  en  z^  par  le  chemin  C,  il  est  clair  que  le 
chemin  C  nous  conduira  en  z^  avec  l'argument  0|  —  271  :  nous 
trouverons  donc,  par  le  chemin  C,  la  valeur 
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el  par  le  chemin  C 

u\  = —  v?t  (  f'os h  I  sin  -^  )• 

Les  deux  déterminalions  de  la  fonction  ne  forment  donc  pas  des 
fonctions  distinctes.  Ainsi,  en  particulier^  si  Ton  part  de  Zo  avec 
une  certaine  détermination,  on  reviendra  en  ce  point  ayee  Taulre 
détermination  si  l^on  tourne  une  fois  autour  de  l'origine. 

Ces  remarques  sont  bien  simples;  elles  n'en  ont  pas  moins  joué 
un  rôle  considi*rabie  dans  la  Science,  en  appelant  rattention  sur 
les  fonctions  non  uni/ormes.  On  a  considéré  longtemps  les  deux 
valeurs  de 

u  =z  ^z  —  a 

comme  formant  deux  fonctions  distinctes  de  z;  c'est  qu'on  ne 
s'attachait  pas  à  l'idée  de  continuité  pour  définir  au  juste  ce  que 
l'on  entendait  par  fonction.  Nous  venons  de  voir  que  c'est  en 
suivant  par  continuité  la  succession  des  valeurs  de  u  sur  un 
chemin  donné,  que  la  valeur  finale  se  déduit  sans  ambiguïté  de 
la  valeur  initiale. 

22.  Un  autre  exemple  de  fonction  non  uniforme  va  nous  être 
fourni  par  la  /onction  logarithmique.  Cherchons  les  racines  de 
l'équation  en  u 

Z  étant  une  quantité  donnée;  u  est  par  définition  le  logarithme 
de  z.  En  posant 

w  =  X-+-/Y.         3  = /(cosa -f- f  sina), 
on  a 

donc 

/•  =  e^,         Y  =  a  -+-  i/  r 

et,  par  suite, 

(g)  w  =  Log/- -h  (a -h  îAt)!, 

Log/'  dési<^nant  le  logarithme  arithmétique  de  rx  k  est  un  entier 
arbitraire.  Ces  valeurs  en  nombre  infini  sont  les  déterminations 
multiples  de  log:;. 

Si  maintenant  nous  voulons  considérer  u  comme  fonction  de  5, 
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nous  partirons  d'un  point  Zq  avec  une  de  ces  déterminations  et 
nous  suivrons  par  continuité,  comme  nous  Pavons  fait  au  para- 
graphe précédent.  On  voit  ainsi  que  la  fonction  \ogz  reprend  la 
même  valeur  quand  z  revient  au  point  de  départ  sans  avoir  tourné 
autour  de  l'origine.  Au  contraire,  si  le  chemin  partant  de  Zq  re- 
vient en  ce  point  après  avoir  tourné  une  fois  dans  le  sens  direct 
autour  de  l'origine,  ao  augmentera  de  2ir  et,  par  suite,  log^  re- 
prendra sa  valeur  initiale  augmentée  de  inzi, 

La  fonction  log^  a  donc  une  infinité  de  déterminations  qui 
peuvent  s'échanger  les  unes  dans  les  autres  en  tournant  autour 
de  l'origine  qui  est  un  point  singulier. 

Cette  fonction  a  une  dérivée  qu'il  est  facile  de  calculer;  on  a 


Donc 


ou 


e"  =  z,        e"-*-^"  =  z-\-  Iz. 

/         Aa  x 

e'*  Am  (  IH h . . .  )  =  A^ 


et,  par  suite, 

,.     Aa         1 
lim  — -  =  —  = 
A;;        e'*    ■ 

Ainsi 

da  _\ 

dz   ~  z 

I!  en  résulte  que  logs  est  bien  une  fonction  analytique  de  z.  On 
aurait  pu  le  voir  en  partant  de  l'expression  (9)  et  remarquant  que 
Logr  et  a  4-  ik-iz  satisfont  bien  aux  relations  fondamentales 

àa  _  àv  au  ôv 

dx       dy  dy  àx 

23.  Considérons  maintenant  la  fonction  log(i  -h  2).  Elle  admet 
comme  point  critique  le  point  .g  = —  i.  Soit(C)  {fig^  17)  le  cercle 
qui  a  pour  centre  l'origine  et  qui  passe  par  ce  point  singulier  A. 
A  l'intérieur  de  (C),  l'une  quelconque  des  déterminations  mul- 
tiples delà  fonction  log(i  4- s)  est  uniforme  et  continue.  Si  l'on 
choisit  celle  qui  s'annule  avec  ^,  on  reconnaît  facilement  que  sa 
détermination  est  logAP-f-^a,  adésignant  l'angle  des  deux  direc- 
tions Ax  et  AP. 
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D'après  le  ihéorème  de  Cauch}-,  celle  délermination  est  déve- 
loppable  en  série  entière  relativement  à  z,  pour  tous  les  points 
intérieurs  à  C  et  l'on  obtient 

\of^{l-h  Z)  — ~  -!-...-+-(— I)"-^» h 

Nous  avons  déjà  étudié  ce  développement  (Chap.  II,  §22).  Nous 
avons  vu  qu'elle  coïncide  avec  celui  que  l'on  obtient  pour  z  réel. 


Celle  série  est  convergente  dans  tous  les  points  de  C  sauf  au 
point  A;  elle  représente  donc  log(i  -h  z)  pour  tous  ces  points,  et 
peut  être  prolongée  analjtiquement  dans  tout  le  plan.  En  allant 
du  point  P  à  un  point  f  extérieur  par  deux  chemins  différents, 
on  obtiendra  pour  log(i  +  z)  la  même  valeur,  pourvu  que  ces 
chemins  ne  contiennent  pas  dans  leur  intérieur  le  point  A. 
Soit  M(i ,  0)  un  point  du  cercle  de  convergence 


On  a 


et 


z  =  costj  -h  f  sinij 


.      ,  1         /       0\       -^ 

log(i  •+-  z)  =  log2l  COS  7  1  -+-  «  - 

cos6-+-/sin6        (cosO -i- /sin6)* 


\o^(i-^-z) 

I  A 

ce  développement  étant  valable  pour  toutes  les  valeurs  de  8,  sauf 
0  =  ±  -.  On  en  conclut  les  deux  développements 


et 


cos  -  )  — 

cos  6        cos-îO        cos  30 
...       -^       3 

0        sinO 

X                I 

siii'iO        siii  {6 
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Nous  avons  vu  plus  haut  que  la  fonction  u  =  log3  a  pour  dé- 
rivée -;  elle  peut  donc  être  représentée  par  l'intégrale  curvilij»ne 


r'dz 


le  chemin  qui  va  de  ^o  à  ^  étant  donné.  Si  l'on  va  du  point  X{zq) 
au   point  8(5)  {Jig-  18)  par  deux  chemins  qui  ne  comprennent 

Fig.  18. 


pas  l'origine,  le  résultat  sera  le  même.  Mais  si  Ton  va  de  A  en  B 
par  deux  chemins  qui  comprennent  l'origine,  tels  que  AMB  et 
AM'B,  on  aura 

Or  la  première  intégrale  est  égale  à  2^*71  :  donc  on  a,  en  désignant 
par  u'  la  seconde  détermination  de  w, 

Si  le  contour  AM'B  faisait  k  fois  le  tour  de  O,  on  aurait  * 

u'  =  u  -h  iklTZ, 

Nous  retrouvons  bien  de  la  sorle  les  déterminations  eu  nombre 
infini  de  la  fonction  log^. 

24.  La  définition  de  la  fonction  z"*  se  déduit  de  celle  de  log^, 
en  posant 

qui  donne  un  sens  à  5*",  quel  que  soit  m.  On  voit  que  la  fonc- 
tion z"*  a  comme  point  critique  le  point  c  =  0,  et,  quand  z  tourne 
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autour  de  Torigine,  la  fonction  se  reproduit  multipliée  par  c*'*^*, 
puisque  log^  s'augmente  de  iizi. 

Considérons  en  particulier  la  fonction  (i  -h  ^)^»  Elle  est  déve- 
loppable  en  série  convergente  en  tout  point  intérieur  au  cercle 
qui  a  pour  centre  l'origine  et  qui  passe  par  le  point  singulier 
5  =  — i.  Considérons  celle  des  déterminations  de  (i-l-s)"*  qui 
devient  égale  à  i  pour  z  =  o.  Elle  sera,  d'après  le  théorème  de 
Cauchy,  représentée  par  la  série 

m  m  (m  —  i  )    .  m(  m  —  i) . . .  (  /?i  —  /i  -f-  i  )    _ 

I  1.2  1.2.../1 

que  nous  avons  déjà  étudiée  précédemment  (Chap.  II,  §23).  De 
sorte  que  cette  série,  qui  représente  (i  -}-  -)*"  lorsque  z  est  réel, 
le  représente  encore  quand  z  est  imaginaire  et  de  module  inférieur 
à  un.  Sur  la  circonférence  de  convergence  nous  savons  que  le  dé- 
veloppement est  ou  n'est  pas  convergent  suivant  la  valeur  de  m. 

25.  Le  développement  de  l'irrationnelle 


/i  —  -Àxx  -+-  a* 


suivant  les  puissances  de  a  se  rattache  à  la  question  précédente. 
Bornons-nous  au  cas  où  x  est  réel.  Celte  irrationnelle  est  une 
fonction  algébrique  de  a  qui  a  deux  déterminations.  Choisissons 
celle  qui,  pour  a=o,  est  égale  à  -h  i .  Le  rayon  du  cercle  de 
convergence  de  son  développement  suivant  les  puissances  entières 
de  a  est  évidemment  égal  au  module  de  la  racine  du  polynôme 
i  —  20ix  4-  a-  qui  est  la  plus  voisine  de  l'origine. 

Si  I  j*  I  <<  I ,  les  deux  racines  jt  ±  i\/  \  —  jc^  sont  imaginaires  et 
leur  module,  indépendant  de  x,  est  égal  à  un.  Le  rayon  du  cercle 
de  convergence  est  donc  aussi  égal  à  un  quel  que  soit  |  J?|.  Si 
1  x  I  >  I ,  les  deux  racines  sont  réelles  et  le  rayon  du  cercle  de 
convergence  variable  avec  \jc  \,  Dans  les  deux  cas,  on  aura,  pour 
tout  point  A  pris  à  l'intérieur  de  ce  cercle,  un  développement  con- 
vergent de  la  forme 

=  \o-+-  Xi»  -l-  \4a2-+-..  .H-  \;,a''-+-... 
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Les  coefficients  X„    sont  connus  sous  le  nom  de  polj^nomes  de 
Legendre;  X^  est  de  degré  n  en  x. 

Cherchons  d'abord  une  relation  de  récurrence  qui  existe  entre 
trois  coefiicients  X»  successifs.  En  posant 

(lo)  y  = 


/i  —  2aj^  -h  a* 

on  déduit,  en  dérivant  par  rapport  à  a, 

ày 
(II)  --(i  —  'X7.X  ^  t!^)  =  y{x — a). 

Prenons  la  dérivée  /i'^"**'  par  rapport  à  a  des  deux  membres  de 
cette  égalité.  En  apph'(|uant  la  formule  bien  connue  qui  donne  la 
dérivée  d'un  produit  de  deux  fadeurs,  et  en  faisant  a  =  o,  on 
obtient 

(S^).-<— '>.(S).*-(£^).- 

D'ailleurs,  on  a 

et  finalement  la  formule  de  récurrence  cherchée  est 
i\>)  (Ai-+-i)X«+,  — (2/n-ijj'X„-h/iX„_t=  o. 

On  en  déduit  que  X„  est  un  polynôme  de  degré  n  en  x  '.  les  deux 

premiers  sont 

Xo=i,         \x  =  x. 

Pour  jc  =  -f-  1 ,  on  a  X,,  =  i .  Pour  x  =  —  i ,  on  a  X,,  =  ±:  i , 
suivant  que  n  est  pair  ou  impair. 

Ces  polynômes  jouissent  de  toutes  les  propriétés  des  fonctions 
de  Sturm,  comme  on  le  reconnaît  immédiatement.  Pour  x  =:  —  i , 
la  suite  des  polynômes  Xo,  X|,  .  .  .,  X^  présente  manifestement 
n  variations.  Pour  x=i-\-\^  elle  n'en  a  plus;  donc,  x  croissant 
de  —  I  à  -i-  I,  la  suite  a  perdu  n  variations;  donc  X^  a  passé  au 
moins  par  n  racines;  et  comme  ce  polynôme  est  de  degré  /?,  ses 
n  racines  sont  comprises  entre  —  i  et  -h  i . 

Pour  établir  maintenant  l'identilé,  à  un  facteur  près,  des  poly- 
nômes X^  avec  les  polynômes  que  nous  avons  déjà  étudiés  (t.  I, 
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p.  28),  il  suffira  de  démontrer  que  Tinlégrale 


f       fU)\n 


dx 


esl  nulle  lorsque  f{x)  est  un  polynôme  arbitraire  de  degré  au 

plus  égal  k  n  —  1 .  Nous  nous  servirons  à  cet  effet  d'une  seconde 

relation  obtenue  en  dérivant  par  rapport  à  x  les  deux  membres 

de  (10).  On  a 

ày 

y-  (  I  —  'XOLX  -\-  a'  )  =  OLy 

et,  en  comparant  avec  (i  1), 

(^       '^Ux       ""du' 
d'où  la  relation  cherchée 

(i3)  x\'n—\'n-i  =  n\„. 

Multipliant  les  deux  membres  parx'^rfj:*  et  intégrant  de  —  1  à  -+-i , 
il  vient 

p-^\  ^-^\  ^-Hl 

ni       x^i\ndx=  I       x*n-^i\'„dx—   1       x»»\'„.^dx, 
d*où,  en  intégrant  par  partie, 

n  /        x»^Xndx  =  [x-^ixX,,-  \„.^)]t\ 

—  {m-\-\)f      x^^Xndx  -hm  1        x'^-^Xn^fdx, 

Or  {.T\ft  —  X,;_|)  est  nul  pour  les  limites  -|-  1  et  —  1  :  donc  fina- 
lement 

di)  /        T'^X„dx= — /       x''*'^X„.idx. 

On  a  d'ailleurs 

/        Xodx=z2y  I        X„dx=o         (n^i). 

Le  résultat  est  maintenant  immédial  :  si  m  est  ^/z  —  1,  Tinté- 
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grale  (i4)  se  ramène  à  une  inlég^rale  de  la  forme 

et  est  nulle.  Il  en  est  de  même  de  Tintégrale 

/      /(x)\ndx, 

où  /(jc)  est  un  polynôme  arbitraire  de  degré  1/t  —  i.  Donc  X„ 

satisfait  à  Tideniité 

rf"(a'»— i)« 

^"^^  d^n ' 

OÙ  Â  est  une  constante  dont  on  trouve  facilement  la  valeur 

2  .  4  .  6  ...  -2  Al 

26.   Parlons  enfin,  pour  achever,  i'énumération  des  fonctions 
élémentaires,  des  fonctions  circulaires  inverses.  La  fonction 

u  =  arc  tanj:;  z 

sera  définie  par  Téqualion 

tanga  =  z. 

On  peut  trouver  aisément  l'expression  générale  de  w,  en  rem- 
plaçant tang;/  par  sa  valeur  en  fonction  d^exponentielles 

sin  w  e"''—e-"^  e»"'  — 1 

tangu  = 


cosw        i(e"'-he-^«0        «(e*«'-hi) 

donc 

i  -^  zi        i  —  z 
eiui  =  __       .  =   , , 

I  —  zi        i  -h  z 
et  enfin 

I    ,      i  —  z       T.         I    ,      z  —  I 

u  =   — .  loC = ! ;  loff :• 

•21        ^  l-hZ  9.  M        ^  Z-i-  l 

La  fonction  arc  lang3  se  ramène  donc  à  la  fonction  logarith- 
mique. Ses  points  singuliers  sont  z  =i-\-  i  cl  z  =  —  i. 
On  définira  d'une  manière  analogue  la  fonction 

//  =  arc  sin5 


i4o 

par  réquation 

qui  donne 

ou 

et,  par  suite, 

d'où  se  conclut 
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sinM  =  Zy 


o, 


U=   -rl0g(5l -f-  /l  —  -3*) 


La  fonclion  arc  sin5  s'exprime  donc  à  Taîde  de  la  fonction  loga- 
rithmique. 

27.  Nous  ne  nous  sommes  occupé  jusqu'à  présent  que  des  dé- 
veloppements suivant  les  puissances  entières  de  la  variable.  On 
peut,  dans  certains  cas,  par  un  simple  changement  de  variable, 
développer  une  fonction  sous  une  forme  différente.  L'exemple 
suivant  est  relatif  au  développement  d'une  fonction  eu  série  d'ex- 
ponentielles. 

Soity(>3)  une  fonction  uniforme  et  continue  de  5  à  l'intérieur 
d'une  aire  définie  par  deux  parallèles  à  Oy,  On  suppose  que  cette 
fonction  est  périodique,  l'amplitude  de  la  période  étant  siice*, 

/(z-i-'AniT.)^/iz), 
de  sorte  que  la  valeur  de  la  fonction  au  point  A  (//g.  19)  est  la 


y 

p 

1 

1 
1 
1 

1 

|A 

4& 

même  qu'au  point  B,  si   le  segment  AB  parallèle  à  Oy  est  égal 
à  2  ait:,  n  étant  un  entier  quelconque. 
Posons 


et  cherclions  quelle  est,  dans  le  plan   des  z'  {Jîg-  20),   la  région 
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l4l 


qui  correspond  à  la  bande,  indéfinie  dans  les  deux  sens,  comprise 
entre  les  parallèles  MP  et  NQ.  Soit  x  =^  a  l'équation  de  la  droite 
AB;  l'affixe  d'un  quelconque  de  ses  points  est 

-  =  «-+-  «>, 

et  le  point  correspondant  du  plan  des  :;'  est 

z'  =  e«  e'y, 

c'est-à-dire  qu'à  la  droite  AB  correspond  dans  le  plan  des  z'  une 
circonférence  de  rayon  e"  et  de  centre  O'.  Il   s'ensuit  qu'à  l'aire 


MNPQ  correspond  l'aire  limitée  par  les  deux  circonférences  con- 
cenlriques  qui  correspondent  aux  parallèles  MP  et  NQ. 

La  fonction  /{z)  va  devenir  une  certaine  fonction  ^{z')  uni- 
forme et  continue  dans  l'espace  annulaire  compris  entre  ces  deux 
circonférences.  Elle  sera  par  conséquent  développable  dans  cette 
région  par  la  formule  de  Laurent 


Par  suite  /(z)  sera  représentée  dans  toute  la  bande  MNPQ  par 
la  série 


/(^)=  2 


A  »,€'"-. 


mz=.  —  » 


Siv^u  lieu  de  supposer  la  période  égale  à  2/7:,  on  supposait  son 
amplitude  égale  à  a,  et  que  l'aire  soit  limitée  par  deux  droites  pa- 
rallèles à  celle  qui  joint  le  point  z  au  point  z  -+-  «1  on  obtiendrait 
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l'expression 


V.  —  Sur  les  produits  convergents. 

28.  Quoique  nous  devions  faire  peu  d'usage  de  la  représen- 
tation des  fonctions  sous  forme  de  produit,  il  ne  sera  pas  inutile 
d^indiquer  quelques  propositions  générales  relatives  aux  produits 
convergents.  La  théorie  des  produits  convergents  ne  présente 
d'ailleurs  aucune  idée  nouvelle,  puisque  la  convergence  d^un  tel 
produit  se  ramène  toujours  à  la  convergence  d'une  série. 

Nous  commencerons  par  démontrer  le  théorème  suivant  : 

Le  produit 

(  I  -h  rt,  )(  I  -+-  a,  ) . . .  (  i  -»-  fl,i  ) . . . 

sera  convergent  si  la  série 

U'i  I  -+-  la,  1 -}-...-+- |rt«|  -f-... 
est  con\'ergente. 

Nous  pouvons  supposer  que  |flr,,  |  •<  i,  quel  que  soit  /i,  puisque 
nous  pouvons  laisser  de  coté  des  facteurs  nécessairement  en 
nombre  limité  où  cette  condition  ne  serait  pas  remplie. 

Ceci  dit,  supposons  d'ahord  les  a  réels.  Le  produit  sera  conver- 
gent, si  la  série 

log  (  H-  a,  )  -^  log(  I  -^  rt ,  )  -r- . . .  -+-  lo-  (  I  -H  rt«  )  -H . . . 

est  convergente.  Désignons  par  b  les  termes  positifs  et  par  — c  les 
termes  négatifs  parmi  les  a,  La  série 

l()g(n-  />!  )-f-  loj^n  -i-  ^j)-u...-H  log(i  H-  ^^ )-.-... 

sera  convergente,  car  log(i  H-  x)<<  .r  quand  x  est  positif. 
Pareillement,  la  série 

loj;!!  —  f,  )H-.  ..-f-  lojîd  -  C;,  )-t-..  . 

sera  couvergenle,  car  on  a 

log(  I  —  Cu  )  =  —   --—7^—  »  o  <  0  <  I  , 
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or    le   facteur t —  tend   vers   un  :   la   série   convergera    donc 

puisque  la  série  de  terme  général  c„  est  convergente. 
Passons  maintenant  à  la  série 

(l-H  W,)(l  -4-  M.)...(r-f- Wrt).... 

les  u  étant  complexes.  Soit  Un=^  an-\-  bni\  les  séries  S  |  a^i  |  et 
S  i  6«  I  sont  convergentes  par  hypothèse.  Le  carré  du  module  de 
(  I  -H  Un)  est 

( I -+- a/, )» -h  6 J     ou      I -h -la,,-!- rtjH- 6J. 

La  série  de  terme  général 


converge  évidemment;  par  suite  le  module  du  produit  tend  vers 
une  limite.  Passons  à  Targumenl;  celui-ci  est  pour  i  -+-  w,, 

b„ 

arc  sin  ^^^==  t 

v/(i^a„)«--6J 

et  il  faut  montrer  que  la  somme  des  arguments  a  une  limite  dé- 
terminée. Or  cet  arc  sin  est  comparable  à  6,,,  ce  qui  rend  évident 
le  résultat  que  Ton  veut  établir. 

29.  Passons  maintenant  aux  produits  convergents  représentant 
une  fonction  de  z.  On  considère  le  produit 

(i5)  [I +/i(-')]f  1-4-/1(2  11... [i-^.A(^)J...; 

les  fonctions /,  (5),  ...,//ï(5),  ...  sont  des  fonctions  uniformes 
et  continues  dans  le  même  cercle  G  de  convergence.  On  suppose 
de  plus,  en  représentant  d'une  manière  générale  par 

F,(Z)        {Z  =  \z\) 

la  série  obtenue  en  remplaçant  dans  fi{z)  chaque  terme  par  son 
module,  que  la  série 

F,(Z)-+-F,(Z)-+-...H-F,,(Z)-+-... 

converge  quand  Z  est  inférieur  au  rayon  du  cercle  G. 

Dans  ces  conditions  nous  voulons  montrer  que  le  produit  (i5) 
représente  une  fonction  holoniorphe  de  z  à  r intérieur  de  G. 
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Considérons  d'abord  le  produit  convergent 

P(Z)=[i-+-F,(Z)][i-+-F,(Z)]...[i-+-F„(Z)].... 

Soit  P„(  Z)  le  produit  des  n  premiers  facteurs;  nous  pourrons 
mettre  P//(Z)  sous  la  l'orme 

P«(Z)  =  AJH-  AïZ  -+-. . .-+-  A5,Z'"H-. .., 

A'',  étant  une  constante  positive.  Or  P,/(Z)  est  plus  petit  que  P(Z); 
donc  tous  les  termes 

t\f,f  Là 

sont  moindres  que  P(Z).  Mais  quand  n  augmente  indéfinimeot 
(m  restant  fixe)  les  A^,  augmentent.  Par  suite  A^J^,  pour  n  =  00, 
tend  vers  une  limite  que  nous  désignerons  par  Aw  Ceci  dit,  re- 
marquons que  Ton  a 

P„(Z)  >  Aï -4- A7Z -+-..  .-T- Afî^Z'» 

(en  ne  prenant  que  m  termes);  donc,  m  restant  fixe  et  n  augmen- 
tant indéfiniment,  P(^)  est  au  moins  égal  à 

Ao-h     A,Z-h...-f-A,;;Z'". 

Puisque  la  somme  des  m  premiers  termes  de  la  série 

(S)  Ao-+-AtZ-h...4-A,„Z'«-+.... 

est  moindre  que  P(Z),  on  en  conclut  que  cette  série  (S)  est  con- 
vergente et  a  au  plus  P(Z)  pour  limite.  D'autre  part,  on  a 

\\,  f  Z  X  Ao  -4-  Al  Z  -T- . . .  H-  A,;,  Z'''  -+- 

On  a  donc  les  inégalités 

P„(Z)<Ao-4-...-hA,„Z'"^...<P(ZK 

ce  qui  établit  que  la  série  (S)  a  P(Z)  pour  limite. 

Nous  allons  maintenant  achever  aisément  la  démonstration.  En 
prenant  le  produit  des  n  premiers  facteurs  dans  le  produit  (i5), 
on  a 

a"^  est  une  somme  de  termes  complexes;  pour  n=iXij  c'est  la 
somme  des  termes  d'une  série  pour  laquelle  la  série  des  modules 
est  convergente;  nous  aurons  donc  une  limite  pour  a^,  soit  Om- 
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La  série 

o( ^ )  =  ao -H  ai  5  -i- . . .  -h  a„i «"* -h . . . 

convergera  manifestement,  et  ^{z)  coïncide  avec  la  valeur  Q(w) 
du  produit  convergent  (1 5);  on  le  voit  de  suite  en  remarquant  que 

?(>«)  — Q/.(^)|<P(Z;-P„(Z); 

or  le  second  membre  de  celle  inégalité  tend  vers  zéro.  Il  en  résulte 
liien  que  ^(z)  est  égal  à  la  limile  de  Q//(w),  c'est-à-dire  à  Q(5). 
Ce  produit  convergent  est  donc  mis  sous  la  forme  d'une  série 
entière  dans  le  cercle  C  el  la  proposition  énoncée  est  complèle- 
ment  établie. 


VI.  —  Décomposition  en  facteurs  des  fonctions  uniformes. 

30.  La  décomposition  d'un  poljnome  en  un  produit  de  facteurs 
linéaires  est  la  proposition  fondamentale  de  l'Algèbre.  Considérant 
une  fonction  G{z),  unif<*rme  et  continue  dans  tout  le  plan,  on  a 
cherché  pareillement  à  décomposer  G(z)  en  un  produit  de  fac- 
teurs qui  mette  en  évidence  les  racines  de  cette  fonction.  Cauch^' 
V  est  arrivé  dans  des  cas  étendus,  mais  sans  pouvoir  toutefois  traiter 
la  question  dans  toute  sa  généralité.  C'est  à  M.  Weierstrass  que 
rojn  doit  d'avoir  étendu  aux  fonctions  G{z),  que  nous  appellerons 
avec  lu\ /onctions  entières,  le  théorème  fondcimental  de  TAI^^èbre. 
Cet  admirable  résultat  est  le  point  capital  du  M(»moire  de  Tillustre 
auteur  que  nous  avons  cité  plus  haut  (*), 

Soit  une  suite  de  quantités 

a,,    atf     ...,     Uny     ..., 
rangées  par  ordre  croissant  de  leurs  modules  et  telles  que 

hm  —  —  o. 

Si  plusieurs  de  ces  quantités  ont  même  module,  on  rangera  les 
quantités  de  même  module  dans  un  ordre  arbitraire.   D'après  la 


(*)  On  trouvera  une  traduction  de  ce  Mémoire  dans  les  Annales  de  l'École 
Normale  supérieure  (1879). 

P.  —  IL  10 
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définition  même  du  mol  Hmite,  il  csl  clair  qu'éianl  donné  un 
nombre  quelconque  R  il  n'y  a  qu'un  nombre  limité  de  valeurs 
des  a  donl  le  module  soit  inférieur  à  R. 

Ceci  pos'-,  nous  allons  monivev  {\u  on  peut  former  une  fonction 
entière  G^z)  ayant  pour  racines  les  quantités  a  et  celles-là 
seulement.  Si  plusieurs  quantités  a  sont  égales,  la  racine  sera 
d'un  degré  de  multiplicité  égal  au  nombre  de  fois  que  figure  cette 
quantité. 

31.  Une  remarque  préliminaire  nous  sera  indispensable.  Soit 
une  série 

dont  les  termes  sont  des  séries  entières  convergentes  dans  un 
cercle  C  de  ra\on  R  ayant  l'origine  pour  centre.  Désignons  par 

F„(Z)        K'l  =  .z\) 

la  série  obtenue  en  remplaçant  d'Aus  fn{z)  chaque  terme  par  son 
module.  On  suppose  que  la  série  à  termes  positifs 

(17)  Fo(Z)-f-Ft(Z)-h...-r-F„(Z)-h... 

doil  convergente  pour  Z<lR.  Dans  ces  conditions,  il  est  manifeste 
que  la  série  (i6)  sera  convergente  dans  le  cercle  C,  et  sera  suscep- 
tible de  se  mettre  sous  la  forme  d'une  série  entière  convergente 
dans  ce  même  cercle;  on  peul,  en  effet,  dans  la  série  (i 6),  mo- 
difier l'ordre  des  termes,  puisque  la  série  des  modules  de  tous  les 
termes,  représentée  par  (17)  est,  par  hypothèse,  convergente. 

\\i.  Ceci  posé,  laissons  de  côté  celles  des  quantités  a  qui  pour- 
raient être  égales  à  zéro,  et  considérons  l'expression 

Si  l'on  suppose  que  \z\  soit  inférieure  |av|.  nous  pouvons 
enviî>ager 
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log  (  I ^  j  représentant  une  fonction  uniforme  et  continue  dans 

le  cercle  de  rajon  \ci^\  et  s'annulant  pour  ^  ==  o.  On  aura,  par 
suite, 

'«e«^=-7(i)'-7TT(|;)"'---' 
d'où  l^on  conclut 

Nous  voulons  maintenant  montrer  que  le  produit  infini 

(18)  UiUt  . . ,  U>i  . . . 

est  convergent  et  représente  une  fonction  entière  de  z  s*annulant 

pour 

a,,     a,,     ...,     av,     ..., 

V  étant  un  entier  quelconque.  A  cet  effet,  montrons  que  le  pro- 
duit (18)  représente  une  fonction  uniforme  et  continue  de  z  dans 
le  cercle  de  rayon  «y.  Laissant  de  côté  les  facteurs  en  nombre 
limité  correspondant  à  des  valeurs  des  a  de  module  moindre 
que  Ov,  nous  avons 

La  convergence  du  produit  sera  rétablie,  si  nous  montrons  que 
la  série 

<•«>      2[i(i)"-*-«-^(ir'-"-] 

est  convergente  pour  |  i;  |  <;  |  «v  |. 

Nous  avons  là  une  série  dont  chaque  terme  est  lui-même  une 
série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  .s;  or  on  a 

1  I  z 
I 


n 


an\         n-hi  \an\  —    — 

a» 


Nous  devons  montrer,  pour  pouvoir  appliquer  le  lemrae  du  para- 


l48  CHAIMTRE    V. 

graphe  précédent,  que  la  série  donl  le  terme  général  est 


—  I 


I  —    — 


est   convergente.  Il  en  est  ainsi,   car  le  rapport  d\in  terme    au 
précédent  est 

I  z  I 


n  a«  j 

/i  —  I  »    «     i 

I— I  ; 


an    I"     ^ 


qui  teud  vrrs  zéro  à  cause  du  facteur  — ^-. 

Nous  sommes  donc  assuré  que  la  série  (19)  représente  une  fonc- 
tion holomorphe  dans  le  cercl<»  de  ravon  |flv|.  Le  produit  (18) 
représente  donc  une  fonction  de  z  holomorphe  dans  ce  cercle; 
cette  fonction  s'annule  pour 

a, y     a-: a,   « 

et  elle  n'a  pas  d'autres  racines  dans  ce  cercle. 

L'entier  v  est  d'ailleurs  absolument  arbitraire.  On  en  conclut 
donc  bien  que  le  produit 

UiU,..,U    ... 

représente  une  fonction  entière  de  z  ayant  pour  zéros  les  valeurs 
données  et  celles-là  seulement.  Les  facteurs  u  ont  été  appelés  par 
M.  Weicrslv'd^s  /acteurs  primaires  ;  on  voit  que,  outre  le  facteur 

linéaire  (  i ~\j  le  facteur  primaire  i/y  contient  une  exponen- 
tielle. C'est  la  présence  de  celle  ex|)onentielle  qui  rend  possible 
la  convergence  du  produit  infini  formé  avec  les  facteurs  u.  Dans  le 
cas  où  3  =  o  devrait  être  racine  multiple  d'ordre  X,  on  mettrait  s'- 
en lacleur  devant  le  produit  trouvé. 

33.  Nous  venons  de  nous  placer  dans  le  cas  le  plus  général. 
Dans  certains  cas  particuliers,  il  sera  possible  d'employer  de* 
facteurs  primaires  un  peu  plus  simples.  Ainsi,  supposons  que  la 
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série  de  terme  général 

/>  élant  un  entier  déterminé,  soit  convergente.  On  pourra  prendre 
pour  2/v 

Ou  le  voit  de  suite,  en  se  reportant  à  Fanalyse  précédente  :  la 
série  dont  on  a  alors  à  montrer  la  convergence  se  réduit  à  la  série 
de  terme  général 

i  I  i-T 

[  *  I 
I  «/I  I 

dont  la  convergence  est  évidente  d'après  l'hypothèse  faite  plus 
haut. 

34.  Une  première  conséquence  bien  remarquable  déduite  par 
M.  Weierstrass  du  théorème  précédent  est  relative  à  la  forme 
d'une  fonction  /{z)  uniforme  dans  tout  le  plan  et  n'ayant  à  dis- 
tance finie  que  des  pôles. 

On  peut,  en  eifet,  former  une  fonction  entière  G{z)  ayant  pour 
racines  les  pôles  de  /{s)  et  avec  le  même  degré  de  multiplicité; 

le  produit 

/(z)G(z) 

sera  alors  une  fonction  entière  G|  {z)^  et  l'on  aura  par  suite 

J^""^-  G(«)  • 

/{z)  peut  donc  se  mettre  sous  la  forme  d' un  quotient  de  deux 
fonctions  entières.  On  remarquera  que  les  fonctions  G  et  Gî,  ob- 
tenues par  les  considérations  précédentes,  n'ont  pas  de  racines 
communes,  car  les  racines  de  G(:;)  donnent  au  produit  f{z)G{z) 
des  valeurs  finies  et  difTérentes  de  zéro. 

3o.  Si,  au  lieu  d'une  succession  de  points 
(20;  a,,     Uiy     uny     .. 
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s'élolgiitint  à  l^infini,  on  a  des  poinls  pour  lesquels 

on  pourra  former  une  fonction  ayant  pour  point  singulier  essentiel 

le  point  a  el  les  racines  r?,,  a^ On Il  n'y  a  en  effet  qu'à 

prendre  pour  facteur  primaire 

el  il  n'y  a  rien  a  changer  au  raisonnement  lait  plus  haut  pour 
établir  que  le  produit  converge  pour  toute  valeur  de  z  difff^rente 
de  a.  On  suppose,  bien  entendu,  les  a  disposés  dans  un  ordre  tel 
que  \an  —  a\  ne  croisse  pas  avec  /i.  La  fonction  ainsi  trouvée  sera 

une  fonction  entière  de »  et,   en  désignant   d'une   manière 

générale  par  G (2)  une  fonction  entière  de  5,  on  obtient  de  cette 
manière  une  fonction 

ayant  comme  unique  singularité  le  point  essentiel  a  et  les  zéros 
donnés  par  la  série  (20). 

36.  On  peut  bien  aisément  généraliser  le  résultat  précédent  (•), 
en  l'étendant  aux  fonctions  uniformes,  continues  pour  tous  les 
points  du  plan,  à  Texception  de  ceux  qui  sonl  situés  sur  une  cir- 
conférence (]  de  rayon  K  et  dont  le  centre  est  à  l'origine. 

Soit  une  suile  de  (juanlilés 

(21)  Ai,     Aj,      A,|,      ... 

telles  que,  en  posant  \„--  p//^''^",  p„  étant  le  module  et  a,,  l'argu- 
meiil,  on  ail 

I  ?n  -  K  I  :  I  P/i-^i  -  H 
el  de  plus 

lim  p„-    R. 

I1  =  «0 


(  '  )  K.  PiCAiu»,  Sur  ta  décomposition  en  /acicurs  primaires  des  fonctions 
uni/ormes  ayant  une  ligne  de  points  sin'^ulivrs  essentiels  {Comptes  rendus, 
21  mars  18S1). 
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Nous  allons  montrer  qu'on  peut  former  une  expression,  dépen- 
dant de  Zj  uniforme  et  continue  dans  tout  le  plan  en  dehors  de  la 
circonférence,  qui  représentera  une  fonction  analytique  de  5  à 
l'intérieur  et  à  l'extérieur  de  la  circonférence  et  s'annulera  pour 
tous  les  termes  de  la  suite  (21). 

A  la  suite  (21)  associons  une  seconde  suite 

représentant  des  points  situés  sur  la  circonférence  C  et  telle  que 

iim  (\n—^n)  =  0. 

Ce  choix  peut  être  fait  d'une  inHnité  de  manières;  il  en  est  une 
immédiate  obtenue  en  faisant 

B«^  Re'^n. 
Ceci  posé,  on  prendra  la  fonction 


n      I 


en  posant 

*«(-)  =  TirB7^ï(-.-B7)-"---^,T^(T:^B7)     ' 

La   démonstration   de  la  convergence  de  ce  produit  infini  est 
immédiate.  Écrivons,  en  effet,  le  facteur  primaire  sous  la  forme 


'"-(-T^)^*-'- 


Pour  un  point  donné  z  qui  n'est  pas  sur  la  circonférence,  nous 
considérons  les  facteurs  primaires  à  partir  du  ran«;  v  tel  que 

|z-B«|>|A„— B,,|         (A*>v), 

ce  qui  est  possible,  puisque  le  second  membre  de  cette  inégalité 

lend  vers  zéro  avec  -•  On  peut  alors  mettre  Uft  sous  la  forme 
n  ' 

_1    /An-Bnvn 1        /A^-B^v"-»-' 
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.'  »  '«{{  «n^l-'.x'i-î  »  c»:.l«f  :-.^  noa*  a^oos  •>i>Cruae  d^n»  le  cas  du 
^c  i->iric  «i »£■:>; t«rr  -2    h  n^  r^-^:^  i  'i^  qa'â  iBonlrcr  que  la  série 

»  —  * 

r*:if^K^n'.fr  'jne  {•-»ncûon  ^Dii\ii.|u<  i-  j  •iAD>  Tune  et  Taulre  région 

•1  .  f..*Q  jii 

Z  —  B»      ;.         %,—  B,  .1  =  1.1— !..     ..x;. 

*  Jri  y-jum  prendra  p«3ur  un-?  d^?  ce>  rê-^ion*  rînlérieur  d' un  cercle  F 
d^'-.ric  de  l'origine  comme  ce:.tre.  -iont  le  ravoo  convenablement 
rhoUi  ^ra  moindre  que  R.  et  pour  l'autre  re\térieur  d*un  cercle  F' 
dorjt  le  njron  ?era  ^u^^-Ti^-ur  à  R.  Ce<  deux  circonlérences  sont 
d'diile'ir^  Lien  cvîdrmment  d'autant  plii>  rapprochées  de  la  circon- 
f-^rfrnce  C  que  >  e^t  plu?  ^rand. 

Il  nouâ  suffira  de  Mippo>er  z  dan>  le  cercle  F.  Chaque  terme  de 
4  ^rie  u'i  e^t  une  Tonotion  «tnalvtique  continue  dans  ce  cercle. 
De  plus,  développons  le  terme  j^enéral 

«suivant  Ie9  piiia^ance?  de  :;  et  \ovon>  ce  que  de\ientce  dévelop- 
pement quand  on  remplace  chaque  terme  par  >on  module.  Or, 
qu^nd  on  développe  en  >èrie  un  terme  quelconque  de  la  suite  pré- 
rédeute.  et  qu'on  remplace  chaque  terme  par  son  module,  on 
obtient  le  développement  de  ce  terme  où  A^  —  Bjc,  z  et  B„  ont 
*'té  remplacé»  par  leur?  modules.  On  a  donc,  en  employant  les 

notations  du  lemme  •  ;;  31  » 

•- 

_   I      y-    b.  -'  I  A.-B.    ^>'  7-^1 


*'i.  par  suite. 


f     A,-^B^'  _  i_     \,-B^/-« 
"     '         n       B  — Z."  n  TR  — Zrt^» 

^     A„— B.,  «  1 

n       B  -Z.'      ■         A,-^B^' 
'  B-Z) 


(I  ri'v  a  plij>  rien  ù  chan<:er  à  la  suite  du  raisonnement  :  on  voit 
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de  suite  que  la  série  de  terme  général  F„(Z)  est  convergente,  et, 
par  suite,  d'après  le  lemroe,  l'expression  (21)  est  une  fonction 
analytique  dans  le  cercle  F.  On  verrait  de  la  même  manière  qu'elle 
jouit  de  la  même  propriété  à  Tiiilérieurdu  cercle  V, 

D'ailleurs,  comme  nous  l'avons  dit,  ces  deux  cercles,  si  l'on 
prend  v  assez  grand,  sont  aussi  rapprochés  que  l'on  veut  du  cercle  G. 
L,e  produit  convergent  G  {z)  représente  donc  une  fonction  ana- 
lytique et  continue  de  z  à  l'intérieur  et  à  l'extérieur  du 
cercle  C;  il  a  de  plus  pour  racines  les  points  de  la  suite  (21). 

Il  est  clair  que  si  la  série  de  terme  général 

p  étant  un  entier  fixe,  est  convergente,  on  pourra  prendre  comme 
facteur  primaire 

en  posant 

On  remarquera  qu'en  général  l'expression  précédente  repré- 
sentera deux  fonctions  analytiques  distinctes  à  T intérieur  et  à 
l'extérieur  de  G,  c'est-à-dire  que  les  deux  fonctions  ne  seront  pas 
le  prolongement  analytique  l'une  de  l'autre  (Ghap.  II,  §  18).  La 
circonférence  pourra  être  pour  la  fonction  une  ligne  de 
points  singuliers  essentiels,  ^ous  sommes  ainsi  conduit  au  type 
de  fonctions,  dont  nous  avons  déjà  indiqué  quelques  exemples 
(Chap.  Il,  §  18),  pour  lesquels  le  prolongement  anal\ tique  n'est 
pas  possible  au  delà  d'une  certaine  courbe. 

-    37.   Indiquons  deux  exemples  très  simples  :  Soit  R  =1  1  ;  posons 

On  aura,  sur  le  cercle  de  rayon  1 >  /i  points  A  formant  les 

sommets  d'un  |)olygone  régulier.  Quand  n  augmente  indéfiniment, 
on  a  ainsi  une  suite  de  points  tendant  vers  la  circonférence  de 
rayon  un.  Nous  prendrons,  comme  point  B„  correspondant  à  A,n 

ik  T. 
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le  terme  A„    -  Kn  sera  donc 


n 


et,  par  suite, 

|A„--B,,|=  ' 


n 


et  il  ne  faut  pas  oublier  que  n  racines  de  même  module  corres- 
pondent à  l'indice  n.  Cherchons  s'il  y  a  une  puissance  p  telle  que 
la  série 

|A„--B;,|/' 

soit  convergente.  Cette  série  peut  s'écrire 

puisqu'il  y  di  n  termes  pour  lesquels  |  A„  —  B„\  a  la  même  va- 
leur —  •  On  pourra  donc  prendre 

/?  =  3, 
et  le  facteur  primaire  sera 

z  —  B,i 

La  fonction  représentée  par  le  produit  de  ces  facteurs  ne  pourra 
certainement  pas  s'étendre  au  delà  du  cercle  de  rayon  un,  car 
dans  le  voisinage  de  tout  point  du  cercle  elle  a  une  infinité  de  ra- 
cines, ce  qui  est.  incompatible  avec  la  possibilité  d'une  extension 
analytique. 

Je  donnerai  un  second  exemple  où  le  choix  des  quantités  B  sera 
fait  d'une  manière  différente.  Supposons  queTexpression  générale 
des  racines  soit 

h  -\-  r  —  {a  —  il  )  i 

A  =  ; j .^ 

(t  -f-  a  -i-  i  />  —  (■)i 

(t,  b^  c,  d  étant  quatre  entiers  réels  satisfaisant  à  la  relation 
ad  —  bc  -=^  \\  on  a  ici  K  =  i . 

Nous  prendrons  B  --  -. — p;  le  point  B  est  bien  sur  la  circonfé- 
rence de  rayon  un  et  l'on  aura 


A  -  B  I  = 


y/(  ^î  _4-  ^i  )  I  a*  -X-  6*  -r-  C«  -r-  ^«  -+-  2  ) 
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La  série  niulliple  dont  le  terme  général  est  |  A  —  B|2,  ti,  />,  r,  d 

pouvant  prendre  toutes  les  valeurs  entières  possibles  satisfaisant 

à   la  relation 

od —  bc  —  \^ 

est  convergente  :  c'est  ce  que  Ton  reconnaît  en  considérant  à  la 
place  de  la  série  une  intégrale  triple  convenable  dont  la  valeur 
reste  flnie  quand  les  limites  deviennent  infmies.  On  pourra,  par 
conséquent,  poser 

le  signe  ||  indiquant  le  produit  de  tous  ces  facteurs  correspon- 
dant à  toutes  les  valeurs  entières  de  a,  />,  c,  d  qui  satisfont  à  la 
relation  ad  —  bc  =^  i . 

38.  Revenons  à  la  décomposition  d*une  fonction  entière  en 
facteurs  primaires.  Nous  nous  sommes  donné  les  racines,  et  nous 
avons  obtenu  une  fonction  entière  G{z)  avant  ces  racines.  Toute 
autre  fonction  entière  G|  (z)  ayant  les  mêmes  racines  avec  le  même 
degré  de  multiplicité  sera  telle  que 

0,(5) 


G{z) 


sera  une  fonction  entière  '«^(2)  ne  s'annulant  pas.  Or,  dans  ces 
conditions,  - — ^  sera  encore  une  fonction  entière;  donc 

H(2)  représentant  une  fonction  entière.  Par  suite  on  a 

Dans  la  pratique,  pour  une  fonction  donnée  G,  (:;),  la  reclierclie 
de  la  fonction  Hi.z)  et  l'élude  de  ses  pro|)riétés  pourra  présenter 
des  difficultés.    Ainsi,    soit   la    fonction   sin:;;    ses    racines    sont 

données  par 

z  —  nr,, 

n  étant  un  entier  positif  ou  négatif.   Nous  pouvons  former  une 
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fonction  G{z)  ayant  ces  racines;  ce  sera 


^n(-  ;^)'-' 


le  produit  ||  étant  étendu  aux  valeurs  entières  positives  el  né- 
gatives de  n,  à  Texclusion  de  n  -  o.  On  peut,  dans  le  cas  actuel, 
simplifier  beaucoup  en  groupant  deux  à  deux  les  facteurs  corres- 
pondant à  des  valeurs  de  n  égales  et  de  signe  contraire.  Ce 
groupement  est  d^ailleurs  celui  auquel  conduit  rapplication  de  la 
méthode,  puisque,  les  racines  étant  rangées  par  ordre  croissant  de 
modules,  les  deux  racines  -r- mz  et  -  mz  se  suivent  nécessaire- 
ment. On  obtient  ainsi 

n  ac  1 

il  en  résulte  que 

siiis  =  G(z)<?«'*». 

Quanta  la  détermination  de  la  fonction  entière  H(3),  elle  ne 
peut  résulter  de  la  théorie  précédante.  Nous  verrons  dans  le  Cha- 
pitre suivant  que  H  (5)  —  o. 

39.  De  la  décomposition  de  la  fonction  désignée  d'une  manière 
générale  par  G(g),  on  conclut  un  développement  de  la  dérivée 
logarithmique 

Giz)' 
on  a 

Giz)        ^  [z  —  av       ^'v  \^v/       J 

Cl  x\ 

Nous  obtenons  donc  ainsi   un   développement  de  jr- — r  en  une 

série  de  termes  rationnels  en  3.  Cette  fonction  a  pour  pôles  simples 
les  points 

el  le  résidu  correspondant  à  chacun  de  ces  pôles  est  -|-  1 . 

(]e  résultat  conduit  à  se  poser  une  question  plus  générale.  En 
se  donnant  les  points  singuliers  (pôles  et  points  singuliers  essen- 
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lîels  isolés) 

«4,     «î an,     ...,     lima„=x), 

n  =  « 

el  pour  chaque  point  singulier  an  lu  portion 


G. 


(G/i  étant  une  fonction  entière  donnée)  qui,  dans  le  voisinage  de 
z  =  a„j  ne  sera  pas  holoinorphe,  peut-on  former  une  fonctiony(  z) 
a^ant  les  points  a  comme  points  singuliers,  et  telle  que 


/^-^-«"(r-^) 


soit  holomorphe  dans  le  voisinage  de  a„f  II  en  est  bien  ainsi, 
comme  l'a  montré  M.  Mittag-Leffler  ;  nous  nous  contenterons 
d'énoncer  ce  beau  théorème,  renvo)rant  pour  la  démonstration  au 
Cours  d'Anal)rse  de  M.  Hermite  (4^  édition,  Hermann;  1891)  où 
Ton  en  trouvera  de  nombreuses  applications. 

La  décomposition  en  fadeurs  primaires  d'une  fonction,  pouvant 
avoir  une  ligne  de  points  singuliers  essentiels,  dont  j'ai  donné  le 
premier  exemple  en  traitant  le  cas  de  la  circonférence,  conduisait 
à  une  question  analogue  relativement  an  cas  où  les  points  sin- 
guliers peuvent  tendre  vers  les  points  d'une  ou  plusieurs  lignes. 
M.  Mittag-Leffler.  s'inspirant  toujours  de  la  même  idée,  a  traité 
ce  genre  de  questions  dans  toute  sa  généralité;  nous  renverrons  à 
son  remarquable  Mémoire  où  l'on  trouvera  le  développement  com- 
plet de  cette  théorie  (•). 


VII.  —  Sur  quelques  déTeloppements  en  séries; 
séries  de  polynômes. 

40.   Nous  ferons  maintenant  quelques  remarques  sur  certains 
développements  en  séries.  Voici  tout  d'abord  une  remarque,  qui 


(  *  )  G.  Mittao-Lbffler,  Sur  la  représentation  analytique  des  /onctions  mo- 
nogénes  uni/ormes  d'une  variable  indépendante  (Acta  mathematicat  t.  IV; 
i884)*  Pour  toutes  ces  questions  on  consultera  aussi  les  Leçons  de  M.  Borel  :  Sur 
la  théorie  des  fonctions. 
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paraît  duc  à  W  eierstrass,  et  qui  généralise  la  propriété  fondamen- 
tale des  séries  entières.  Soit  une  série 

(S)  /i(^)-+-/,i:r)^...H-/„(j-)-4-... 

dont  le  terme  général  fn{^)  est  une  fonction  analytique  uni- 
forme et  continue  de  x  dans  une  aire  A  limitée  par  un  contour 
simple  C  (*).  On  suppose,  de  plus,  que  la  série  formée  par  les/ 
est  uniformément  convergente  dans  toute  aire  A'  intérieure  à  A. 
On  va  démontrer  que  la  somme  F(x)  de  la  série  représente  une 
fonction  analytique  de  x  dans  Taire  A. 

Nous  rappelons  que  la  série  (S)  est  dite  uniformément  con- 
vergente dans  une  aire  A'  limitée  par  un  contour  C,  quand,  un 
nombre  e  étant  donné  à  Tuvance,  on  peut  prendre  n  assez  grand 
pour  que  le  reste  de  la  série  Hit  un  module  inférieur  à  £,  quel  que 
soit  le  point  x  dans  A!  ou  sur  C. 

La  démonstration  du  théorème  énoncé  est  immédiate,  en  se 
servant  de  l'intégrale  de  Cauchy.  IVenons  un  contour  fermé  F 
situé  entre  C  et  C  et  n'avant  aucun  point  commun  avec  Tun  et 
Tautre.  En  désignant  par  x  un  point  de  l'aire  A',  on  a 

/,(ar)= ;    /    ^ dz. 

•^  jtr.ijyz-x 

Par  suite 

Or,  d'après  nos  hvpolhèses,  la  série  (S)  est  uniformément  conver- 
gente sur  F.  Donc,  en  prenant  n  assez  grand,  on  a,  pour  un 
nombre  e  donné  à  Tavance, 

I  p,,  I  étant  moindre  que  £,  quel  que  soit  z  sur  F.  Nous  aurons  donc, 
pour  tout  pointu:  silué  dans  A'  (ou  sur  C), 


(•)  Nous  Mipposoïls  que  le  conlour  est  simple  uiiiqueiiient  pour  abréger. 
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Le  module  du  second  terme  dans  le  second  membre  est  moindre 

que 

£     r     dx 

ds  étant  Télémenl  d'arc  de  la  courbe  F,  et  est  par  conséquent  très 
petit  si  e  est  lui-même  très  petit.  On  en  conclut  que  la  série 

/i(-^)-H/s(a^;  -h... -h /«(a:; -h... 
a  pour  somme 


X 


¥(z)dz 

p      Z  —  X 


L'égalité  qui  vient  d'être  établie 


¥(z)dz 

X 


démontre  manifestement  que  F(j7)  est  une  fonction  analytique 
de  X  dans  l'aire  A'  et,  par  suite,  dans  tout  l'intérieur  de  l'aire  A. 

41.  Prenons,  comme  application,  une  série  considérée  par 
M.  Pringsheim  et  que  nous  avons  déjà  envisagée  pour  un  autre 
objet  (p.  27  du  t.  I,  en  note).  Soit 


F(x)=2t 


Xv 


2...V    1 -H  a*^J7* 

v=o 

où  nous  supposons  que  a  et  X  sont  des  constantes  réelles  avec 
I  a[  >>  1.  On  peut  appliquer  à  cette  série  le  théorème  précédent. 
La  série  converge  pour  tout  point  dont  Taflixe  n'est  pas  de  la 

forme 

T^-  i  .  .  .-^ 

(  V  entier  positif), 

et  elle  converge  uniformément  dans  toute  aire  qui  ne  comprend 
pas  de  tels  points  à  son  intérieur  ou  sur  sa  frontière.  La  fonc- 
tion F(a:)  est  donc  une  fonction  analytique  uniforme  de  x  dans 
tout  le  plan  de  la  variable  complexe  x]  elle  a  pour  pôles  les  points 
en  nombre  infini 

—  (v  =  o,  I,  2,  ...; 

Ces  points  sont  sur  l'axe  des  quantités  complexes,  et  ont  pour 
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limile  Toriginc  qui  esl  un  poiul  singulier  esrtenliel  de  la  fonclion. 
Nous   avons  indiqué  (noie  citée)   que    la    série  de   Maclaurin 
formée  avec  tes  dérivées  de  la   fonction  précédente   pour  x  =  o 
était 

v  =  o 

Si  X  est  négatif,  la  série  converge,  comme  on  le  voit  de  suite, 
pour  toute  valeur  de  x.  Mais  la  fonction  entière  îp(a:)  esl  disliacte 
de  F(j:),  qui  a,  à  Torigine,  un  point  singulier  essentiel;  le  ré- 
sultat énoncé  {loc,  cil,)  est  donc  immédiat,  cjuand  on  se  place 
au  point  de  vue  de  la  théorie  des  fonctions  d'une  varialile  com- 
plexe. 

•i2.  Les  développements  d^lne  fonction  en  série  de  polynômes 
appellent  nécessairement  Tattention.  C'est  un  sujet  dont  nous 
nous  sommes  déjà  occupé  au  Tome  I  de  cet  Ouvrage  (p  275), 
mais  il  s'agissait  alors  de  fonction  d'une  variable  réelle.  Prenons 
maintenant  une  fonction  holomorphe  d'une  variable  complexe  x 
dans  une  aire  Â.  M.  Knnge  (*)  a  le  premier  établi  (\uune  telle 
fonction  peut  être  développée  en  une  série  de  polynômes  uni- 
formément convergente  dans  toute  aire  A'  intérieure  à  A.  Nous 
allons  suivre  son  analyse,  dont  le  principe  est  extrêmement  simple. 

Nous  partons  d'une  fonction y(j?)  holomorphe  dans  une  aire  A 
limitée  par  le  contour  C  et  sur  le  contour  de  cette  aire,  de  telle 
sorte  que  nous  avons  la  formule  de  Cauchy,  pour  un  point  x 
intérieur  à  A, 

Kn  prenant  des  points  2|,  z-^,  ...»  Zn^  -//+«  =  z^  sur  le  contour  C, 
on  aura,  d'après  le  ihéoréme  londaniental  relatif  à  l'existence  de 
l'intégrale  définie 

fix)  =  -^.  lim  y /iiiiii^^.-^/) 


(  '  )  c.  RuNGE,  Zur  Théorie  der  eindeutigen  analytiscken  Functionen  {Acta 
matkematica,  t.  VI,   i885). 
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quand  toutes    les   différences  zi^^  —  zi  teadent  vers   zéro,   leur 
nombre  augmenlant  indéfiniinenl.  Posons 


l  =  n 

iTziiinK^)  =  2u :: — ;: ' 


On  sait  que,  pour  une  valeur  donnée  de  x^  on  peut  prendre  les 
intervalles  Zi^^  —  zi  assez  petits  et  n  assez  grand  jpour  que  Q/i(j?) 
diffère  de/(jr)  d'aussi  peu  que  l'on  veut.  Avec  plus  de  précision, 
en  se  donnant  e„  à  l'avance,  on  peut  déterminer  3  et  N  de  telle 
sorte  que  l'on  ait 

quand  on  aura  te  js  les  |  zij^^  —  5/|  inférieurs  à  jû  et  n  supérieur  ou 
égal  à  N.  De  plus,  il  suffit  de  se  reporter  à  la  démonstration  de 
ce  théorème  fondamental  (par  exemple,  t.  I,  p.  3)  pour  recon- 
naître que  ces  approximations  sont  indépendantes  de  ar,  pourvu 
que  X  reste  dans  une  aire  A'  intérieure  à  A. 

Nous  concluons  de  là  que  l'on  peut,  dans  l'aire  A',  représenter 
y(x)  par  une  fonction  rationnelle 

avec  une  approximation  supérieure  à  £//,  et  cela  quel  que  soit  x 
dans  A'.  Les  pôles  de  celle  fonction  rationnelle,  qui  sont  les 
points  Zij  sont  extérieurs  à  A'.  D'autre  part,  étant  donnée  une 
fonction  Q«(x)  dont  les  pôles  sont  extérieurs  à  A,  on  peut  déter- 
miner un  polynôme  Pn(x)  tel  que 

|P«(ir)  — Q«(a7;l<Ti«         (dans  l'aire  A'), 

T^n  étant  un  nombre  donné  à  l'avance.  Cette  remarque  est  évi- 
dente,  puisqu'elle  est  manifestement  exacte  pour  une  fonction 

l'alionnelle 

I 

On  aura  donc,  par  suite, 

OU  encore,  en  d'autres  termes,  on  peut,  étant  donné  un  nombre 

positif  aussi  petit  que  l'on  veut,  a„,  déterminer  un  polynôme  en  x, 

P.  ~  II.  Il 
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\\i{:r),  lel  que 

|/<^)-  l^(.r)j<a„ 

pour  tous  les  points  de  Taire  A'. 

La  cléinonslralion  s'achève  maintenant,  comme  pour  le  lliéo- 
rème  de  Wcierslrass  dans  le  cas  d'une  variable  réelle  (t.  I,  p.  '-479), 
tîl  nous  pouvons  conclure  que  iouie /onction  holomorphe  dans  \ 
peut  être  développée  en  une  série  de  polynômes  uniformément 
convergente  dans  toute  aire  A'  intérieure  à  A. 

4)t.  Dans  le  cas  où  le  contour  C  limitant  Taire  A  est  convexe, 
i\I.  Painlevé  (*)  démontre  le  théorème  précédent  de  la  manière 
suivante,  en  admettant  de  plus  qu'on  puisse  en  chaque  point  M 
(le  ce  contour  tracer  un  cercle  tangent  en  M  au  contour  et  le  com- 
prenant à  son  intérieur;  la  position  de  ce  cercle  variera  d'une 
manière  continue,  sauf  aux  points  anguleux,  s^il  y  en  a.  On  vé- 
rifie sans  peine  que  la  construction  de  ces  cercles  est  possible  si, 
en  chaque  point  d'un  contour  convexe  C,  la  courbe  a  un  contact 
simple  avec  sa  tangente.  M  étant  donc  un  point  quelconque  du 
contour,  soit  F  le  cercle  langent  à  C  en  M.  Désignons  par  z  Taffixe 
de  M,  par  a  Taffixe  du  centre  de  F;  nous  aurons,  j; étant  intérieur 
à  S, 

î  I  T  —  a  (.r  —  a)'* 

-T-...=   .\(5). 


z  —  X       z  —  a       (z  —  «>'  (z  —  a  t"-^» 

Faisons  parcourir  au  point  M  la  courbe  C,  a  variant  avec  s 
d\ine  manière   continue  (sauf  aux  points  anguleux  de  C).   La 

série  A(z)  converge  sur  C  uniformément  et  représente  -^ — •  En 

remplaçant  donc     ^     par  ce  développement  dans  la  formule  de 
(^auchy,  il  vient 

«  —  0  «  _i  0 

l\i(x)  désignant  un  polynôme  en  .r  de  degré  n.  Nous  sommes 

.^— _^-^— — — ^— — ^— — — ^— —  —————— ——^«^ , 

C)  V.  Painleyk,  Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  1888. 
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donc  ainsi  conduit  au  théorème  du  paragraphe  précédent  pour  le 
cas  d^une  aire  convexe  (  *  ). 

44.  Je  ne  puis  songer  à  citer  tous  les  travaux  intéressants  se 
rapportant  aux  développements  des  fonctions  en  séries  de  poly- 
nômes. Mentionnons  seulement  un  Mémoire  où  M.  Hilbert  (6rô7/. 
IVachr.,  1897)  démontre  par  une  autre  voie  le  théorème  de 
M.  Runge  et  une  Note  de  M.  Painlevésurle  même  sujet  (Com/>/(?5 
rendus,  1898).  Les  travaux  de  M.  Mittag-Leffler  se  rapportent  à 
uQ  ordre  d'idées  un  peu  différent  {Acla  mathematica,  t.  XXIII 
et  suivants).  Nous  allons  en  dire  un  mot,  en  nous  plaçant  au  point 
de  vue  adopté  par  M.  Borel  dans  cette  question  (^). 

Considérant  Texpression 


nous  allons  admettre  que  Ton  peut  développer  celte  fonction  en 
une  série  de  polynômes 

P,(a)-^P,(w)H-...H-P«(a)H-... 

qui  soit  uniformément  convergente  dans  toute  aire  fînie  n^ayant 
aucun  point  commun  avec  le  prolongement  (i,  +00)  de  la  droite 
joignant  l'origine  au  point  un^  qui  va  de  ce  dernier  point  à  Tin- 
fini.  La  possibilité  d'un  tel  développement  peut  se  démontrer  de 
diverses  manières;  devant  le  déduire,  au  Chapitre  XI,  d'une 
remarque  générale  sur  les  équations  différentielles,  nous  l'admet- 
trons  pour  le  moment.  Nous  désignerons  par  A  le  plan  de  la  va- 
riable u  où  l'on  a  tracé  la  coupure  (+1 ,  oc).  Ceci  posé,  définissons 
ce  que  M.  Mittag-Leffler  appelle  Vétoile  correspondant  à  une 
série  entière 

ao  -h  «1 5  -i- . .  •  H-  a,n  5"«  -+-... . 

Cette  série,  nous  le  supposons,  a  un  certain  cercle  de  conver- 


(*)  Vwr,  daas  uq  ordre  d'idées  analogues,  le  Mémoire  de  M.  Appell  Sur  le* 
développements  en  séries  dans  des  aires  limitées  par  des  arcs  de  cercle  {Acta 
mathematica,  t.  I). 

(*)  E.  BoREL,  Mémoire  sur  les  séries  divergentes  {Annales  de  l'École  Nor- 
male, 1899). 
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gence;  effectuons  son  prolongement  analytique  le  long  d'un  rajon 
déterminé^  c'est-à-dîre  en  prenant  sur  ce  rayon  les  centres  des 
circonférences  servant  à  faire  le  prolongement.  On  pourra,  en  opé- 
rant ainsi,  aller  jusqu'à  Tinfini  ou  être  arrélé  en  un  certain  point  M, 
qu'on  ne  pourra  pas  dépasser.  Si  Ton  opère  ainsi  pour  tous  les 
rayons  de  la  circonférence,  on  aura  une  succession  de  points  M 
(qui  pourront  être,  en  totalité  ou  en  partie,  à  Tinfini);  Tensemble 
des  rayons  compris  entre  Torigine  et  chaque  point  M  formera  une 
aire  qui  est  Tétoile  E  que  nous  voulons  définir.  On  a  dans  Tétoile 
une  fonction  liolomorphe,  qui  est  le  prolongement  de  la  série 
entière  donnée.  Le  théorème  de  M.  Mittag-Leffler  consiste  en  ce 
que  cette  fonction  peut  être  développée  en  une  série  de  poly- 
nômes uniformément  convergente  dans  toute  aire  intérieure  à 
l'étoile,  les  coefficients  de  ces  polynômes  s' exprimant  linéaire- 
ment à  Vaide  des  a  et  de  quantités  numériques. 

Pour  démontrer  ce  théorème  partons,  avec  M.  Borel,  de  l'inté- 
grale de  Cauchv 

Désignons  par  C,  dans  le  plan  de  la  variable  complexe  Zj  une 
courbe  limitant  une  aire  intérieure  à  Tétoile  E;  c'est  sur  cette 
courbe  qu'est  prise  l'intégrale  ci-dessus.  Posons 


Donnons  à  x  une  valeur  variable  mobile  sur  la  frontière  de 
Téloile  et  à  c  une  valeur  fixe,  quelconque  d'ailleurs,  à  Tintérieur 
de  l'étoile,  le  point  u  se  déplacera  dans  A  sans  traverser  la  cou- 
pure (i ,  oc);  car,  si  u  devenait  réel  et  supérieur  à  un,  l'égalité 


montre  que  le  point  z  serait  sur  le  rayon  allant  de  l'origine  à  x  et 
au  delà  de  ce  point,  il  serait  donc  extérieur  à  l'étoile.  Nous  con- 
cluons de  là  que,  si  x  décrit  un  contour  C  suffisamment  rapproché 
de  la  frontière  de  réloile,  z   étant  toujours  intérieur  à  Tétoile 
le  point  u  restera  dans  une  aire  A'  intérieure  à  A. 
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Supposons  que,  dans  l'intégrale  que  j'écris  sous  la  forme 

f(x)       r 


n-^-M.^^,'^ 


X 


le  contour  C  soil  celui  dont  il  vient  d'être  parlé;  on  peut  déve- 
lopper 


en  série  de  polynômes,  comme  il  a  été  dit, 

A  cause  de  la  convergence  uniforme  de  cette  série,  on  pourra  inté- 
grer terme  à  terme,  et  l'on  aura  ainsi 


■"•/w-ïi'^'--(î)'"- 


Les  termes  de  cette  série  sont  manifestement  des  polynômes 
en  5,  remplissant  les  conditions  énoncées;  le  théorème  de 
AI.  Mittag-Lejjler  est  établi. 

Nous  dirons  encore  au  Chapitre  X  quelques  mots  sur  cette 
question  du  développement  en  série  de  polynômes,  quand  nous 
aurons  étudié  le  problème  de  la  représentation  conforme. 
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CHAPITRE  VI. 

APPLICATIONS  DES  THÉORÈMES  GÉNÉRAUX  DE  CAUCHY 
SUR  LES  FONCTIONS  D  UNE  VARIABLE  COMPLEXE. 


I.  —  Recherches  de  quelques  intégrales  définies.  Développement 
en  séries  de  fractions  rationnelles. 

1.  Gaucher  a  donné  de  nombreux  exemples  de  recherches  d'ir- 
légrales  défînies  effectuées  à  Taide  de  ses  théorèmes  généraun, 
particuhôremeni  du  théorème  sur  les  résidus. 

Prenons  tout  d'abord  le  cas  très  simple  de  Tinlégrale 

P  et  Q  désignant  des  polynômes.  On  sait  que  cette  intégrale  aura 
un  sens  si  le  polynôme  Q(^)  n'a  pas  de  racines  réelles,  et  sî  le 
degré  de  P  est  inférieur  d'au  moins  deux  unités  à  celui  de  Q. 

Dans  le  plan  de  la  variable  complexe  ^  =  jc  -\-yij  considérons  la 
partie  supérieure  correspondant  ky  >•  o,  et  traçons  dans  ce  demi- 
plan  une  demi-circonférence  de  très  grand  rayon  /  ayant  Torigine 
pour  centre.  Cetle  demi-circonférence,  avec  son  diamètre,  limite 
une  certaine  aire;  nous  pouvons  appliquer  le  théorème  des  ré- 
sidus à  l'intégrale 


rV(z] 
J    ^(^ 


az. 


on  a  ainsi 


./_/  Q(-^)        Je  Qi-) 

SR  désignant  la  somme  des  résidus  relatifs  aux  différents  pôles  de 
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^r i  conlenus  dans  la  partie  supérieure  du    plan.  Or,  quand  / 

augmente  indéfiniment,  la  seconde  de  ces  intégrales  tend  vers 
zéro,  puisque,  en  posant  :;  =  pe^',  le  degré  de  P(3)rf3  en  p  est  infé- 
rieur d'au  moins  une  unité  à  celui  de  Q(3).  On  aura  donc 


lix  =  •j.i'izZH  : 


il  suffira  de  calculer  les  résidus  de  jr-r~  correspondant  aux  différents 

pôles  situés  au-dessus  de  Ox. 

Voici  un  second  exemple  tout  aussi  élémentaire.  Soit  à  calculer 
l'intégrale 

y  étant  une  fonction  rationnelle  de  sin  x  et  cosjr.  Si  Ton  remplace 
sînx  et  cosj?  par  leurs  valeurs 

sinj?'= ; 9  cosjr  = 

et  si  Ton  pose 

on  aura  Tintégrale 

F (5)  étant  une  certaine  fonction  rationnelle  de  z.  Quand  x  varie 
de  o  à  2TC,  le  point  z  décrit  la  circonférence  de  rayon  un;  l'inté- 
grale précédente  doit  donc  être  effectuée  le  long  du  cercle  de 
rajon  un.  On  aura  sa  valeur  en  appliquant  le  théorème  des  ré- 
sidus. 

Soit,  par  exemple,  à  calculer  par  cette  méthode 

g^"p-4-  e  ix 

En  posant  coso:  = et  (:''«■=  5,  elle  se  réduit  à 

i.  r 'h 
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Des  deux  racines  de  5^  +  2  a  -s  +  i ,  une  seule  z  =  —  a  +  v^a* —  1 
est  comprise  à  Tinlérieur  du  cercle  C  de  rayon  égal  à  w/i,  et  le 
résidu  correspondant  a  celte  racine  est 


d'où  Ton  conclut 


z^a^' 


J^       cosx-ha  [i  .2v/a«— ij       v^â^ZT 

2.  Les  intégrales  précédentes  se  calculent  de  suite  par  des  mé- 
thodes élémenlaires.  Voici  d'autres  cas  où  la  recherche  directe  de 
Fintégrale  est  plus  difficile. 

Prenons  l'intégrale 

que  nous  avons  déjà  étudiée  (l.  I,  p.  38).  On  peut  la  remplacer 
par  l'intégrale 


/ 


■dx. 


dont  la  valeur  est  évidemment  double. 
Or,  considérons  l'intégrale 


/•■ 


cirecluée  le  long  du  contour  suivant.  On  trace  dans  le  demi-plan 
supérieur  un  demi-cercle  y  d'un  très  petit  rajon  OB  et  un  demi- 


cercle  r  d'un  très  grand  rajon  OA  (Jiff»  21).  On  intègre  le  long 
(lu  contour  formé  par  A'B'  le  dcnii-cercle  y,  la  droite  BA  et  le 
demi-cercle  F.  Celle  intégrale  est  nulle,  puisque  la  fonction  -^  est 
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continue  à  Tintérieur  de  l'aire.  Quand  le  rayon  de  F  augmente 
indéfiniment,  l'intégrale  correspondante  à  ce  demi-cercle  tend  vers 

zéro,  car,  en  posant 

z  =  R(cosO  -h  tsinô), 
on  a 

et  Ton  voit  que  l'intégrale  est  nulle  pour  R  =:oc,  puisque  sin9  >  o. 
Prenons  maintenant  l'intégrale  le  long  du  demi-cercle  y.  On 
aura 

'  ei-  dz 


s: 


Xg-RsInOgiRcote^^O, 


et  pour  R  =  o,  celte  intégrale  sera  égale  à  —  tî/. 

11  reste  les  intégrales  le  long  de  A'B'  et  le  long  de  BA  :  les  par- 
lies  réelles  se  détruisent.  Finalement  on  obtient,  en  passant  à  la 
limite, 

r"*"*  tsinar   , 

/  dx 7Ct  =  0, 

d^oii  se  conclut 

/•  s\ï\X  dx   __   1T 

3.  Soit  encore  à  calculer  l'intégrale 

/*■*"*  or  sin  ma-   ,  .      ^  ^     . 

J^      xt-^a^  "^        (m>o,  a>o), 

qui  est  une  généralisation  de  la  précédente.    « 
On  va  considérer  l'intégrale 


/ 


dz 


a« 


effectuée  le  long  du  périmètre  d'un  demi-cercle  tracé  dans  le  demi- 
plan.  On  voit,  comme  plus  haut,  que  l'intégrale  le  long  de  la 
demi-circonférence  tend  vers  zéro  quand  le  rayon  augmente  indé- 
finiment, et  il  reste  comme  valeur  de  l'intégrale  le  long  du  contour 


dx. 


i-o 
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D'aiUrc  pail,  clans  le  ilcmi-plan  supérieur,  exisie  le  seul  p«Me 

z  =  ai\  dont  le  résidu  est 


On  a  donc  la  formule 


rt« 


t/.r  =  r«   *"». 


qui,  pour  a  =-  o,  donne  le  résultat  du  paragraphe  précédent. 

t.   L^intégration  de  la  fonction  c~''  le  long  d'un  contour  conve- 
nable conduit  à  des  résultats  intéressants. 

Kig.  2ti. 


Menons  (/fff.  '>.i)  au-dessus  de  Taxe  des  .r  la  demi-droite  OB, 
faisant  avec  O^  un  angle  a  inférieur  ii  79  et  décrivons  avec  un 

rayon  OA  l'arc  de  cercle  Ali.  On  a 

rinlégralion  étant  faile  le  long  de  OABO.  Or,  quand  le  rayon  du 

cercle  augmente  indéfînimcnl,  Finlégralele  long  de  AB  tend  vers 
zéro;  en  eflTel,  en  posant 

z  =  R(co>0  -i-  /  siiiO  ), 
cette  intégrale  prend  la  forme 


1^    He-R«co«jOt,-  R«i^inîO,e'ï'</0; 


or  le  produit 

(0 


0  variant  de  o  à  a,  f  a  <  t  j  >  tend  vers  zéro  quand  R  augmente  îndc- 
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finiment.  On  aura  donc 


/ 


e-  »  '  dxz=   i    c-='  dz  ; 

0  *   0 


dans  la  première  intégrale  x  va  de  o  à  oo  sur  l'axe  réel,  dans  la 
seconde  ^  va  de  o  à  co  en  suivant  la  demi-droile   OB.  Or,  le 


premier  membre  est  égal  (t.  I,  p.  1 16)  à  -^/t:  :  par  suite  on  a 
j      g-p«(cotîa-hi.inîa)(cosa-f-  h\ïii)dp  =  -v^r. 

Cette  relation,  qu*on  peut  mettre  sous  la  forme 
(2)        /     e-P*<^®***[cos(p*sinaa)  — isin(p«sin2a)](cosa -Msina)û?p  =  -  V'Ç, 
fait  connaître  les  valeurs  des  deux  intégrales 
(3)       i    e-P*~»**cos(p*sinaa)rfp,       [    e-P'c®»*«  8in(p*  sinia)  c^p  : 

je  ne  m*arréle  pas  à  les  écrire.  Le  cas  le  plus  intéressant  est 
le  cas  limite  de  a=  7;  a  priori  il  n'est  pas  rigoureux  de  faire 

directement  dans  la  formule  (2)  a  =7,  cette  formule  n'ayant 

été  établie  que  pour  a  <;  j>  puisque  pour  6=7  l'expression  (  1  ) 

ne  tend  pas  vers  zéro  pour  R  infiniment  grand. 

Le  résultat  est  cependant  exact,  et  la  raison  en  est  que  les  deux 
îoiégrales  (3)  sont  des  fonctions  continues  de  a  quand  a  est  infé- 
rieur ou  égal  à  7-  C'est  ce  que  Ton  peut  établir  en  considérant  la 

courbe 

^  =  e--*'*^®»'*  sin(a:' sinaa) 

qui  se  compose  d'une  infinité  de  branches  alternativement  au-dessus 
et  au-dessous  de  Ox^  de  sorte  que  la  seconde  des  intégrales  (3) 
se  trouve  représentée  par  une  série  à  termes  alternativement  po- 
sitifs et  négatifs  :  c'est  ce  que  nous  avions  déjà  vu  (t.  I,  p.  38) 

pour  le  cas  de  a  =  -7-  Or  le  reste,  dans  une  telle  série,  est  moindre 
4 


CHAPITRE   VI. 


en  valeur  absolue  que  le  dernier  terme  conservé  et  ce  terme  est 
évidemment  une  fonclion  continue  de  a,  pour  a  înférîeup  ou  égal 

a  7*  Par  suite,  la  série  est  elle-même  une  fonction  continue  de  x 

4 

dans  les  mêmes  conditions.  On  raisonnerait  de  même  pour  la  pre- 
mière des  intégrales  (3). 

Faisons  donc  a  =  ~>  dans  la  formule  (2)  :  il  vient  ainsi 

^{  ./>  '^V    ^ 

5.  Une  application  d^un  caractère  plus  général  du  théorème  des 
résidus  nous  sera  fournie  par  la  méthode  de  Cauchjr  pour  le  déve- 
loppement d'une  fonction  en  une  somme  dUine  infinité  de 
termes  rationnels. 

Soit/(3)  une  fonction  uniforme  dans  toute  Fétendue  du  plan, 
et  n'ayant  pour  points  singuliers  que  des  pôles.  On  considère  un 
contour  fermé  C,  qui  va  sVHendre  indéfiniment  dans  tous  les  sens. 
L'intégrale 

xr.i  j    z  —  X 

prise  le  long  de  G,  x  désignant  un  point  quelconque  à  rintéricur, 
sera  égale  à 

/(:r)-+-SR(ar), 

K(;r)  désignant  les  résidus  de   { _^     par  rapport  aux  différents 

pôles  de  f{z)  contenus  dans  G. 

Remarquons  d'abord  que  ces  résidus  sont  des  fonctions  ration- 
nelles de  X  :  car,  dans  l'entourage  du  pôle  z  =  a,  f{z)  étant  repré- 
senté par  un  développement  de  la  forme 


{.z  —  ay^  (-  —  a)        jhd     '^  ^ 


le  résidu  de  -= — —^i  relatif  à  ce  pôle,  est 

' -\-  .  .  .  -V  • 

(a? —  a)''*  {x  —  a  ) 
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Cela  posé,  eflecluoiis le  développement  dé  ■— -—  en  nous  arrêtant 
au  premier  terme  :  l'intégrale  (4)  pourra  s'écrire  sous  la  forme 

e  tendant  vers  zéro  quand  \z\  augmente  indéfiniment,  et  finale- 
ment ou  aura  l'égalité 

le  signe  ^  exprimant  la  somme  des  résidus  R(^),  relatifs  aux 

c 
pôles  contenus  dans  C. 

Supposons  maintenant  que  l'on  puisse  étendre  indéfiniment  le 
contour  C  dans  tous  les  sens,  de  façon  que,  sur  les  contours  suc- 
cessifs 

Cl,    Cl,     ...,    C,i,     ..., 

le  module /(z)  reste  toujours  moindre  qu'un  nombre  fixe  M.  Dans 
ces  conditions,  la  deuxième  intégrale,  dans  le  second  membre 
de  (5),  tend  nécessairement  vers  zéro  quand  on  prend  un  con- 
tour Cn  suffisamment  grand.  Il  suffit,  en  efiet,  de  supposer,  comme 
îl  arrive  en  général,  que  la  longueur  S„  du  contour  de  C„  soit  du 
même  ordre  que  la  distance  minime  R/i  de  l'origine  au  contour; 
le  module  du  terme  considéré  est  alors  moindre  que 

2TÎ       R„    * 


Or,  -jr^  restant  fini  par  hypothèse,  ce  terme  tend  vers  zéro  avec  -• 

Deux  cas  pourront  alors  se  présenter.  Supposons,  en  premier 
lieu,  que  l'intégrale 


f^-'^a. 


ait  une  limite;  ce  sera  une  constante  A  qui  ne  dépendra  pas  de  x, 
et  l'on  aura,  moyennant  ces  diverses  hypothèses. 
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Les  lermes  R  sont  en  général  en  nombre  infini;  Tordre  dans 
lequel  ils  sont  écrils  est  déterminé  par  la  succession  des  coo- 
tours  (i|,  C'29  . . .,  C„,  ....  On  obtient  donc,  de  cette  manière,  ie 
développement  àc  f{x)  en  une  somme  d'une  infinité  de  termes 
rationnels. 

Eu  second  lieu,  il  se  peut  cpie  Tintégrale 

n'ait  pas  de  limite  :  la  série  SR(x)  est  alors  certainement  diver- 
j;ente.  Dans  ce  cas,  on  peut  encore  représenlery(j:)  par  une  série 
convergente,  mais  à  la  condition  de  retrancher  de  chaque  terme 
de  la  série  divergente  lR(j?)  une  constante  convenable. 

Pour  le  montrer,  supposons  d'abord  que  le  point  jî  =  o  soil 
un  point  ordinaire  de /(a:').  L'égalité  (5)  donne,  en  faisant  a:  =  o, 

d  ou 

c,  ^• 

el^  en  passant  à  la  limite, 

c» 

Les  R(o)  ont  une  valeur  finie  puisque  le  point  5  =  0  est  un 
point  ordinaire.  La  série  qui  forme  le  second  membre  est  con- 
vergente. 

Si  le  point  z  =  o  était  un  pôle,  en  sorte  que,  dans  l'entourage 
de  (  c  point,  on  ait 

il  suffirait,  dans  les  calculs  précédents,  de  substituer  à  f{z)  la 
fonjtion 

d.(^)=/(^)-i^-..._^. 

z"^  z 

().  Le  raisonnement  que  nous  venons  de  faire  repose  sur  ce  que 
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ie  module  de  fi^z)  resie  toujours  inférieur  à  un  nombre  fixe  M 
sur  les  contours  successifs  C,,  . . .,  C,,.  11  se  peut  que  celte  cou- 

dilion,  n^élaol  pas  salisfaîle  pour  f{z)^  puisse  l'être  pour  ^-^r- ' 
Nous  eiTecluerons  alors  le  développement  de  ;;— — jusqu^au  terme 
en  ■— :j;  d'où  Tégalilé 


(7.)  <; 


\  JttTzJ^     ^/'-»»  2/7:    ,/  5/'-^î  ^       ^ 

l  *"•  '•"  <;„ 


Nous  supposons  d'ailleurs  que  z  =  o  n'est  pas  un  pôle  de  f{z).. 
Or  considérons  l'une  des  intégrales 


JL  f  fS± 

liT.J.,       z^ 


^^dz,     k<p-\-i. 


Elle  est  égale  à  la  somme  des  résidus  />  de  la  fonction  ^—^  >  relatifs 

aux  pôles  de /(z)  contenus  dans  le  contour  C,,  et  au  point  ^  =  o; 
en  sorte  que  Ton  a 


J-  fli 


Zl£i^.^_l 


*  I  -2... A: 


nÏT^'^'^n. 


Réunissant  ensemble  tous  les  résidus  relatifs  au  même  pôle, 
Tégalité  (7)  se  transforme  ainsi  dans  la  suivante 

A*)=/(o)  +  f/'(o)+...+  -j^^/i{f; 

— 2[R(a:)  -  r,  — r,ar— . . .- /«/H-iT/'J 


d^où  Ton  conclut 


/(ar)=/(o)-t.f/'(o)4-...-i-Y-^/i«! 


^f^    r/(;;)(i-hè) 
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Eq  passant  à  la  limite,  l'intégrale  qui  entre  dans  le  second 
membre  tend  nécessairement  vers  zéro,  et  Ton  a 

/(x)  =  /(o)  +  f /'(o)+...-H  YT—pf'''^ 

(8)      {  V.  ■ 

—  lim   >  [R(a^)  — r,— rtx  — ...— r,+ia:/']. 

C» 

7.  Un  cas  intéressant  à  considérer  est  celui  où  F(^),  désignant 
une  fonction  uniforme  et  continue  dans  tout  le  plan,  dont  les  ra- 
cines rangées  par  ordre  de  module  sont 

«1,     flTj,      . . .,     a,n,      . . ., 
on  pose 

avec  riiypothèse    . ,  1     -—7  <  M,  sur  les  contours  successifs  C/|, 

Supposons,  en  outre,  pour  plus  de  simplicité,  que  les  racines 
soient  simples  et  que  le  point  ^  =  o  n^en  fasse  pas  partie. 

Le  résidu  de  '^        relatif  au  pôle  am  est >  celui  de  "^  T 

est  —j-  et  l'on  trouve,  en  appliquant  la  formule  (8), 

..        V^    /  I  I  T  TP    \ 

—  Iiin    >   ( . . . -— -  |. 

„  _-. •  .Ad  \  a„i  —  -r       a,n       «î,  ag+»  / 

c„ 

D'où,  en  intégrant  entre  les  limites  o  et  x,  et  en  posant  aA='^         ,■» 

Ogrr:^ =  «o^H h...-!-  -^ 


^  L       \        «/"/      «/«       ^  V^"t/  p  -f- 1  \a„/       J 

et,  en  prenant  les  exponentielles, 

Nous  obtenons  ainsi  la  décomposition  de  V{x)  en  facteurs  pri- 
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maires  daos  le  cas  parliculier  où  celle  fonction  satisfait  à  la  con- 
dition 

F{z)zP 


<M, 


sur  les  contours  Cn,  et  cette  méthode  nous  donne  en  même  temps 
la  fonction  H (5)  dont  il  a  été  parlé  dans  le  Chapitre  précédent 
(§  34).  On  voit  que  Ton  obtient  ainsi  la  décomposition  de  la 
/onction  en  facteurs  primaires.  A  la  vérité,  nous  avons  dû  faire 
une  hypothèse  très  particulière  sur  F  (a:),  mais  nous  avons  l'avan- 
tage de  déterminer  le  facteur  exponentiel  qui  reste  inconnu  dans 
la  théorie  de  M.  Weierstrass. 

8.  Bornons-nous,  comme  application,  au  développement  de  la 
fonction  col^.  Cette  fonction  a  une  infinité  de  pôles  simples,  don- 
nés par  la  formule 

^  =  717:       ^/i  =  o,  ±1,  ±2,  ...) 

et  qui  sont  les  racines  de  sin;:.  On  va  prendre  comme  contour 
d'intégration  C„  un  carré  tel  que  BCB'C  {fig»  aS)  dont  le  centre 


Fig.  23. 

y 


-tllA' 


C 


♦7t 


^♦tîl 


est  à  l'origine,  et  dont  les  côtés,  parallèles  aux  axes,  ont  pour  demi- 
longueur 


OA  =  /iT  H-  -^  =  a«, 


de  telle  sorte  qu'aucun  pôle  ne  se  trouve  sur  ce  contour.  Cela 

P.    —   II.  12 
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posé,  le  carré  du  module  de  cotz  est 

— (  5  =  jr  H-  ty  ). 

Sur  les  côtés  CB  et  C'B',  on  a  cos2  j?  =  —  1  :  le  module  est  donc 
toujours  inférieur  à  un. 

Sur  les  côtés  BB'  et  C'C  ce  module  est  inférieur  à 

g-r-^g  V4-2  _  I  i-^g-«y  I* 
e^y-^  e-^y—  2  ""  I  I  —  e-^y 

Cette  expression  reste  finie,  lorsque  y  augmente  indéfiniment. 

Donc  cot2  satisfait  bien  à  la  condition  que  nous  avons  imposée 
à  y  (2);  son  module  reste  sur  le  contour  C/,  moindre  qu'un  nombre 
fixe  M,  quelque  grand  que  soit  /i. 

Le  résidu  de pour  z  =  mz  est >  et  par  suite  on  a 


\ 


ftj)  R(j.)  =  _-L_^  (/i  =  o,  ±:i,  ±2,   ...). 


Or  la  série  \^ -—  est  divergente.  Nous  devons  donc  employer 

le  second  procédé  de  calcul,  et,  comme  le  point  ^  =  o  est  un  pôle 
simple,  nous  substituerons  à  la  fonction  cot^  la  fonction 

*  (  5  )  =  col  3  —  - , 

qui  admet  les  mômes  pôles,  sauf  ^  =  o.  Les  résidus  de  cette  fonc- 
tion sont  encore  donnés  par  la  formule  (9),  en  supprimant  fi  =  o. 
Finalement,  en  appliquant  la  relation  (6),  on  trouve 

col JF =  —  lim  \  l ) , 

x  n=.m^^\nTz  —  x        nr./ 


ou 


co{x=  -  -i-\( 1 )  (/i=±i,  ±2,   ...). 

X      jhÊà\x  —  HTZ       m:/  *  ^ 

Du  développement  précédent  on  peut  déduire  la  formule  de  dé- 
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composition  de  siax  en  facteurs  primaires.  On  a  en  effet 

Multipliant  les  dtux  membres  de  celte  égalité  par  dx^  et  inté- 
grant de  o  à  j?,  on  trouve 


d'où 


et,  en  groupant  deux  à  deux  les  facteurs  correspondant  à  des 
valeurs  de  x  égales  et  de  signe  contraire, 


Nous  avons  déjà  obtenu  cette  formule,  mais  affectée  d'un  fac- 
teur e"^  (Chap.  V,  §  34)  qui  était  resté  indéterminé. 


II.  —  Méthode  de  Cauchy  pour  obtenir  la  série  de  Fourier 
et  des  séries  analogues. 

9.  Une  des  applications  les  plus  remarquables  que  Cauchj  ait 
faites  du  calcul  des  résidus  est  relative  à  certaines  séries  comprenant 
en  particulier  la  série  de  Fourier.  Nous  allons  traiter  avec  quelques 
détails  de  cette  belle  méthode  (*). 

Soit  'S(z)  une  fonction  analytique  ajant,  à  Tintérieur  d'un 
cercle  de  centre  O  et  de  rajon  i\  un  certain  nombre  de  pôles;  on 
aura 


<->  ii;/^(^)''^=^«' 


(*)  On  trouvera  plusieurs  Mémoires  sur  ce  sujet  dans  le  Tome  VII  (a*  série) 
des  Œuvres  complètes  de  Cauchy;  voir  particulièrement  :  Sur  les  résidus  des 
/onctions  exprimées  par  des  intégrales  définies  (p.  SgS).  Nous  avons  cherche  4 
combler  quelques  lacunes  dans  les  démonstrations  de  Til lustre  géomètre. 
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rintégrale  étant  prise  le  long  du  cercle  et  la  sommation  du  second 
membre  s'élendant  aux  résidus  R  des  pôles  situés  dans  le  cercle. 
En  posant 

Tégalité  (lo)  s'écrit 

qui  peut  encore  prendre  la  forme 

«  1? 

OU,  enGn,  en  changeant  dans  la  seconde  intégrale  ^  en  o  -^  iZy 

^    r     *  ^[£{re9i)  --  £{-  re9f)]e9i  d^  =  ZR. 
"1 

Ceci  posé,  attribuons  àr  une  suite  de  valeurs  Ti,  r^,  ...,  r^,,  ..., 
augmentant  indéfiniment,  et  supposons  que,  n  augmentant  indé- 
finiment, le  produit 

(11)  |[i(5)-i(-^)]  ou  ^e?'[i(r„^?0-i(-r„e?01 

tende  uniformément  vers  une  limite  F  indépendante  de  ç,  quand 

cet  argument  est  compris  entre -'  et  ->  c'est-à-dire  quand  z 

augmente  indéfiniment,  sa  partie  réelle  n'étant  pas  négative.  On  en 
conclut 

(12)  F  =  SR, 

le  second  membre  étant  une  sommation  indéfinie  étendue  aux  ré- 
sidus de  tous  les  pôles  de  la  fonction  S(z). 

On  pourra,  en  particulier,  appliquer  la  formule  (12),  si  le  pro- 
duit zS(z)  tend  uniformément  vers  une  limite  fixe  F  indépen- 
dante de  cp  (variant  de  o  à  27z),  auquel  cas  l'expression  (11)  aura 
précisément  cette  valeur  F  comme  limite.  On  ^eut  aussi  supposer 
que  les  produits  zS{z)  et  (—z)i'{—z)  tendent  séparément  et 
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uniformément  vers  deux  lîmiles  difTérentes  quand  z  augmente 
indéfiniment,  sa  partie  réelle  n^étant  pas  négative. 

Enfin  la  formule  précédente  (12)  subsistera  si  Ton  fait  l'hy- 
pothèse que,  pour  un  nombre  limité  de  directions  ço  de  cp,  l'ex- 
pression (11)  n'a  pas  F  pour  limite,  pourvu  que  cette  expression 
reste  finie  dans  le  voisinage  de  ço-  On  pourra  en  efl'et  isoler  un 
certain  nombre  dMntervalles  angulaires  (oo  —  s,  Çq  -f-  e),  e  étant 
aussi  petit  que  l'on  voudra  :  la  part  de  ces  intervalles,  dans  l'inté- 
gration (10),  tendant  vers  zéro  avec  c,  la  formule  (12)  subsistera. 

10.  Appliquons  les  considérations  générales  qui  précèdent  au 
cas  où 

X  étant  un  paramètre  qui  va  être  supposé  réel;  les  fonctions  t{/,  ic, 
/sont  des  fonctions  holomorphes  de  z. 

S'il  existe  ici  une  limite  F,  cette  limite  dépendra  généralement 
de  x\  nous  la  désignerons  par  F (j;),  et  la  formule  (12)  deviendra 
ici 

la  sommation  dans  le  second  membre  étant  étendue  aux  racines  X 
de  l'équation 

11(5)  =  0. 

C'est  de  la  formule  (i3)  que  Cauchy  a  déduit  divers  développe- 
ments intéressants,  en  particulier  le  développement  de  Fourier. 
Nous  allons  approfondir  les  conditions  dans  lesquelles  ces  déve- 
loppements sont  légitimes,  en  particularisant  la  fonction  f{z,  x). 

Nous  prenons  poury(5,  x)  la  fonction 

y(p.)  désigne  une  fonction  de  tx  satisfaisant  aux  conditions  que 
nous  avons  appelées  conditions  de  Dirichlet  dans  l'étude  de  la 
série  de  Fourier  (t.  I,  p.  235). 
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Nous  devons  d'abord  étudier  l'expression  (i  i)  qui  devient  îcî 

Il  faut  chercher  la  limite  de  cette  expression,  quand  ^  augmente 
indéfiniment  de  telle  manière  que  sa  partie  réelle  ne  soii  pas 
négative  et  que  son  module  reste  dans  la  suite  ri,  r^, ...,  r^,  .•.. 

Supposons  que  ^^^I^!  tende,  dans  ces  conditions,  vers  une  li- 
mite c,  à  l'exception  peut-être  seulement  de  certaines  directions  o» 
en  nombre  h'mité,  pour  lesquelles  d'ailleurs  le  quotient  précédent 
aura  un  module  inférieur  à  une  quantité  déterminée;  ce  que  nous 

exprimons  en  disant  que  V^^^  a,  ^/i  général,  c  pour  limite.  On 
suppose  pareillement  que 

tend  en  général  vers  zéro. 

Remarquons  d'abord  que  le  produit 

reste  fini.  Il  suffit  évidemment  de  le  montrer  pour  l'intégrale 

dans  laquelle  on  suppose  e  assez  petit  pour  que/([jL)  varie  dans  le 
même  sens,  par  exemple  en  décroissant,  de  Xq  à  Xo+^*  Or,  en 
posant 

nous  avons  à  étudier  les  intégrales 

/        PAii)dix       Cl        /        Q/([x)rf|i. 
Bornons-nous  à  la  première;  elle  peut  s'écrire,  d'après  le  second 
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ihéorème  de  la  moyenne  (t.  I,  p.  9) 

PdiL    (o<r,<e). 

-. 

OrTintégrale  figurant  dans  ce  produit  esl  la  partie  réelle  de 

-. 

elle  reste  donc  finie. 

Ces  diverses  hypothèses  faites,  nous  pouvons  trouver  la  limite 
de  l'expression  (i4)-  Le  premier  terme  de  cette  expression  peut 
s'écrire 

il  tendra  donc  vers  zéro.  Le  second  tend  vers 

en  supposant  que  cette  dernière  limite  existe.  Nous  allons  voir 
qu'il  en  est  ainsi  et  qu'elle  se  réduit  précisément  à  /(x). 
Il  est  évident  d'abord  que 

lim-5  /  e-«^-t^/([JL)û?îi  =  o        (e>o), 

quand  z  s'éloigne  indéfiniment  dans  une  autre  direction  que  l'axe 
des^.  Nous  pouvons  donc  nous  borner  à  étudier  Tintégrale 

zÇ     «-«t'-l^/(fx)c?îJL; 

«/r-e 

or  elle  peut  s'écrire 

(i5)     f{x)f     e-^^'V^zd[x^  f     e'^^-V^[f{^)-f{x)]zd^y 

«/r-e  «/r-e 

le  premier  terme  se  réduit  à 

/(:r)[i-e-*e]. 
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Dans  le  second,  en  supposant  e  assez  petit,  la  difTërence 

variera  dans  le  même  sens,  puisque  la  fonction  n'a  pas  un  nombre 
infini  de  maxima  et  de  minima;  supposons,  pour  fixer  les  idées, 
qu'elle  aille  en  décroissant  quand  \x  variera  Aq  x  —  e  à  x.  Si  nous 
posons 

rintégrale  que  nous  discutons  ici  devient 

ou  bien,  d'après  le  second  théorème  de  la  moyenne, 

^  et  Ç'  étant  compris  entre  x  —  e  et  a:.  Or  chacune  des  intégrales 
figurant  dans  la  parenthèse  a,  quel  que  soit  Zy  une  valeur  finie  : 
ainsi  la  première  est  la  partie  réelle  de 


expression  finie,  quel  que  soit  3,  sa  partie  réelle  n'étant  pas  sup- 
posée négative. 

La  quantité  e  étant  aussi  petite  que  l'on  veut,  il  en  résulte 
que  le  second  membre  de  (1 5)  a  zéro  pour  limite  quand  ^augmente 
indéfiniment,  et  le  premier  a  f{x)  pour  limite,  si  toutefois  z  ne 
s'éloigne  pas  à  l'infini  dans  la  direction  de  l'axe  des  y.  Dans  ce 
dernier  cas,  on  ne  peut  pas  affirmer  que  l'expression 


< 


e-zKx- 


|i.)/(|X)rf|X 


?if{x)  pour  limite,  mais  seulement  qu'elle  reste  finie,  comme  on 
le  voit  par  un  calcul  analogue  où  l'on  applique  le  théorème  de  la 
moyenne. 

En  résumé,  la  fonction  F(a:)  du  paragraphe  précédent  se  réduit 
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ici  à 

Les  directions  singulières  appelées  plus  haut  cpo,  pour  lesquelles 

il  n'y  a  pas  la  limite  F,  sont  ici et  H — t  mais  nous  sommes 

dans  les  conditions  où  la  formule  (12)  n'en  sera  pas  moins  appli- 
cable, comme  il  résulte  de  la  remarque  faite  à  la  fin  du  para- 
graphe 9. 

Nous  avons  donc  la  formule 

(  «)  -{  c/{x)  =  2  J{4]  j'e-^^^-^n  V-)  d\L        {X  >  xo), 

la  sommation  dans  le  second  membre  étant  étendue  aux  racines  X 
de  Téquation  ir().)  =  o. 

Si  la  fonction  f{x)  n'était  pas  continue  pour  la  valeur  consi- 
dérée de  x^  mais  éprouvait,  en  passant  par  cette  valeur,  un  saut 
brusque  fini,  il  y  aurait  simplement  à  remplacer  dans  la  conclu- 
sion précédente  —  |c/(^)  par 

—  ic/(ar— ri), 

f{x  — T,)  désignant  la  limite  des  valeurs  que  prend  la  fonction 
quand  la  variable  tend  vers  x  en  lui  étant  inférieure;  c'est  d'ail- 
leurs la  notation  dont  nous  nous  sommes  servi  jadis  dans  la  théorie 
des  séries  trigonométriques. 

H.  La  formule  précédente  ne  conduit  pas  à  un  développement 
simple,  les  termes  étant  des  fondions  compliquées  de  x.  Nous 
allons  établir  une  seconde  formule,  qui,  jointe  à  la  précédente, 
nous  donnera  un  développement  remarquable. 

Dans  la  formule  du  paragraphe  10,  posons 

et  soit 

Nous  supposons  que  ^^^  tend,  en  général^  vers  une  limite  C, 
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z  augmentant  toujours  indéfîniment  dans  les  mêmes  conditions. 
Ds  plus,  nous  admettons  que 

tend,  en  général,  vers  zéro.  Ces  deux  hypothèses  sont  parallèles  à 
celles  que  nous  avons  faites  au  paragraphe  10.  On  établira  en- 
core, par  des  raisonnements  entièrement  analogues  à  ceux  qui  ont 
été  employés  plus  haut,  que 

reste  fini  et  que 

tend  versy(a:),  et  l'on  arrive  alors  à  la  formule 

qui  présente  la  plus  grande  analogie  avec  la  formule  (a). 

Dans  le  cas  où  x  serait  un  point  de  discontinuité,  on  aurait  à 

Q 

remplacer  -  f{x)  par 

12.  Des  formules  (a)  et  (^)  nous  allons  déduire  un  nouveau 
développement.  Supposons  que 

on  aura  nécessairement  alors 

en  enel 

''■%-(r)  =  "' 

comme  il  résulte  de  Thypothèse 

lim  -i-T — r  c^^-^'  •*•'  =  o. 
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Aînsî  la  quantité  désignée  par  C  doit  être  égale  à  l'unité.  On 
voit  de  la  même  manière  que  c  =  i . 

Mous  avons  donc,  en  supposant  x  compris  entre  j^q  ^^  ^n  '^^ 
deux  formules 

Or 

X(X)-h4.(X)  =  o; 

nous  aurons,  par  suite,  en  retranchant, 

(T)         /(^•)=-2$^^^"/"*^'^''/(^)<'"        [^^(^=0], 

dév^eloppement  remarquable  dont  les  termes  sont  des  exponen- 
tielles. Cette  formule  ne  sera  évidemment  légitime  que  si  les  di- 
verses hypothèses  faites  sur  les  fonctions  i^{z)  et  tz{z)  sont  vé- 
rifiées. 

13.  Un  exemple  très  intéressant  est  obtenu  en  faisant 

r(>5)  =  e«*— I,        ^{z)r=:  —  I         (a>o). 
Les  racines  de  Téquation 

sont  données  par 

z  = {k  entier  positif  ou  négatif). 

La  succession  des  rayons  r^  /•2,  ...,  /*//,  ...  sera  obtenue  en 
faisant 

T;,  =  (/î>o), 

a 

de  telle  sorte  que  les  circonférences  successives  ne  passeront  pas 
par  les  pôles. 

Nous  devons  d'abord  constater  que  ^,~"    a  une  limite,  qui,  si 

7r(-^  z  ) 


die  eikûle.  doit  être  ^^e  à  rmkê.  Or 


Par  foîte.  <f#i  générai. 


Si  ^  est  sor  Taxe  des  qoaiitîtés  inn^naireSy  le  qnolieDt  ^7^ — :» 

qoi  est  iofioi  poor  les  pùles  z  =  — ^y  reste,  aQ  contraire,  fini  et 

égal  à  5,  qoand  00  donne  à  j  les  valeurs • 

Il  faot  ensuite  montrer  que  ±~^''^''*  *  "^"^  pour  limite.  Or 
cette  expression  se  réduit  à 


Si  donc  jr<;x«  +  a,  ce  quotient  tend  en  général  vers  zéro;  il 
reste  fini  pour  la  direction  singulière  de  Taxe  des  quantités  com- 
plexes, le  point  z  restant,  bien  enteodu,  sur  les  circonférences  de 
rajon  r^. 

Il  faut  encore  vérifier  les  conditions  relatives  à  la  fonction  x(^)* 
Celle-ci  est  définie  par  l'égalité 

et,  par  suite, 

Nous  aurons 

'/(z)  _      c"'      _         > 
T.\z)~  e"-— I  ~~  I  —  <?-*• 

Sa  limite  sera  donc  un  en  général.  De  plus 


T.(—Z)  e-««=— I 

et  sa  lîmile  sera  en  général  zéro  si 

j-i  —  X  —  a  <o; 

cl,  pour  la  direction  de  Taxe  des  quantités  complexes,  Tune  et 
l'autre  expressions  précédentes  resteront  finies. 
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Nous  arrivons  ainsi  à  la  formule  (y)  qui  devienl  ici 

1. _  .  ^    lA-ir/.r 


sous  la  condition  que 

Xi  —  a  <  a?  <  j?o  H-  «• 
Prenons,  en  particulier, 

a7o=  o»         X\  =  a. 
Kous  aurons,  pour  x  compris  entre  o  et  a, 


*  =  -• 


En  réunissant  les  termes  correspondant  à  des  valeurs  de  k  égales 
et  de  signes  contraires,  on  obtient  le  développement 

(16)    f{x)=lj   f{^)d^^^lj\os'^{x-^)f{^)d^, 

k  =  i 

cesl'à'dire  le  développement  en  série  de  Fourier, 

Dans  le  cas  où,  pour  la  valeur  considérée  de  J7,  la  fonction /(x) 
serait  discontinue,  il  suffît  de  se  reporter  aux  deux  développements 
d'où  nous  avons  tiré  la  formule  précédente  pour  voir  que  J{x) 
devra  être  remplacé  par 


Remarquons  encore  que  la  série  de  Fourier  est  démontrée,  par  la 
méthode  précédente,  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  o 
et  a,  mais  à  l^exclusion  de  ces  valeurs.  On  peut  trouver  facile- 
ment la  valeur  de  la  série  pour  x  =  o  et  x  =:  a.  Considérons  la 
série  (i6)  comme  définissant  une  fonction  de  x;  ce  sera  donc,  si 
l'on  veut,  notre  fonction  primitive  f{x)^  prolongée  en  dehors  de 
l'intervalle  (o,  a)  d'une  manière  périodique.  Appelons  o{x)  la 
fonction  représentée  par  la  série  :  c'est  une  fonction  ajant  a  pour 
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période.  Pour  x  =  o  et  x  =  «,  elle  n'a  pour  nous  aucun   secs; 
mais,  d'après  la  définition  même  de  9,  on  a 

çi—r,  »  =/(«»,         9{-^rj  =/{o). 

Ceci  posé,  développons  ^(-r)  en  série  de  Fourier,  dans  Tinter- 
valle  ( —  ^.  -f-  ^  j;  on  aura 

I     /*    *                     v^  a    /*    *        ti/r 
(17)     o(j-)  —  -    /         ;?(  a>r/;ji-T-    >    -    /         cos (  jr  —  a)o(  u)  r/a. 

-?  *=>  -f 

Mais  la  fonction  9,  dans  Tintervalle  de  —  -  ^o^  est  égale  à  la  fonc- 
tion /  dans  Pintervalle  de  à  a;  il  en  résulte  que  le  développe- 
ment (17)  est  identique,  terme  à  terme,  au  développement  (i(3). 
Donc  la  série  (16),  pour  x  =  o,  aura  la  même  valeur  que  la 
série  (17);  or  la  valeur  de  celte  dernière  série  est  égale  à 


la  valeur  de  la  série  (16)  pour  x  =  o  et  pour  x=:a  est  donc 
donnée  par  la  demi-somme  précédente. 

1 1.   Prenons,  comme  second  exemple, 

T,\^z)  ^  zie^^-r-  e  *'=> -H /Me"-— e  "-)        ('/>«,  /<  >  o), 
•/(  z)  -  t'"-(  5  H-/0,         •t'*  5)  =  e  «-(5  — A). 

Nous  allons  choisir,  comme  succession  des  ravons  /'i,   /'j,    .  .  ., 

/it: 

,„=— . 

On  aura 


T.(^—  z)        c  <*-(—  z  -^  h)-v  f"^**-(  -  z  —  h) 

par  suite,  en  général, 

lim-^ =  I. 

r.y^Z) 
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D^auire  part 

*l(z)     ,        ,  e^^^-'o-a)  (  z  —  h) 


T.(z)  e/^^{z  -h  A)  -+-  e-«-(5  —  h  ) 

qui  lend  vers  zéro,  si  j?  <  jTo  "+"  ^a. 

On  vérifiera  de  même  que  les  conditions  requises  sont  remplies 
pour  la  fonction  /(-s).  On  a 

::( — z)  c  «=(—-5 -+- A)  — (  5 -T-/t;e**- * 

la  limite  sera  zéro  si 

Xi  —  a7—2a<o         ou         ar  >  x, —  2  a. 

Ceci  posé,  nous  avons  à  étudier  Téqualion  71(5)  =:  o.  il  est  d'a- 
bord manifeste  que  celte  équation  ne  peut  avoir  des  racines  réelles, 
sauf  ^  =:  o,  car 

-5  (««*-+-<?-«-)        et        e'^^—e-^^ 

sont  de  mêmes  signes  quant  z  est  réel,  et  d*autre  part  h  est  po- 
sitif. 

Je  dis  que  toutes  les  racines  de  Téquation  sont  de  la  forme  :;  =  À/, 
X  étant  réel. 

Pour  le  voir  posons,  dans  cette  équation,  az=^x  -{-iy-  En  sé- 
parant les  parties  réelles  et  les  parties  imaginaires  on  obtient  les 
deux  équations 

XxCtf'-i- «-')-+-(«'— e-')(i  —  X-j^lang>')  =  o  \ 

\         tangj'/  ; 

Pour  a:  7^  o,  les  rapports  ^-c-;^^ — -f  ^^^-j^ j  sont  positifs  : 

par  suite  ^j^tang^  et  — ^^—  seraient  de  signes  contraires,  ce  qui 

est  impossible.  Il  faut  donc  faire  x  =  o;  la  première  équation  est 
alors  satisfaite  quel  que  soit^,  et  la  seconde  se  réduit  à  Téqualion 

Ay  H-  lang^  =  o. 

11  est  d^ailleurs  très  aisé  de  montrer  que  cette  équation  a  une 
infinité  déracines  réelles.  Il  suffit  pour  cela  de  construire  les  deux 
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courbes 

a:=lang7,        x^  —  ky, 

et  l^on  voit  de  suite  qu^elIes  ont  une  infînité  de  points  de  rencontre. 
En  déOnitive,  Péquation  r^i^z)  =  o  a  une  infinité  de  racines  de 
la  forme  z  =  )a\  A  étant  réel;  en  faisant  cette  substitution,  l'équa- 
tion devient 

(18)  X  cos(aX) -H /i  sin(aX)  =  o. 

On  a 

'/-i  -x         r/  i\  -i       ^       •       M       sinaaX  —  2flX 

ir  (Al)  =  2[(i-+-  a/i)  cosaA  —  Aa  sin  aXI  =  : r » 

sin  a  A 

d^où,  par  suite,  le  développement 

la  sommation  étant  étendue  aux  racines  de  l'équation  (18}. 

En  groupant  les  valeurs  de  X  égales  et  de  signe  contraire,  il  vient 

H-V — ^ — —, r    /      /(|x)cosX(ar  — fJi)//jÂ, 

la  sommation  s'étendant  seulement  aux  valeurs  positives  de  X.  Si, 
en  particulier,  on  prend  Xq=z  —  a,  J7|=4-a,  on  aura  le  déve- 
loppement d'une  fonction  y(x)  définie  enlre  —  a  et  -|-  a. 

15.  II  ne  sera  pas  sans  intérêt  d'indiquer  dans  quel  problème 
Fourier  a  rencontré  pour  la  première  fois  le  développement  pré- 
cédent, mais  sans  traiter  rigoureusement  de  sa  convergence, 
comme  permet  de  le  faire  la  méthode  de  Cauchy.  Partons  de  ce 
résultat  fondamental,  dû  à  Tillustre  auteur,  que,  dans  un  corps 
isotrope,  l'équation  à  laquelle  satisfait  la  température  V  d'un 
point  est 

k  étant  une  constante.  Supposons  que  l'on  ait  un  solide  terminé 
par  une  surface  S;  on  donne  l'état  calorifique  initial  du  solide 
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pour  /  =  o,  c'est-à-dire  la  valeur  de  la  fonction  V(j:,  y,  z<,  t) 
pour  /  =  o.  De  plus,  nous  avons  une  condition  à  la  surface,  en 
écrivant  que  la  loi  de  la  déperdition  à  la  surface  est  la  loi  de 
Newton  ;  si  l'on  suppose  que  le  milieu  ambiant  soit  à  la  température 
zéro,  cette  condition,  qui  doit  être  vérifiée  pour  toute  valeur  de  /, 
peut  s'écrire 

dV 

— --hAV=o        (A>o), 

dn 

-^  désignant  la  dérivée  de  V  dans  le  sens  de  la  normale  extérieure 

à  la  surface  S  (').  Prenons  maintenant  le  cas  particulier  d'une 
sphère  de  rajon  R,  ayant  son  centre  à  l'origine,  et  supposons  que 
la  température  soit  fonction  seulement  de  /  et  de  r 

L^équation  (19)  se  réduit  alors  à 

et  la  condition  à  la  surface  devient 

(21) hAV=o        (pourr=R), 

et  cela  quel  que  soit  /.  Nous  avons,  d'autre  part,  pour  /  =  o,  la 
donnée 

(22)  V=F(/-) 

relative  à  l'état  initial;  F(r)  est  une  fonction  arbitrairement 
donuée  de  r  ==  o  à  r  =  R. 

L'équation  (;io)  se  simplifie  immédiatement,  si  l'on  pose 

^  =  V/-; 


on  a  alors,  pour^^  l'équation 


àt  '  Or^ 


{*)   Voir  FouRiER,  Théorie  analytique  de  la  chaleur  {^Œuvres  de  Fourier, 
pabliées  par  les  soins  de  M.  G.  Darboux). 

P.  —  II.  i3 
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Fourîer  commence  par  chercher  ce  qu'il  appelle  une  solution 
simple  de  celle  équation.  En  posant 

Il  étant  une  fonction  de  r,  Téqualion  devient 

mu  =  A-p— • 

En  posant  alors  m=:  —  Avi-^,  n  clanl  une  constante  arbitraire, 
on  oblient  la  solulion 

Y  =  e~*''''(A  cosn/*  -4-  B  sinnr) 
et,  par  suite, 

V=  (A  cos/ir-f-  B  sin /!/•). 

r 

Comme  nous  voulons  avoir  une  solulion  restant  finie  à  rintérieur 
de  la  sphère,  nous  devons  prendre  seulement  la  solution 

/• 

La  conslanle  n  jusqu^icl  est  arbitraire;  mais,  si  nous  voulons  que 
cette  solulion  particulière  satisfasse  à  l'équation  à  la  surface,  nous 
aurons 

nr  cos/i/*  -T-  {hr  —  i)  «in nr  =  o,         pour  /•  =  R, 
ou 

(2i)  tailff/lR  H-  -prr =  O. 

Nous  allons  supposer,  pour  ne  p*ns  avoir  à  sortir  du  cas  examiné 
plus  haut,  que  //R — i  est  positif;  /iR  satisfait  à  une  équation 
transcendante  de  la  nature  de  celle  que  nous  avons  étudiée.  Soient 
n,,  /Î2,  ...  les  valeurs  de  n  en  nombre  infini  satisfaisante  cette 
condilion,  la  série 

A.e-*"»' h  A  je-*"*' h..., 

r  r 

si  elle  est  convergente,  satisfera  à  Téqualion  {'ào)  et  à  la  condition 
limite  (21).  On  voit  quel  problème  fort  intéressant  se  pose  alors  : 
peut-on  détermine!*  les  coejjicients  A,  de  façon  que  la   série 
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converge  et  représente  F(r)pour  /  =  o,  c'est-à-dire  soit  telle  que 
(24)  rF(/-)  =  AiSin/iir-4-  Aisin/isT-t-. . .. 

Il  s'agit  donc  du  développement  d'une  fonction  déHoie  entre 
o  et  R  en  une  série  procédant  suivant  des  sinus  dont  les  argu- 
ment sont  de  la  forme  nXy  les  x  étant  racines  d'une  équation 
transcendante.  Or,  si  nous  considérons  une  fonction  ^{r)  définie 
de  —  R  à  4-  R,  égale  à  rF{r)  de  o  à  R  et  prenant  de  o  à  —  R  des 
valeurs  égales  et  de  signes  contraires,  on  peut  développer  o{r)j  en 
série  de  la  forme  (paragraphe  précédent) 

la  sommation  étant  étendue  aux  racines  positives  de  l'équation 

langRX-+-  jf  =  0, 

équation  qui  coïncidera  avec  {a3)  si  Ton  pose  tt  =  .  ^  ^    » 

D'ailleurs,  d'après  la  définition  même  de  ç(/*),  le  développe- 
ment de  cette  fonction  ne  renfermera  que  des  termes  en  sinus,  les 
termes  en  cosinus  ayant  des  coefficients  nuls.  Nous  obtiendrons 
donc  ainsi  le  développement  (24)  dont  nous  avons  besoin,  et  la  so- 
lution du  problème  est  donnée  par  la  formule 

_,,        ^        .    sin/iir      .  ,,       .    sinn«r      ,  , 
r  r 

les  n  étant  les  racines  positives  de  l'équation  (â3). 


III.  —  Nombre  des  racines  d'une  équation  contenues 
dans  on  contour.  Théorie  des  indices. 

16.  Nous  ferons  encore  une  application  du  théorème  des  ré- 
sidus en  recherchant  le  nombre  des  racines  d'une  équation 
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en  posant 

P  et  Q  étant  deux  polynômes  en  t  faciles  à  former. 

LMntégrale  qui  figure  dans  le  second  membre  doit  être  cal- 
culée; c'est  elle  qui  nous  intéresse. 
L'intégrale  indéfinie  est 

arc  tangF(^). 

On  peut  partir  d'une  détermination  quelconque  de  cet  arc  tang 
pour  ^  =  a,  et  il  faut  suivre  d'une  manière  continue  {voir  t.  I, 
p.  9)  la  détermination  choisie  depuis  la  valeur  initiale  t  =  a 
jusqu'à  la  valeur  finale  l  =  b. 

On  remarquera  d'abord  que  l'intégrale 


/ 


'   F'(t)df 

-FHO 


a  un  sens  déterminé  même  quand  F(/)  devient  infinie.  Supposons 
en  effet  P  et  Q  premiers  entre  eux;  l'intégrale  pouvant  s'écrire 


/ 


'PQ'-P'Q.,, 


pi^  Qî 

sera  finie  pour  toute  racine  t  du  poljnome  P. 

Ceci  posé,  en  désignant  par  arc  langF»  a)  Tare  ayant  F(a)  pour 
tangente  et  compris  entre ^  et  -f-  ^*  *  on  aura,  sans  ambiguïté, 

/*     17'/  #^  /V/ 
/     JZiTyVTf^  =  ^^^  langF(/ .      arc  tangF(a), 

tant  que  ^  en  variant  d'une  manière  continue  ne  passe  pas  par  une 
valeur  rendant  F  infinie.  Dans  cette  formule,  arc  tangF(/)  repré- 
sente toujours  Tare  compris  entre  —  -'  cl  -\-  ~*  Mais  supposons 

que  t  en  croissant  d'une  manière  continue  passe  par  une  valeur  <i 
rendant  infinie  la  fonction  rationnelle  F.  Si  F(^)  passe  de  -f- oc  à 
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—  QO,  on  pourra  écrire  pour  /  un  peu  supérieur  à  /| 


/ 


^^pi^^.  =  arc  langF(0  —  arc  tangF(flr)  -+-  r, 


arclangF(/)  étant  toujours  Tare  compris  entre  —  -  et  4-  7-  En 
effet,  une  fois  que  t  a  dépassé  ty ,  c'est 

arc  tangF(/)  -t-  t. 

que  l'on  doit  prendre  pour  suivre  Tare  choisi  d'une  manière  con- 
tinue. Si,  au  contraire,  la  fonction  F(/)  avait  passé  de  — 00  à  4-co, 
on  aurait  eu,  après  t=  t^ 


f. 


i-l-Fî(0  =  *'*<^^^''oP(0  — arctangF(a)  —  t:, 


Lorsque  /  varie  de  a  à  6,  on  aura  donc 


/' 


i-4-Fi(0  "^  ^^^  langF(a)  —  arc  tangF(6)  H-  nr., 


les  arc  tang  étant  toujours  compris  entre et  -f-  ^  et  /i  dési- 
gnant l'excès  du  nombre  de  fois  pour  lesquelles  F(/)  a  passé  de 
4-00  à  — 00  sur  celui  pour  lesquelles  cette  fonction  a  passé  de 
—  00  à  -+-  00  quand  t  varie  de  a  à  6.  Cauchy  a  appelé  ce  nombre 
indice  de  la  foàction  entre  a  et  b\  nous  poserons 

n  =  l2[F(0]. 

20.  Montrons  maintenant,  en  suivant  toujours  Cauclij,  com- 
ment on  peut  trouver,  par  un  calcul  régulier,  Findice  d'une  frac- 
tion rationnelle  entre  deux  limites  a  et  b. 

Une  première  remarque  sera  très  utile  dans  cette  recherche; 
elle  a  pour  objet  de  chercher  une  relation  avec 


1S[F(0]        et        12  (f^) 


on  a 


/' 
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et,  en  changeant  F(/)  en  p-^-T-> 

par  suite,  en  additionnant, 

o  =  arc  langF(a)-f- arc  lang  rr- — ■ 

r  (a) 

-  arc  tangF(6)  -  arc  tang— L-  h-  r  j  lâ[f  (0]  -^  '5  [fJt)]  !  ' 
11  en  résulte  que,  si  V{a)  et  F(6)  sont  de  même  signe, 

Si  F(a)  >  o,  F(6)  <  o,  on  aura 

iS(F)-+-i5(p)=-i. 

Si  F(a)  <  o,  F(6)  >  o,  on  a,  au  contraire, 
Tout  ceci  résulte  immédiatement  de  ce  que 

I  ,      TT 

arc  langa-  h-  arc  lang  -  =  =n  -  » 

X  1 

suivant  que  x  est  positif  ou  négatif. 
Nous  posons  donc 

et  l'on  a 

e=o      pour  F(flr)  F(6)  >  o, 

£=-t-i      »      F(a)<o,  F(^»)>o, 
£=— i      ),     F(rt)>o,  F(6)<o. 

Faisons  encore  la  remarque   évidente  que  deux   fonctions  ra- 
tionnelles, dont  la  différence  est  un  poljnome,  ont  même  indice, 
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el  que  deux  fonctions  égales  et  de  signes  contraires  ont  des  indices 
égaux  et  de  signes  contraires. 
Cela  posé,  soit 

V  et  V|  étant  deux  polvnomes  premiers  entre  eux,  on  peut  sup- 
poser que  le  degré  de  V  est  supérieur  au  degré  de  Vj.  Effectuons 
sur  V  et  Vj  les  opérations  que  Ton  fait  sur  le  poljnome  et  sa 
dérivée  dans  l'application  du  théorème  de  Sturm;  soit  donc 

V      =ViQ,-V„ 
V,     =V,Q,-V3. 


v«-i=v«Q,r, 
on  aura,  en  supprimant  les  indices  a  et  6, 


'(^)-(:::)= 


D'autre  part, 


■Cr;) 

<^Xh) 


les  £  étant  égaux  à  o,  +i,   — i  et  étant  déterminés  d'après  la 
règle  indiquée  plus  haut. 

En  additionnant  ces  égalités  et  tenant  compte  des  précédentes, 
il  vient 


^%- 


El -^£2 -H. 
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y 

Le  calcul  de  V indice  de  la  fraction  tt  p^ut  donc  être  corn- 
plètement  effectué  par  de  simples  opérations  algébriques. 

Nous  pouvons  trouver  facilement,  d'après  ce  qui  précède,  le 
nombre  des  racines  de  Téquation  algébrique 

/(^)  =  o. 

dans  un  contour  formé  de  segments  de  courbes  unîcursales;  il 
suffira  de  calculer  Tindicc  d'une  fonction  rationnelle  convenable 
pour  chacun  de  ces  segments.  D'après  la  formule 

2-1  J^,    f{z) 

et  en  se  reportant  à  la  formule  (25),  on  voit  que  le  nombre 
cherché  sera  égal  à  la  demi-somme  de  ces  indices. 

On  peut,  dans  beaucoup  d'autres  cas,  trouver  par  un  calcul 
régulier  le  nombre  des  racines  de  réquationy(5)  =  o,  contenues 
dans  un  contour  :  c'est  un  sujet  sur  lequel  nous  reviendrons  au 
Chapitre  suivant. 

21.  Nous  allons  terminer  ce  Chapitre  en  démontrant  le  tliéo- 
rème  fondamental  relatif  à  la  continuité  des  racines  d'une  équa- 
tion algébrique.  Cauchy  énonce  ce  théorème  de  la  manière 
suivante.  Soit 

(•>.G)  f{or,y)  =  o 

une  équation  algébrique  avec  les  deux  variables  x  et  y.  Si,  pour 
x=iO^  ^équation 

/(o,>')  =  « 

a  p  racines  nulles,  V équation  (26)  aura,  pour  x  voisin  de 
zéro,  p  racines  et  p  seulement  voisines  de  zéro, 

La  démonstration  précisera  complètement  ce  qui  reste  d'un 
peu  vague  dans  cet  énoncé.  Ecrivons  le  polynôme  /(^^y)  sous 
la  fornje 


APPLICATIONS    DES    THÉORÈMES   DE   GAUGHY.  .    2o3 

les  A  sont  des  polynômes  en  x^  et  l'on  a 

(!î7)  Ao=  Ai  =  . .  .=  Ay,_i  =  o        pour        a:  =  o, 

tandis  que  A^  ne  s'annule  pas  pour  ^  =  o. 

On  peut  écrire 

/(^,7)  =  A;,7/'(i4-U-hV), 
en  posant 

V=  -1  t±^       ^1.  è^Lzl. 
yp  kp      '"     y     \p 

Décrivons  autour  de  x  =  o,  y=o  comme  centres,  dans  les 
plans  respectifs  des  variables  x  et  y,  deux  circonférences  C  et  F 
de  rayons  r  et  p.  On  peut  prendre  /•  et  p  suffisamment  petits  pour 
que  les  deux  conditions  suivantes  soient  vérifiées. 

On  veut  d'abord  que,  les  points  a;  et  ^  étant  quelconques  à 
l'intérieur  des  deux  cercles  précédents,  on  ait 

|Ul<i. 

En  second  lieu,  on  veut  que,  y  étant  sur  la  circonférence  F, 
et  X  quelconque  à  l'intérieur  du  cercle  C,  on  ait 

.ivi<-;. 

Pour  la  première  condition,  aucune  explication  n'est  néces- 
saire. Pour  la  seconde,  il  suffit  de  remarquer  que 


|VI<  — 


Ap-i 


et,  d'après  les  équations  (a^),  si  /•  est  assez  petit,  il  est  clair  que 

|V|<-i.  .        _ 

Ceci  posé,  nous  pouvons  aisément  trouver  le  nombre  des  racines 

de  l'équation  en  y 

/(x,y)  =  o, 

contenues  dans  le  cercle  F,  x  étant  un  point  quelconque  â  l'inté- 
rieur de  C.  Le  nombre  de  ces  racines  est  en  effet  égal  au  quotient 
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par  2  71  de  la  variation  de  rarguinent  de 

A;,^/'(i-+-Uh-V), 

quand  y  parcourt  la  circonférence  F.  Or,  puisque  |LJ  |  <[  it 
I  V I  <  i,  Targumenl  de 

redevient  le  même  quand  y  revient  au  point  de  départ.  L'argu- 
ment de  yP  a  augmenté  de  ^pr.'^  par  suite,  le  nombre  des  racines 
que  nous  clierclions  est  égal  à  p.  C'est  dans  ce  résultat  fonda- 
mental que  consiste  le  théorème  de  la  continuité  des  racines 
d'une  équation  algébrique.  Nous  verrons  bientôt  comment  ce 
théorrme  peut  s'élendre  à  une  fonction  /{^^y)  holomorphe  par 
rapport  à  j:  et  à  ^. 
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CHAPITRE  VIL 

NOMBRE  DE  RACINES  COMMUNES 
A  PLUSIEURS  ÉQUATIONS. 


I.  —  Les  intégrales  de  Kronecker. 

1.  Nous  nous  sommes  déjà  occupé  (t.  I,  p.  1 36)  du  nombre  des 
racines  communes  à  plusieurs  équations.  Dans  celle  élude,  nous 
avons  posé,  a  priori,  une  cerlaine  intégrale,  considérée  par  Kro- 
necker. Il  est  intéressant  de  montrer  comment  l'illustre  géomètre 
y  a  été  conduit,  c^est  par  quoi  nous  allons  commencer. 

En  posant 


(I)       V: 


celle  intégrale  triple  étant  étendue  à  un  certain  volume,  limité 
par  une  surface  S,  dans  l'espace  (a,  b,  c),  on  a  vu  que  ce  poten- 
tiel V,  qui  est  une  fonction  de  i,  t)  et  ^,  satisfait  à  la  relation 
(t.  I,  Chap.  VII) 

(>«V       d«V       <JSV 

suivant  que  le  point  (Ç,  y;,  ^)  est  extérieur  ou  intérieur  aux  masses 
attirantes. 

Considérons  maintenant  trois  fonctions  continues  /,  (p,  ^,  et 
posons 

^f  if  il 

dx  dy  dz 

dcp  ào  do 

dx  dy  dz 

d*\t  d^  d^ 

dx  dy  dz 
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Nous  formons  Finlégrale  triple 

étendue  au  volume  limité  par  une  surface  S.  La  fonction  V  est 
une  fonction  de  (ç,  r^,  ^),  que  nous  allons  étirdier  au  voisinage  de 

;  =  o,  T,  =  o,  i;  =  o. 

Si    dans   S  (et   sur  S)  il  n  j  a  pas  de  valeurs  pour  lesquelles 
f=  o,  ©  =  o,  'i  =  o,  on  aura 

AV(o)  =  o, 

en  entendant  par  AV(o)  la  valeur  de  AV  =  -rr^  -+-  -r-j  -+-  -t=^  pour 

(ç  =  T,  =  ^  =  o).  Ceci  est  évident,  puisque  l'élément  de  Tinlé- 
«^rale  reste  fini  et  satisfait  d'ailleurs  à  l'équation  de  Laplace. 

Supposons  maintenant  qu'il  y  ail  dans  S  des  points  pour  les- 
quels 

/  =  o,         0=0,         'l  =  o, 

ces  racines  étant  d'ailleurs  simples,  c'est-à-dire  que  D  y  est  difTé- 
renl  de  zéro.  Isolons  ces  points  au  moyen  de  petites  surfaces 
fermées  ^.  La  part  de  l'intégrale  (2)  provenant  des  élémeuts 
extérieurs  aux  surfaces  S  sera  nulle,  pour  les  raisons  dites  plus 
haut.  Pour  évaluer  la  part  provenant  d'un  volume  limité  par  une 
surface  S,  faisons  le  changement  de  variable 

^  =  /(-''',  y,  ^\ 

c  ==^{x,y,z). 

Le  signe  de  D  est  invariable  à  Tinlérieur  de  S  et,  de  plus,  on 

peut  supposer  la  surface  S  assez  pelile  pour  que,  des  équations 

précédentes,  on  puisse  tirer  sans  ambiguïté  :r,  y  y  z  en  fonction 

bien  déterminée  de  a,  b,  c  autour  de  «  =  o,  6  =  o,  c  =  o.  Par  ce 

changement  de  variable,  rinlégrale  (2)  devient  l'intégrale  (  i  )  si 

D  >  o,  et  cette  intégrale  changée  de  signe  si  D  est  négatif.  On 

aura  donc 

AV(o)  =zp.|~>         suivant  que  D^o. 

En  général,  on  aura 

AV(o)=-47:V£, 
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la  somme  S  sVleDdant  aux  racines  communes  à  y,  o  et  6  situées  à 
l'intérieur  de  S.  On  a  e  =  i  pour  une  racine  où  D  >  o,  et  s  =  —  i 
pour  une  racine  où  D  <  o.  On  peut  encore  écrire 

AV(o)  =— 47r/w, 

m  étant  la  différence  entre  le  nombre  des  racines  pour  les- 
quelles D  est  positif  et  le  nombre  des  racines  pour  lesquelles 
D  est  négatif. 

2.  Nous  allons  maintenant  montrer  que  AV(o)  peut  s'exprimer 
par  une  intégrale  double  étendue  à  la  surface  S. 

Le  volume  limité  par  S  peut  se  partager  en  régions  où  D  a  le 
même  signe;  on  isolera  seulement  des  volumes  très  petits  conte- 
nant les  points  de  la  surface  D  ==o.  De  plus,  chacune  des  régions, 
où  D  a  un  même  signe,  peut  se  fractionner  en  régions  plus  petites 
où  le  changement  de  varûibles 

a  =  f{T,y,z),        b  =  ^{x,y,z),        c-'^yx^y.z) 

se  fera  d'une  manière  uniforme  de  l'espace  (a,  6,  c)  à  l'espace 

Soit  une  telle  région  E  où  D  soit  positif.  Le  changement  de 
variable  fait  correspondre  à  E  une  région  F  de  l'espace  (éz,  6,  c  j, 
et  Ton  a 

r  r  r da  db  de 

rîntégrale  étant  étendue  à  E,  pour  la  part  de  V  relative  à  E.  On  a 
(t.  I,  p.  i83) 

AV(o)=    /     /  ^- 5 'di 

(a,  ^,  Y  correspondant  à  la  normale  intérieure). 

Que  va  devenir  cette  intégrale  de  surface  dans  l'espace  (x,  y^  z)l 
Concevons  j:,  y^  z  et,  par  suite,  a,  6,  c  comme  des  fonctions 

sur  les  surfaces  limitant  E  et  F  de  deux  paramètres  u  et  v.  On  a, 
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pour  la  surface  limitant  F, 

cos  a  rfj  =  rr^ du  ai\ 

cos  3  dfj  =  _;^— î — -  du  dv. 

cos  Y  ûf  j  =  ^^ 7  du  dv. 

Or,  on  a  aisément 

D^ailleurs,  pour  la  surface  limitant  E  dans  Tespace  {x^  y^  z)^  on 
aura,  pour  une  direction  convenable  de  la  normale, 

^p^^duds?=.^o^^d^\ 

r,  :         [  du  dv  =  cos  A  d^  , 

D(M,  1^) 

n(3,a?)    ,     ,  ,  , 

r^- du  av  =  cos  u  rfj  , 

D(i/,v) 

e/?'  désignant  Télément  de  surface,  et  X,  gx,  v  correspondant  à  la 
normale.  A  quelle  direction  sur  la  normale  correspondent  cosX, 
cos[JL,  cosv.  La  direction  (a,  ?,y)  correspondait  à  l'intérieur  de  F. 
Or,  on  peut  réduire  /,  o,  i  à  leurs  termes  du  premier  degré,  et, 
par  déformation  continue,  à 

a=:F,         b  =.  y,        c=z        (puisque  D  >  o). 

Donc  la  direction  (X,  [jl,  v)  correspond  à  Tintérieur  de  E. 

Si  D  <C  o,  ce  serait  le  contraire,  mais  alors  le  signe  de  V  serait 
changé  dans  la  transformation  de  (2)  en  (1);  il  y  a  donc  compen- 
sation. 

En  résumé,  on  a,  dans  tous  les  cas,  pour  la  part  de  AV(o) 
correspondant  à  E, 

/    /  (AcosX-h  Bcos[jL-4-Gcosv)rfj', 
en  posant 


NOMBRE   DE   RACINES   C03I111NES   A   PLUSIEURS   ÉQUATIONS. 

ce  qui  devient,  en  réduisant, 
A  = 


On  a  de  la  même  manière 


et 


B  = 
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C  = 


•'     dy 

dz 

«     ^ 

I 

?     ày 
*    ày 

(/*+?»+ -V')» 

IlICl  c 

J     dz 

d-i 

^0 
dx 

Ox 

1 

°     tz 

(/'+?«-!-'}'»>* 

f'i 

à/ 

0    î!2 

do 

1 

?  ai 

(/.+  ,pj+4,«)î 

La  pari  de  AV(o)  correspondant  à  E  est  donc  l'intégrale  double 
(prise  vers  l'intérieur) 


// 


A  djr  dz -^  B  dz  dx -h  C  dx  djr, 


étendue  à  la  surface  qui  limite  E. 

En  ajoutant  tous  les  résultats  relatifs  aux  portions  E  dans  les- 
quelles on  a  décomposé  le  volume  donné  de  l'espace  {x^y^z) 
limité  par  la  surface  S,  on  aura 


// 


Xdjr  dz-^Bdzdx-^Cdxdjr  =:^  ^Tz m, 


rintégrale  double  étant  prise  (vers  l'intérieur)  sur  la  surface  S 
et  m  ayant  la  signification  du  Paragraphe  précédent.  Nous  avons 
(l.  I,  p.  i36)  considéré  a  priori  l'intégrale  double  qui  précède, 
et  démontré  ensuite  qu'elle  était  égale  à  —  .^r^m. 

P.  -  II  ,4 
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3.  Kronecker  a  généralisé  le  résullal  précédent,  en  considénuil 
ail  lieu  de  riolégrale  (2)   riiilégrale  étendue  au  volume  limité 

par  S 

J  J  J  v^;-/)«^(T,-?)*-t-»;-4'»* 

où  p  est  une  fonction  de  x,  y  et  z. 

Envisageant  toujours  V  comme  fonction  de  Ç,  7,,  T,  on  trouve 
(le  suite,  en  raisonnant  comme  au  paragraphe  1, 

en   désignant   par  {JOi^yi^Zi)    les   racines   communes    «uil  trois 

équations 

/  =  o,        f  =  <»,        ^  =  o 

comprises  dans  S  et  la  sommation  }^  étant  étendue  à  ces  racines. 

11  s'agit  maintenant  de  voir  comment  se  uiodîGe  TanalTse  du 
paragraphe  2. 

Reprenons  toujours  les  portions   E  et  F;  ou  a  dans    Tespace 

(rt,  6,  c),  en  se  reportant  au  ïome  I  (p.  i83), 

A\\(o)=    /     /    ^ ^ — i-dz 


dbdc. 


■Vous  avons  ici  une  intégrale  triple  que  nous  n'avions  pas  tout 
à  riicure.  L^intégrale  double  donne  Tintégrale  analogue  à  celle 
considérée  plus  haut 

f  f  p{  \  dy  dz  -^  h  dz  dx  -i-  C  dx  dj- }, 

Oii  A,  B,  C  ont  la  inéme  signification. 
Il  reste  à  ramener  l'intégrale  triple 

^^     ôz         ,  ôz  do 

^3,  /        /        /     ^ '-^ ^dadbdc 


à  Fespace  (jr,y,  z). 


Oi 
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ôo        do   dx        do  dy       do  Oz 

_!_    =     -! j i-     -^ j L     , 

da        dx  da        dy  da        dz  du 
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et  de  même  pour  ^  et  y-« 

En  diffère Dtlant  les  relations  relatives  au  changement  de  va- 
riable 

b  =  ^(x,y,z), 
c  =  ^(x,y,z), 

on  trouve  facilement,   par  la  résolution  d^équations  du  premier 

degré, 

D(?,^) 
dx  _  D(y,  z) 
da"  D 


et  des  expressions  analogues  pour  ^  et  ~ 
Ou  obtient  alors 


a-7^  -i-  A^  -i-c 
da          db 

de 

v% 

D(/ 

*-+-©«-«-  ^'/î 

en  posant 

ào 

àr, 

do 

o 

dx 

dy 

dz 

P  = 

àf 
dx 

dj_ 
dx 

àf 

d^ 
ày 

oz 
d^ 
dz 

f 

-V 

dii 
dx 

dy 

dz 

et  l'intégrale  triple  (3)  devient  alors,  dans  l'espace  (x,  y,  z)^ 

P  dx  dy  dz 


fff 


(/*-+- ?*-+-^*;* 


Finalement,  on  a  la  formule 


(    f  fpiXdydz-i-Bdzdx-i-Cdxdy)-^  r  f   r_EJfL^LËf— 


^''ir.Z^{xi,yi,Zi) 


\y{xi,yi,Zi) 


i 
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Telle  est  la  formule  généralisant  celle  que  nous  avons  obtcoue 
à  la  fin  du  paragraphe  précédent,  et  qui  coïncide  avec  elle  pour 
p  ==  constante.  I/inlégrale  double  est  étendue  à  la  surface  inté- 
rieure S  et  l'intégrale  triple  au  volume  limité  par  S. 

4.  J'ai  montré  (t.  I,  p.  i  {o)  comment  on  pouvait,  de  la  première 
formule  de  Kronecker,  tirer  une  formule  donnant  le  nombre  des 
racines  communes  à  deux  équations 

/(T,J')  =  0,  ?(^,^)  =  0 

contenues  dans  un  contour,  en  reproduisant  l'analyse  de  mon 
Mémoire  du  Journal  de  Mathématiques  (1892)  sur  le  nombre 
des  racines  communes  à  plusieurs  équations  simultanées  :  je 
passais  par  l'intermédiaire  d'un  espace  à  trois  dimensions.  Guidé 
par  la  forme  du  résultat  que  j'avais  trouvé,  M.  Walther  Djck  a 
montré  très  élégamment  {Comptes  rendus,  décembre  1894) 
comment,  sans  passer  par  un  espace  à  trois  dimensions,  mais  en 
se  servant  de  la  seconde  formule  de  Kronecker  (pour  le  cas  d'un 
plan),  on  pouvait  parvenir  aux  formules  que  j'avais  données* 

Ecrivons  d'abord  la  formule  analogue  à  (4),  mais  relative  au 
plan.  Une  analyse  toute  semblable  donne 


(^; 


'^:Axi,yi) 


l^{Ti,yi)    __    rpiXdx^ 


rç,(\dT-hndy)      r  rsdxdy 


^>(^hyi)\     Je        P^r  J  J  P 

/cl  '^  étant  deux  fonctions  de  a:  clj>',  ainsi  que  p.  On  a  posé 


''/)#•       ^  tir  Oy 


ôx 


ôx' 


l)(x,y)  est  le  déterminant  fonctionnel 


0/  df        âf  do 


Ox  ùy        dy  dx 
signe  par  {xi,  yi)  les  racines  communes  aux  équations 

(G)  /*=  o,        ç  =  o 

contenues  dans  le  contour  C.  On  a  enfin  posé 


S  = 


et  Ton  dé- 


do 

do 

0 

Ox 

ày 

/ 

à/ 
Ox 

àf 

<^y 

0 

do 
Ox 

0^ 
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rînlëgrale  curviligne  qui  figure  dans  le  second  membre  est  prise 
clans  le  sens  positif. 

Ceci  dit,  cherchons  une  fonction  p(Xjy)  qui  soil  égale  à  -f-  i 
aux  points  {xi^yi)  où  D  est  positif,  et  égale  à  —  i  aux  points  (^/,  yu) 
où  D  est  négatif.  On  peut  prendre 

Ds 


P  = 


v//«-hcp»-h  DU* 


en  désignant  par  e  une  constante  positive,  et  le  radical  étant  pris 
avec  le  signe  plus. 

En  substituant  cette  valeur  de  p  dans  la  formule  (5),  on  trouve 
la  valeur  que  nous  avons  donnée  (t.  I,  p.  1 42)  pour  le  nombre  des 
racines  des  équations  (6)  contenues  dans  C. 

Toutes  ces  considérations  sont  susceptibles  de  s'appliquer  à 
lin  nombre  quelconque  d'équations,  mais  nous  renverrons  pour 
cet  objet  à  mon  Mémoire  déjà  cité  et  à  l'article  de  M.  W.  Dvck. 

0.  Faisons  quelques  remarques  sur  le  résultat  trouvé  à  la 
page  142  du  Tome  1,  où  l'on  est  prié  de  se  reporter  pour  les  no- 
tatioms.  La  formule  que  j'ai  donnée,  pour  exprimer  le  nombre 
des  racines  communes  à  deux  équations,  dépend  en  apparence  du 
nombre  e  :  les  deux  cas  limites  e  =  o  et  e  =  00  appellent  néces- 
sairement l'attention. 

Faisons  tendre  d'abord  e  vers  zéro,  l'intégrale  (a)  tendra  vers 
zéro.  Quant  à  l'intégrale  (jî),  elle  se  présente  sous  une  forme  in- 
déterminée qui  rappelle  entièrement  ce  que  nous  avons  trouvé 
pour  le  cas  d'une  seule  équation  (n**  3);  nous  pouvons  dire  que 
le  nombre  cherché  est  la  limite  de  l'expression 


quand  e  tend  vers  zéro.  Il  est  clair  que  pour  e  =  o  tous  les  élé- 
ments de  rinlégrale  sont  nuls,  sauf  celui  qui  correspond  à  une 
racine  commune  aux  deux  équations/^  o,  o  =  o,  et  c'est  de  lu 
que  provient  la  forme  indéterminée.  Nous  chercherons  tout  à 
rhenre  comment  on  pourrait  calculer  cette  limite  pour  quelques 
contours  particuliers  et  en  supposant  que  /et  <p  soient  des  poly- 
nômes. 
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Faisons  mainlenant  augmenter  indéfiniment  e  dans  les  inté- 
grales (a)  el  (p).  On  voit  immcdialement  que  la  première  tend 
vers 


^T.±   \D\ 


[D]  désignant  la  valeur  absolue  de  D. 
Celle  inlcgrale  csl  à  rapproclicr  de  Tinlégrale 

faisant  connailre  la  diflcrence  entre  le  nombre  des  racines  conte- 
nues dans  C,  pour  lesquelles  le  délerminant  fonctionnel  D  est 
positif,  et  celles  pour  lesquelles  il  est  négatif.  Les  éléments  de  ces 
deux  intégrales  ne  peuvent  que  différer  par  le  signe  sur  certaines 
parties  du  contour. 

Quant  à  rinU'gralc  { [ï),  elle  se  réduit,  en  posant  e  =  -— »  à 

y,  \K  dx  dv 
^ 3» 


*'■^/y    [D^Jr, 


(/2_HoM]* 


dont  on  doit  chercher  la  limite  pour  7.  =  o.  Il  y  aura  ici,  pour 
T,  =  o,  une  suite  d'éléments  indéterminés  correspondant  aux  va- 
leurs de  X  et  y^  pour  lesquelles 

D  =  o. 

Si  D  ne  s'annule  pas  à  l'intérieur  de  C,  cette  limite  est  nulle  et 
Ton  n'a  qu'à  prendre  l'intégrale  curviligne,  ce  qui  est  d'accord 
avec  le  rcsullal  trouvé  précédemment.  Remarquons  en  terminant 
que  tous  les  résultats  précédents  peuvent  être  étendus  à  des  sys- 
tèmes de  n  fonctions  de  n  variables  indépendantes,  mais  je  ne 
crois  pas  utile  d'insister  sur  ces  extensions  qui  n'exigent  aucun 
principe  nouveau  ('). 


(')  On  pourra  consulter  sur  ces  questions  un  intéressant  travail  de  M.  C. 
Marenglii  dans  les  Comptes  rendus  de  l'Institut  Lombard  (1901).  Je  citerai 
encore  deux  Notes  de  MM.  Davidoglou  et  Tzilzêica  (Comptes  rendus  de  VAca- 
demie  des  Sciences,  dcccmhre  1901),  où  ces  auteurs  envisagent  le  cas  des  racines 
multiples. 
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II.  —  Nombres  des  racines  communes  à  deux  équations 
pour  quelques  contours  particuliers. 

6.  Appliquons  les  considérations  précédentes  au  cas  où  le  con- 
tour considéré  se  réduit  à  un  carré  dont  les  côlés  peuvent  être 
supposés  parallèles  aux  axes  et  ou  les  deux  fonctions  f{oc^y)  et 
'^{x^y)  sont  des  polynômes.  On  peut,  dans  ce  cas,  écrire  les 
deux  équations  simuhanées 

sous  la  forme 

f{x)  et  ¥{x)  représentant  deux  polynômes  (puisqu'on  suppose 
qu'il  n'y  a  que  des  racines  simples).  Le  polynôme  /  (j:)  n'aura 
aussi  que  des  racines  simples. 

Il  s'agit  de  trouver  le  nombre  des  racines  [x^y)^  communes  à 
CCS  deux  équations,  pour  lesquelles 

a  <  a:  <  6, 
c<y<d. 

On  suppose  qu'aucune  des  racines  des  deux  équations  ne  se 
trouve  sur  une  des  droites  limites. 

Le  déterminant  fonctionnel  D  se  réduit  ici  à  f'i^x)^  et  l'on  a 

Nous  devons  donc  considérer  l'intégrale 

z(.n-fr)dxdy 

3  ' 


élendue  à  l'aire  du  reclangic,  et  faire  lendrc  e  vers  zéro. 

En  eOectuant  l'intégralion  par  rapport  à^,  cette  intégrale  devient 

8(rf-F)(/'«-//')rfx 


(/.+ î./'.^  [(rf._  F)«  + /«+ eV'']* 


k 
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.Quand  e  Lcnd  vers  zéro,  les  seuls  éléments  de  Tintégrale 


f 


(/*-+- sV*)[(^— F)'-*- /*-+-sV*l^ 


ne  tendant  pas  vers  zéro,   sont  ceux  qui  correspondent  aux  va- 
leurs de  X  racines  de  /(x)-  Au  lieu  de  l'intégrale  précédeote, 

nous  pouvons  donc  nous  borner  à  la  suivante  (en  développant 
par  la  formule  de  Taylor  j 


''  d-v  t(n-/r)dx 


r"  d-v 


1    U'^^T)    ' 

ce  qui  nous  conduit,  pour  e  =  o,  à 

I*  désignanl  l'indice  cnire  a  cl  b,  au  sens  de  Caiiclij,  de  la  fonc- 

lion  ralionnclle  ^ .    •^  ;  et  l'on  aura,  par  conséquent,  pour  le 

nombre  des  racines, 

7.   Ce  résultat,  est  facile  à  vérifier  directement.  Quand  jr, 
en  croissant,  passe  par  une  racine  de  /{^),  le  quotient 

(f-F)/' 
/ 

passe  de  4-00  à  — oc  si  c  —  F  est  négaiif,  c'est  à-dire  si  le  point 
(T^y)  est  au-dessus  delà  droite  jk  =  ^-  De  même,  ce  quotient 
passera  de  — ce  a  -f-oc  si  le  point  correspondant  (-f>^)  est  au- 
dessous  de  la  droilc  j'=:c.  Eu  désignant  donc  par  n  et  n'  le 
nombre  des  racines  de  nos  deux  équations  (comprises  entre  les 
droites  x  =  a,  x  =  b),  situées  respeclivement  au-dessus  et  au- 
dessous  de  la  droile  y  =  c,  on  a 

,,  (c-F)f' 
1;; y =  /i  —  n  . 
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lin  remplaçant  c  par  rf  et  désignant  par  N  etN'  les  nombres  cor- 
respondants, on  a  de  même 

lu         y  -IN       ^. 

Or  si  nous  désignons  par  v  le  nombre  des  racines  comprises 
dans  le  rectangle,  on  a 

donc 

Par  conséquent 

^r     /        ""     /     J"  ' 

c'est  le  résultat  que  nous  voulions  vérifier  ('). 

8.  D'une  manière  plus  générale  on  peut  indiquer  une  marche 
régulière  de  calcul  pour  trouver  la  limite  de  l'intégrale 


^■ff^- 


quand  le  contour  est  formé  de  segments  de  courbes  unicur- 
sales.  Cette  intégrale  double  est,  en  eflet,  égale  à  l'intégrale  cur- 
viligne 


prise  dans  le  sens  positif  le  long  du  contour  C. 

Partageons  cette  intégrale  en  différentes  parties  correspondant 
aux  différents  segments  de  courbes  unicursales  qui,  par  hypothèse, 
forment  le  contour  G.  Soit  l'un  d'eux  correspondant  aux  valeurs  to 
et  /|  du  paramètre  t  dont  sont  fonctions  rationnelles  x  et  y.  f^a 
valeur  correspondante  de  l'intégrale  sera,  pour  e  =  o,  en  raison- 


(*)  Le  cas  du  rectangle  avait  élé  déjà  traité,  sous  une  autre  forme,  par 
M.  Hermite  dans  une  Communication  faite  à  TAcadémie  [  fieniarques  tur  le 
théorème  de  M,  S  tur  m  (  Comptes  rendus,  t.  XXXVI,  p.  ^9})). 
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nanl  comme  au  numéro  précédent, 

Le  quotient  ^X-pf  ^era  une  fonction  rationnelle  de  /,  cl  Ton 

n^aura  qu'à  en  prendre  Tindice  de  t^  à  /|.  En  additionnant  tous 
les  résultats  ainsi  obtenus,  on  aura  le  nombre  cherché. 

9.  H  y  a  beaucoup  d'autres  cas  où  l'on  peut  facilement  trouver 
le  nombre  des  racines  communes  à  deux  équations 

^ir^  Y)  =  o 

(/  et  ©  étant  deux  polynômes)  contenues  dans  un  contour  conve- 
nable C.  Comme  au  §  6,  nous  écrivons  toujours  ces  deux  équa- 
tions sous  la  forme 

/  et  F  étant  deux  poljnomes. 

Supposons  que  le  contour  G  soit  défini  par  la  relation  algé- 
brique 

X  étant  un  polynôme,  et  que  les  poinls  à  l'intérieur  du  contour 
correspondent  à 

IMous  avons  donc  à  chercher  le  nombre  des  racines  communes  aux 
équations  (5)  pour  lesquelles  l'inégalité  précédente  est  vérifiée,  ce 
qui  revient  à  chercher  le  nombre  des  racines  x  de  Téquation 

pour  lesquelles 

lUx)<o, 

en  désignant  par  l\{x)  le  polynôme  A[.r,  F (.2;)].  Or  cette  question 
n'est  visiblement  qu'un  cas  particulier  de  celui  qui  a  été  traité 
au  §  7. 
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On  prendra  l'indice  enlre  —  oc  à  -4-  oo  de  la  fraction  rationnelle 

R(x)/'(x) 

En  désignant,  respectivement,  par  n  et  n'  le  nombre  des  racines 
de  /=  o,  pour  lesquelles  R(x)  est  négatif  ou  positif,  on  a 

On  connaît  d'autre  part,  au  moyen  du  ihéorème  de  Sturm,  la 
somme  n -\'  n!  qui  peut  d'ailleurs  s'écrire 

On  aura  par  suite  le  nombre  cberché  n. 

10.  Ce  résultat  est  bien  facile  à  généraliser.  Supposons  que  le 
contour  G  soit  défini  par  deux  inégalités 

À  et  tjL  étant  des  polynômes. 

Nous  serons  conduit  à  rechercher  le  nombre  n  des  racines  de 

Téquation 

fix)  =  o, 

pour  lesquelles  on  a  simultanément 

RCj-Xo,        R,0)<o, 
en  posant 

R(x)  =  X(:r,F),         R,(:r)=fJL(^,F). 

Soit  N  le  nombre  des  racines  pour  lesquelles 

R(;p)<o,         R,(57)>o, 

et  N'  le  nombre  des  racines  pour  lesquelles 

R(x)>o,         R,(:r)<o. 
On  pourra  trouver  la  somme  N  -f-  N',  puisque  ce  nombre  repré- 
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scnle  le  nombre  des  racines  pour  lesquelles 

K(x)R,(ar)<o. 

Désij^nons  de  même  par  n  et  n'  le  Dombrc  des  racines  pour  les- 
quelles on  a  respectivement 

R(r)<o,        R|(x)<o        (pour  /i) 
R(j-)>o,        R|(j-)>o         (pour  /i'). 

On  pourra  calculer  les  sommes 

/i  -H  N        et        71  -h  N', 

qui  correspondent  respectivement  aux  racines  pour  lesquelles 
R(jr)  <  o,  et  aux  racines  pour  lesquelles  ll|  (:r)  <  o.  Ayant  cal- 
culé les  trois  sommes 

N^_N',     71 -H  N,    /i-hN', 

nous  en  déduisons  de  suite  le  nonihre  cherché  n. 

Il  est  clair  qu^on  n^aura   pas  plus  de  difficultés  à  calculer  le 

nombre  des  racines  de  Téquation  /{x)  pour  lesquelles  on  aura  à 

la  fois 

R,(a:)<o,         RïCj-Xo,  ...,         R,(j')<o, 

/  étant  un  entier  quelconque.  On  peut  donc  par  suite  trouver,  par 

tin  calcul  algébrique  régulier j  le  nombre  des  racines  des  deux 

t'f/ua  fions 

f(x,y)  =  o, 

(/et  :p  étant  deux  polynômes)  contenues  dans  un  contour  dé- 
fini  par  les  n  inégalités 

h(jr,  yXo         (i=c  i,  2,  ....  /i  ), 
les  À  étant  des  polynômes. 
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CHAPITRE  VIII. 

INTÉGRALES  DE  FONCTIOxXS  NON  UNIFORMES. 


I.  —  Intégrales  hyperelliptiques. 

1.  Nous  avons  déjà  étudié  (l.  I,  p.  4^)  la  réduction  algébrique 
des  intégrales  hyperelliptiques.  Considérons  particulièrement  les 
intégrales  du  type 


f 


v/R(j:) 


/(x)  étant  un  polynôme;  soient  ;jl  le  degré  du  polynôme  R(j:)  et 

ai,  as,  ...,  a^i  ses  [x  racines  qui  sont  supposées  toutes  distinctes. 

Nous  nous  proposons  d^tudier  les  déterminations  diverses  de  Tin- 

tégrale 

..  r"' /{xydx 

quand  on  va  du  point  Xq  au  point  x  par  différents  chemins,  la  dé- 
termination initiale  de  y/R(x)  pour  x  =  o  étant  toujours  la  même. 

2.  Commençons  par  étudier  les  différents  chemins  allant  du 
point  Xq  à  un  point  x.  Pour  l'objet  que  nous  avons  en  vue,  deux 
chemins  seront  évidemment  à  considérer  comme  identiques  si  Ton 
peut  les  ramener  Tun  à  Tautre  par  une  déformation  continue  sans 
traverser  aucun  des  points  a.  Or  considérons  {/ig-  ^4)  [a  courbes 
partant  dexoet  y  revenant  en  entourant,  respectivement  chacune, 
un  des  points  a.  La  forme  de  ces  courbes  est  indifférente;  pour 
bien  préciser,  nous  prenons  pour  chaque  point  a  la  courbe  sui- 
vante :  on  joint  Xq  à  un  point  très  voisin  de  a,  on  décrit  autour 
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de  a  un  cercle  1res  petit  et  Ton  revient  au  point  x^  par  le  inéme 
chemin  qu'à  l'aller.  Un  tel  chemin  est  dit  un  lacet. 

Ceci  posé,  tout  chemin  allant  de  jTq  a  un  point  x  se  ramène  évi- 
demment à  un  chemin  allant  de  x^  ù  x^,  suivi  d'un  chemin  déier- 


ng.  -i\ 


miné  allanl  do  x^  îx  x\  il  suHil,  en  elFet,  d'ajouter  au  chemin 
c  onsidéré  le  chemin  dctenninc  xXq^  que  l'on  fait  suivre  du  chemin 
de  sens  inverse  x^v.  Jl  faut  donc  envisager  les  dilTérents  chemins 
parlant  de  Xq  et  y  revenant.  Or  je  dis  que  tous  ces  c/i'.^mins 
retiennent  aux  dijférents  lacets  parcourus  successivement  et 
dans  un  ordre  quelconque. 

Pour  le  voir  bien  nettement,  on  suivra  le  chemin  C  jusqu'à  la 
rencontre  en  a  avec  un  lacet;  on  quittera  alors  C  pour  suivre  Je 
lacel  jus(|u'en  x^,  ce  (pii  donne  visiblement  une  somme  de  lacets 
(  les  lacets  </|  et  ^z^):  puis  on  rélrojrrade  de  ^o^*"  a,  et  en  a  on  reprend 
le  chemin  C  jus(pi\i  ce  (|iie  celui-ci  rencontre  un  nouveau  iacet, 
soit  [ii  ce  point  de  rencontre.  En  |j  on  (juitle  de  nouveau  C  pour 
suivre  de  |j  en  x^  le  lacet  rencontré.  On  a  mis  en  évidence  de  nou- 
veau, par  le  chemin  jr„a|îiwfc*„,  une  nouvelle  somme  de  lacets  (cette 
somme  peut  se  réduire  à  zéro,  comme  il  arrive  dans  le  cas  de  la 
ligure).  On  rétrograde  alors  de  x^  en  fi,  et  en  ,3  on  reprend  le  che- 
min C  et  Ton  continue  ainsi  jusiprà  ce  que  Ton  ait  parcouru  tout 
le  chemin.  Le  chemin  C  se  présente  alors  de  la  manière  la  plus  nette 
comme  équivalant  à  une  somme  de  lacets.  Dans  le  cas  de  la  figure, 
le  chemin  C  est  é(]uivalent  aux.  lacets  t/i,  c/2,  a^  successivement 
parcourus. 

W.  La  remarque  fondamentale  qui  précède  va  nous  permettre 
d'étudier  sans  peine  les  diverses  valeurs  de  l'intégrale  (1).  Suppo- 
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sons  (l'abord  que  Ton  considère  seulenicnl  des  chemins  parlant 
de  Xq  et  V  revenant.  Les  valeurs  de  l'intégrale  le  long  des  lacets 
vont  jouer  le  principal  rôle  :  soit,  par  exemple,  le  lacet  Ot,  La 
valeur  de  l'intégrale  sur  le  lacet  se  compose  de  deux  parties,  Tune 
esl  relative  à  Taller  et  l'autre  au  retour;  quant  à  l'intégrale  sur  le 
cercle  infiniment  petit,  elle  tend  vers  zéro  avec  le  ravon  de  ce 
cercle.  11  peut  sembler  au  premier  abord  que  les  deux  intégrales 
se  détruisent  puisque  les  clx  à  Taller  et  au  retour  sont  égaux  et  de 
signes  contraires;  mais  v/R(x),  ayant  tourné  autour  du  point  a^, 
n'a  plus  la  même  détermination  au  retour  qu'à  l'aller,  et,  par  suite, 
les  éléments  s'ajoutent  au  lieu  de  se  détruire.  Soit  A|  la  valeur  de 
l'intégrale 


/ 


"»  fix)dx 


quand  on  suit  le  chemin  tracé  pour  le  lacet,  et  que  l'on  prend 
pour  y'K(j:o)  une  de  ses  déterminations  que  nous  désignerons 
par^'g;  la  valeur  de  l'intégrale  correspondant  au  lacet  tout  entier 
sera,  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  2A,.  Soient  de  même 

les  valeurs  de  l'intégrale  correspondant  aux  autres  lacets,  la  dé- 
termination initiale  de  yll(x),  quand  on  parcourt  chacun  de  ces 
lacets,  étant  toujours  supposée  égale  à  y\. 

Tout  chemin,  avant  x^  comme  points  de  départ  et  d'arrivée,  se 
ramenant  à  une  somme  de  lacets,  nous  n'a\ons  aucune  difficulté 
à  avoir  mainleDant  la  valeur  de  l'intégrale  correspondante.  Sup- 
posons que  le  chemin  équivaille  aux  lacets 

successivement  parcourus;  nous  aurons  comme  valeur  de  l'inté- 
grale 

(•2)  '2  A/.^—  '2A>.,-r-  ^A).,  — 

On  remarquera  que  les  signes  plus  et  moins  alleruenl  dans  celle 
somme;  c'est  que,  après  avoir  parcouru  le  premier  lacet  a,^^  nous 
revenons  en  Xoavec  la  détermination  — y^  du  radical,  cl  la  valeur 
du  second  lacet  est  alors  — 2A>^  au  lieu   de  4- ^A>^  que  nous 
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aurions  trouvé  si  nous  avions  décrit  le  lacet  a\^  avec  la  détermina- 
tion initiale  +j'o  pour  le  radical.  Pour  le  troisième  lacet,  au  con- 
traire, nous  avons  au  début,  après  deux  changements  de  signe, 
retrouvé  la  détermination  initiale  j^q  et  par  suite  nous  avons  4-  2  A)^. 
et  ralternance  des  signes  est,  après  ces  explications,  bien  mani- 
feste. 

Deux  cas  sont  à  distinguer  suivant  que  p  est  pair  ou  impair. 
Si  p  est  pair,  Texpression  (2)  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

(3)  2miWi-4-2/njWj-i-. . .-+- 2mpt_|H)p^_|, 

les  m  étant  des  entiers  positifs  ou  négatifs,  en  posant 

tt)|  =  A|  —  Aj,        (ds=:Ai  —  Aj,         ...,        (ji)||,_|  ==  A}  —  Ajji,. 

• 

On  peut  d'ailleurs  choisir  un  chemin  tel  que  Ton  trouve  pour  valeur 
de  l'intégrale  Texprçssion  (3)  :  il  suffira  de  décrire  mi  fois  l'en- 
semble des  lacets  a^  et  as,  puis  m2  fois  l'ensemble  des  lacets  a% 
et  6r2,  et  ainsi  de  suite. 

Si  p  est  impair,  en  ajoutant  à  l'expression  (2)  —  2A|  4-  2 A,, 
on  la  mettra  sous  la  forme 

(4)  2/W|W|-4-. . .-+- 2mj|.-iW(jt_|-i- 2A|. 

Nous  avons  donc  représenté  par  (3)  et  (4)  toutes  les  déter- 
minations possibles  de  F  intégrale  pour  un  chemin  partant 
de  Xq  et  y  revenant.  On  donne  aux  quantités  2(0  le  nom  de  pé- 
riodes de  Cintégrale  hyperelliptique. 

Il  est  important  de  remarquer  que  ces  périodes  ne  dépendent 
pas  du  choix  du  point  x^.  Ainsi,  par  exemple,  la  période 

2  Al  —  aAj 

n'est  autre  chose  que  l'intégrale  prise  le  long  d'un  contour  con- 
tenant à  son  intérieur  les  deux  points  a^  et  «a,  contour  que  l'on 
peut  déformer  d'une  manière  continue  sans  changer  la  valeur  du 
résultat  de  l'intégration. 

4.  Considérons  maintenant  un  chemin  particulier  c  allant  de  x^ 
en  x\  soit  I  la  valeur  de  l'intégrale  pour  ce  chemin,  la  valeur 
initiale  pour  le  radical  étant  toujours  j^q.  Comme  nous  l'avons  déjà 
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dîl,  tout  chemin  L  allant  de  Xq  en  x  se  ramène  à  un  chemin  C 
revenant  à  x^,  suivi  du  chemin  c.  Si  C  équivaut  à  un  nombre  pair 
de  lacets,  la  valeur  de  l'intégrale  sur  L  sera  de  la  forme 

■2 mj  Wi  -h  2 //ij  w j -I- ... -4-  '2 /?i,x-i  W{x-!  -V-  I. 
Si  G  équivaut  à  un  nombre  impair  de  lacets,  on  aura 

amitOi  H-.  .  .-h  2/7ljx-lWjx_i  -h  2  Al  —  ', 

car,  quand  on  reviendra  en  Xq  après  avoir  décrit  C,  on  aura  pour 
le  radical  la  détermination  — y^  et,  par  suite,  le  chemin  c,  qu'il 
reste  à  décrire,  donnera  —  I. 

On  peut  dire  que  V intégrale  (i)  a,  au  point  x,  deux  déter- 
minations de  types  distincts 

I     Cl     lA  —  I; 

les  autres  déterminations  s^ obtiennent  en  ajoutant  à  celles-ci 
des  sommes  de  multiples  des  périodes  2  to. 

La  notion  de  la  périodicité  des  intéj^ralcs,  rapidement  indiquée 
parCauchy,  a  été  particulièrement  approfondie  par  Puiseux  dans 
son  .Mémoire  sur  les  fonctions  algébriques  (Journal  de  Mathéma- 
tiques y  i85o). 


II.  —  Des  intégrales  de  première  'espèce  :  réduction  du  nombre 
des  périodes.  Intégrale  elliptique. 

5.   Parmi  les  intégrales  de  la  forme 


/ 


"  /(T)d.r 
\/\\ijr) 


oii/(x)  est  un  polynôme,  on  désigne  sous  le  nom  d^  intégra  les  de 
jyremière  espèce  celles  qui  restent  finies  quand  x  augmente  indé- 
finiment. Ces  intégrales  restent  donc  fînies  pour  toute  valeur  finie 
ou  infinie  de  la  variable  {voir  t.  1,  p.  54). 

Quand  le  degré  ;jl  de  i\(x)  est  impair,  soit  u  =  'ip  -f-  i,  l'in- 
tégrale sera  de  première  espèce  si  le  degré  de  /(x)  est  au  plus 
égal  ii  p  —  1.  Il  j  a  />  intégrales  de  première  espèce  linéairement 
indépendantes. 

Quand  [x  est  pair  et  égal  à  2p,  le  degré  de  /{x)  ne  doit  pas 
P.  -  II.  i5 
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dépasser  p  —  2  et  il  y  a  alors  p  —  i  intégrales  de  première  espèce 
linéairement  indépendantes. 

Évaluons  le  nombre  des  périodes  de  l'intégrale.  Pour  pi  =  a/>  +  i , 
il  y  aura  ip  périodes  et  Ton  ne  peut  pas,  du  moins  en  général,  faire 
subir  de  réduction  à  ce  nombre. 

l^our  [x=  2/>,  nous  trouvons,  en  appliquant  la  théorie  du  pa> 
ragraphe  précédent,  un  nombre  de  périodes  égal  à  2/?  —  i,  mais 
une  réduction  immédiate  se  présente,  qui  va  diminuer  ce  nombre 
d'une  unité.  Envisageons,  en  eflet,  l'ensemble  des  lacets  autour  du 
point  Xq  :  l'intégrale  prise  le  long  de  ces  lacets  sera  nulle.  En  eflet,  le 
point  à  l'infini  est  un  point  ordinaire  j)Our  l'intégrale  ;  Tintégrale 
prise  le  long  des  lacets  a  donc  la  même  valeur  que  si  elle  est  prise  le 
long  d'un  cercle  de  très  grand  rayon  et  est,  par  conséquent,  nulle. 
On  a  donc,  les  lacets  se  suivant  dans  l'ordre  1 ,  2,  . . .,  |ji, 

A|  --  Aj-f-  A3  — . . .  —  A{ji.=  o, 
qui  peut  s'écrire  sous  la  forme 

tO|  —  Wj -f- .  .  . -h-  W|j|._i  =  o. 

On  voit  donc  que  l'une  des  périodes  C0|4_|,  par  exemple,  est  une 
combinaison  linéaire  à  coefficients  entiers  de  (0|,  (i>2,  .. .,  (0|ju.2- 

6.  Faisons  maintenant  une  remarque  importante  sur  la  ré- 
duction du  nombre  des  périodes.  Les  périodes  seront  dites  dis- 
tinctes s'il  n'existe  entre  elles  aucune  relation  homogène  et  linéaire 
à  coefficients  entiers;  il  peut  arriver  qu'entre  les  périodes  trouvées 
co  existe  une  ou  plusieurs  relations  de  cette  nature. 

Soient 

les  périodes  que  nous  venons  de  trouver;  on  suppose  que  l'on  ail 
les  relations,  en  nonïbrc  X, 

</,tu,-h  giOii-^.  ,.-r-  q„ti}„  =  o, 


/*!  a>i  -i-   /'j  Wj  -h  ...  -H    Pfi  tùn 


les  m,  q^  r  étant  entiers.  De  plus  ces  relations  peuvent  être  sup- 
posées algébriquement  distinctes,  c'est-à-dire  que  Ton  peut  en  tirer 
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les  valeurs  de  A  des  quantités  co  en  fonction  des  autres.  Ceci  re- 
vient à  partir  de  l'hypothèse  que 

/  w,„^,  =     a}  wi    -f- . .  .  -4-  il},,  10, „        1 
(5)  (ni  =  n-l), 

(     w«  =  [!?-"'  wi  -+-...  -r-  {^;;r'"  w,„  ) 

les  jx  étant  rationnels. 

Tonte  période  est  de  la  forme 

il  =  Ml  wi  -4-  M,a>j-+-. .  .-4-  M«a)rt, 

les  M  étant  entiers,  et,  en  remplaçant  i»im-^^y  •  ••?  ^n  par  leurs  va- 
leurs (5),  on  aura  une  expression  homogène  et  linéaire  en  to,, 
coa,  . . .,  (ÙM  à  coefficients  rationnels.  Aucun  de  ces  coefficients  ne 
peut  s'approcher,  quelque  choix,  qu'on  fasse  des  enliers  M,  autant 
que  l'on  veut  de  zéro  sans  devenir  rigoureusement  nul,  puisque 
les  [JL  sont  rationnels.  Ces  coefficients  ont  donc,  en  dehors  de  zéro, 
un  minimum  pour  leurs  valeurs  absolues. 
La  période  û  étant  écrite  sous  la  forme 

//l  (0,  -4-  /?ï  (Oi  -h .  .  .  -H  p„t  iû„i, 

et  X  désignant  un  des  nombres  i,  2,  ...,  m,  considérons  toutes 
les  périodes  Û  pour  lesquelles 

«  <  pi=i, 
o^'/>p<i        si        p<X, 

o  =  /?p  si        p>X. 

11  y  a  manifestement  de  telles  périodes,  puisqu'il  suffit  de 
prendre  û  =  (ox.  Parmi  toutes  ces  périodes  qui,  d'après  la  re- 
marque faite,  sont  en  nombre  limité,  il  y  en  a  une  pour  laquelle 
Je  coefficient />x  a  la  valeur  minima.  Désignons  par /?j^*,  ...,  /?^^  les 
valeurs  des  coefficients/?  correspondants. 

En  faisant  successivement  X  =  i,  2,  . . .,  m  nous  aurons  les  pé- 
riodes 

ûi=/>}w,, 

U,  =  /?Î(U|  -^ pliai. 


et  ces  relations  permettent  d'exprimer  les  co  en  fonction  des  û. 
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Toute   période   peut  s'exprimer  en   fonction   linéaire    de   Û|, 
Û2,  . . .,  Û/n  :  nous  allons  montrer  que  les  coefficients  sont  entiers. 

Soit 

une  période,  les  P  étant  rationnels. 
On  peut  écrire  P/»  sous  la  forme 

1>      w      n'"  -t-  P' 

•  m  —  ^/;i  Pm  ^^  ^  tnt 

V/n  étant  un  entier  et  V„^  étant  positif  et  inférieur  à  p^^. 
On  pourra  ensuite  déterminer  un  entier  ^^m^i  tel  que 

•  m    1  =  ^m—\  Pm  -i  ~^  ^* nt  Pm-l  "^  '  //i  -l  » 

P'„^_^  étant  positif  et  inférieur  à  p^^Z\' 

On  continuera  ainsi,  et  la  dernière  égalité  sera 

Ht  -  V,  />j  -^  v,/>î  -+-...-<-  v,„ p'c  -4-  p; , 

avec  o2  P',  <^)p!i  les  v  étant  tous  des  entiers  positifs  ou  négatifs. 
La  période  Ù  est  alors  de  la  forme 

Or  les  m  premiers  termes  étant  des  périodes,  il  en  résulte  que 

(  6  ;  p;  ru,  ^  I*'î  w,  -f-  . .  .  -r-  P'„,  (o,„ 

est  une  période.  Mais  nous  avons 

o.p\  :p\,      o  j>;  :pi o<p;„<^;s. 

Dans  ces  conditions,  l'expression  (6)  ne  peut  être  une  période 
que  si  les  P'  sont  tous  nuls  :  cela  résulte  de  la  définition  même  des 
quantités/?],  pU  •  .,  p",',-  '^'^  effet,  si  1^„,  n'était  pas  nul,  pour 
que  Texpression  (6)  fiU  une  période,  il  devrait  être  au  moins  égal 
à  /?^î  ;  or  il  est  inférieur  à  />JJ|,  donc  P'^,^^  o  ;  et  de  proche  en  proche 
on  démontre  pareillement  que  tous  les  P'  sont  nuls.  On  a  donc 
finalement 

les  vêtant  des  entiers.  Remarquons  encore  qu'entre  û,,  Q^,  ...,U|„ 
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il  n'existera  pas  de  relation  homogène  et  linéaire  à  coefficienls 
entiers,  car  on  aurait  dans  ce  cas  une  telle  relation  entre  co,, 
<«)3,  ...,  lôm  et  nous  n'aurions  pas  fait  usage  de  toutes  les  relations 
entre  les  co. 

Nous  arrivons  donc  en  résumé  au  théorème  suivant  (*)  : 

On  peut  déterminer  m  périodes  distinctes  û,,  Û2,  .  .  .,  Ûmj 
dont  toutes  les  autres  sont  des  sommes  de  multiples,  de  telle 
sorte  que  toute  période  û  est  de  Informe  (7). 

7.  Revenons  à  l'intégrale  de  première  espèce 


-f 

^'U 


^  f(x)  dx 


R(ir)  élant,  pour  fixer  les  idées,  de  degré  jjl  =  2/?  4-1  e\.f{x)  étant 
alors  de  degré  p  —  i .  Nous  avons  trouvé  2/?  périodes  pour  cette  in- 
tégrale. Nous  démontrerons  plus  tard  que,  si  le  polynôme  f{x)  de 
degré  p  —  i  est  pris  arbitrairement,  les  ip  périodes  sont  distinctes. 
Dans  certains  cas  particuliers,  les  périodes  distinctes  peuvent  être 
en  nombre  moindre,  mais  nous  allons  établir  qu'//  doit  y  avoir 
au  moins  deux  périodes  distinctes. 

Supposons,  en  effet,  que  l'intégrale  u  n'ait  qu'wne  période  co. 
Pour  chaque  point  x^  cette  intégrale  aura  les  deux  systèmes  de  va 
leurs  (§  \) 

u  4-  Xu),   ■  2  Al  • —  M  -h  (JLIO, 

Â  et  [X  élant  deux  entiers. 

Si  donc  on  considère  la  fonction  de  x 

g    (1)    _i-  e  «  , 

cette  fonction  sera  uniforme  :  l'addition  à  w  de  multiples  de  co  et 
la  substitution  à  £/  de  2  A|  —  u  ne  changent  pas,  en  effet,  la  valeur 


(*)  Le  mode  de  démonstration  que  nous  venons  de  suivre  a  été  employé 
par  M.  Weierstrass  pour  établir  un  théorème  plus  général;  voir  Monalsberichte, 
1875  {Neuer  Beweis  eines  Haupsaizes  der  Théorie  der  periodischen  Functio- 
nen  von  mehreren  Verànd lichen).  On  pourra  aussi  consulter,  sur  des  questions 
analogues,  un  article  de  M.  Kroneckcr  dans  les  Sitzungsberichte  der  Berliner 
Akademie  (i884). 
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de  certe  expression.  D^aulre  part,  h  reste  iinie  pour  toale  valeur 
finie  ou  infinie  de  :r;  la  fonction  précédente  est  donc  partout  ho- 
lomorphe  même  à  finfini,  elle  se  réduit  donc  à  une  constante  d^a- 
prrs  le  théorème  de  Liouville.  Mais  ce  résultat  est  manifestement 
ahsurde;  l'expression  précédente  est  une  fonction  rationnelle  de 


e  ^  , 


qui  ne  peut  être  constante  que  si  u  est  lui-même  constant.  //  est 
donc  impossible  d^ admettre  que  u  n'ait  quune  période. 

8.  H  est  facile  d'indiquer  un  exemple  Irrs  simple  d'intégrale  de 
première  espèce  où  une  réduction  se  produit  dans  le  nombre  des 
périodes.  Prenons  pour  R(a:)  le  polynôme  du  sixième  degré  pair 

Les  deux  intégrales  de  première  espèce 
dx  r  xdjt 


/'     dr  /'  X  dx 


se  ramenant,  en  prenant  x^  pour  variable,  à  des  intégrales  ellip- 
tiques, n'ont  que  deux  périodes. 

D'une  manière  générale,  on  peut  ramener  une  intégrale  où  fi- 
gure rationnellement  la  racine  carrée  d'un  polynôme  du  sixième 
degré  à  une  intégrale  de  même  nature  où  le  polynôme  est  du  cin- 
quième degré;  soit  par  exemple  le  radical 


/(  .r  —  ^/ ,  ) (  X —  ai){x  -  -  a-i). .  .{X  —  rij  i. 
En  posant 

x-a,:.—^  r?-— ^ a^: ^^-^^ 1, 

on  cl  le  radical  portant  sur  un  polynôme  du  cinquième  degré 


en  écrivant 


(  <-/,  —  nOifTi —  a^) 
ui\    -a^)(aj — «3) 
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or,  si  le  polynôme  du  sixième  degré  ne  renferme  que  des  puis- 
sances paires  de  la  variable,  on  aura 

at  =  —  aj,        U'^  —  — ^3,        «fi  —  —  ^j, 

et  l'on  voit  que  dans  ce  cas 

c  =  ah. 

On  est  donc  conduit  à  ce  résultat  indiqué  autrefois  par  Jacobi 
{Journal  de  C  relie,  t.  8)  que  deux  intégrales  de  première 
espèce,  relatives  au  radical  portant  sur  un  polynôme  du  cin- 
quièmc  degré, 

/a:(i— ar)(i  —  aa?)(i  —  bx){\  —  abx)^ 

a  et  b  étant  deux  constantes  arbitraires,  ont  seulement  deux 
périodes  (»). 

Indiquons  un  second  exemple  de  réduction  donné  par  M.  Iler- 
mite  {Annales  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles,  1876). 
Si  Ton  pose 

a  et  6  étant  deux  constantes  quelconques,  on  aura,  comme  le 
montre  un  calcul  facile, 

/ds      _  \    r  dx 

/R(7)  ""  V    yj{iax  —  b){x'''  —  a) 
en  posant 

45=»—  3rt3 

X  = • 

a 
On  aura  aussi 

dy 


Zay 


(')  On  trouvera  quelques  théorèmes  généraux  relatifs  à  la  réduclion  du  nombre 
des  périodes  dans  les  Mémoires  suivants  : 

E.  PicAKD,  Sur  la  réduction  du  nombre  des  périodes  des  intégrales  abé- 
tiennes  {Bulletin  de  la  Société  mathématique,  t.  X;  i883). 

H.  Poing ARB,  Sur  la  réduction  des  intégrales abéliennes  {Bulletin  de  la  So- 
ciété mathématique,  t.  XII;  i884)- 

S.  KowALKBKi,  Ueber  die  Réduction  einer  bestimmten  Klasse  abelscher  Inté- 
grale auf  elliptische  Intégrale  {Acta  mathematicat  t.  IV;  1884  ). 

GouRSAT,  Sur  la  réduction  des  intégrales  hyper  elliptiques  {Bulletin  de  la 
Société  mathématique,  t.  XIII,  i885). 
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en  posant 

11  en  résulte  que  les  deux  intégrales 

/'     dz  r    zdz 

J  /HTTi     "^^    J  v^kTT) 

n^ont  que  deux  périodes. 

9.  L'applicalion  à  l'intégrale  elliptique  du  ihéorème  démontré 
au  n""?  est  particulièrement  intéressante.  Soit  Tinlégrale  elliptique 
de  première  espèce 

J    \'  (  .r  —  n  ){ .r        h  \K.r  —  r  ){x  —  d) 

a^  6,  c,  d  étant  quatre  quantités  distinctes.  Nous  venons  de  voir 
que  les  deux  périodes  de  celle  intégrale  étaient  distinctes.  On 
])eul  aller  plus  loin  et  nionlrer  (|ueleur  rapport  est  nécessairement 
imaginaire.  Si  ce  rapport  était  réel,  il  sérail  incommensurable.  Or 
à  la  place  de  a  mêlions  Tindélerminée  z\  le  rapport  des  périodes 
de  l'intégrale 


/■ 


dx 


\\  J-  -   Z){.r  —  ù  )(  .r  —  c){j:  —  d) 


sera  une  fonction  lioloniorplie  ^{z)  de^  dans  le  voisinage  de  z=.ai 
los  deux  périodes  «-«(B  —  D),  2(C  —  D)  seront,  en  effet,  fonctions 
liolomorplies  de  :;  puisque  les  inlégralcs  lî,  C,  D,  correspondant 
aux  lacets  qui  aboulissenl  aux  racines  b^  c,  rf,  sont  elles-mêmes 
holomorphcs,  leurs  élémenls  jouissant  manifesleraent  de  celte 
propriété.  Nous  supposons  que  pour  :;  =  a,  'f  (5)  se  réduise  à  un 
nombre  réel  a;  or  Téqualion 

si  Ton  prend  \x'  suffisamment  voisin  de  [jl,  a  au  moins  une  racine 
voisine  de  a  (*).  Mais  nous  pouvons  prendre  pour  [x'  une  quantité 


(')  Nous  nous  appuyons  iri  sur  le  Ihéorômc  fondanicnlal  relatif  à  la  conti- 
nuité des  racines  d'une  équation,  théorème  qui  sera  démontré  au  chapitre  sui- 
vant. 


12<iTÉGRALKS    DE    FONCTIONS    NON    LNIFORMES.  2^3 

réelle  commensurable  aussi  rapprochée  qu'on  voudra  de  \l  et  nous 
aurons  alors  une  valeur  de  :;  correspondante  très  voisine  de  a  et, 
par  conséquent,  distincte  de  i,  c,  rf;  nous  serions  donc  ramené  au 
cas  dont  nous  avons  démonlré  l'impossibilité  (par.  7).  Nous  avons 
ainsi  démontré  le  théorème  suivant  qui  est  fort  important  (*)  : 

Le  rapport  des  deux  périodes  de  V intégrale  elliptique  (8) 
est  imaginaire j  les  quatre  racines  a,  b^  c,  d  étant  distinctes, 

10.  Arrêtons  nous  un  moment  sur  la  forme  canonique,  dont 
ont  fait  usage  Abel  et  Jacobi,  pour  l'intégrale  elliptique  de  pre- 
mière espèce, 


f 


/(l  — X*)(l  —  A^T^) 


et  considérons  le  cas,  particulièrement  intéressant  pour  les  appli- 
cations^ où  A*  est  une  constante  positive  inférieure  à  l'unité. 

Nous  avons  dans  ce  cas  les  quatre  points  critiques  i,  t»  —  i, 

—  T-  Le  premier  lacet  sera  relatif  au  point  i  et  sera  obtenu  en 

joignant  Torigine  à  ce  point  par  une  droite;  le  second  lacet  sera 

obtenu  enjoignant  l'origine  au  point  j  par  un  segment  de  droite, 

en  évitant  seulement  le  point  i  par  un  demi-cercle  infiniment  petit 
situé  au-dessus  de  l'axe  des  quantités  réelles. 

Les  troisième  et  quatrième  lacets  seront  respectivement  les 
symétriques  des  deux  premiers  par  rapport  à  Torigine.  On  va 
supposer  qu'on  parte  de  l'origine  avec  la  valeur  -f-  i  pour  le  ra- 
dical, nous  poserons 


-r^') 


Calculons  la  valeur  de  l'intégrale  prise  de  o  à  t»  le  point  i 
étant  évité  comme  il  a  été  dir.  Nous  aurons  d'abord  Ken  allant 


(•)  J'ai  donné,  pour  la  première  f.iis,  la  démonstration   précédente  dans  mon 
Cours  en  18S7. 
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de  o  à  i;  il  faut  voir  ce  que  deviendra  le  radical  quand  a:  va  dé- 
crire le  segment  de  droite  (  i,  y  )•  Si  nous  posons 

œ  allant  de  o  à  i,  nous  pourrons  prendre  6  =  o  et  faire  varier  p 
de  I  à  o;  p  restant  fixe  et  très  petit,  le  point  x  décrira  le  demi- 
cercle  indiqué  autour  du  point  i,  si  l'on  fait  varier  B  de  o  à  — 'n; 
par  suite,  y/i  — x  doit  être  remplacé,  quand  x  sera  plus  grand 
que  un^  par 


^ X  —  I  e     *       ou     —  iyfr'- 
donc,  de  i  à  71  nous  aurons  ^intégrale 


^     •*  dx 


'J. 


\/(x^—i){\  —  k*T*) 


que  nous  désignerons  par  iK.',  la  constante  K'  étant  comme  K 
essentiellement  positive.  De  o  à  t>  nous  avons  donc  Tintégralc 

K-+-rK'. 

Les  deux  autres  lacets  donnent  évidemment  des  quantités  égales  el 
de  signe  contraire.  Par  suite,  en  se  reportant  aux  généralités  re- 
latives aux  périodes  des  intégrales  hyj)erelliptiques,  nous  aurons 

les  deux  périodes 

4K    et     vt/K'. 

H.  Il  est  important  de  calculer  la  valeur  de  l'intégrale 


f 


v/(i  — J^-  )(i  —  AVrM 


Celle   intégrale  n'a  de  sens  bien  déterminé  que  si  l'on   fixe  le 
chemin  suivi;  nous  supposerons  qu'on  suive  l'axe  réel  positif,  en 

évitant  seulement  les  points  i  et  -r  à  l'aide  de  deux  demi-cercles 

infiniment    petits   dccrils   au-dessus   de    Taxe    réel.    Nous    avons 
(l'abord 

(9)  K--/K' 
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pour  le  trajet  de  o  à  -r*   Quand  x  est  supérieur  à  r»  on  voit,  en 
raisonnant  comme  plus  haut,  que  Tëlément  devient 

—  dx 

et  nous  aurons  l'intégrale  cherchée  en  ajoutant  à  l'expression  (9) 

l'intégrale 

_   r- dx_ 

J,       v/(:r'— i)(A«;r*-i/ 
k 

Or  cette  intégrale  se  calcule  de  suite,  en  faisant  le  changement 
de  variable 

y 

et  l'on  voit  immédiatement  que  la  dernière  intégrale  est  égale  à 
—  K.  Nous  avons  donc 

r        dT        _,^, 

J^      V^(i-.rî}(i~X'^«) 
Pîntégrale  étant  prise  dans  les  conditions  indiquées. 


III.  •—  Quelques  théorèmes  généraux  sur  les  approximations. 
Théorème  de  Jacobi  sur  l'impossibilité  d'une  fonction  uniforme 
à  trois  périodes. . 

12.  Nous  avons  parlé  dans  la  Section  précédente  de  la  réduc- 
tion du  nombre  des  périodes;  au  même  ordre  d'idées  se  rattache 
l'étude  de  la  résolution  approchée,  au  moyen  de  nombres  entiers  , 
de  certaines  équations  linéaires.  Celte  question  importante  trouve 
des  applications  dans  plusieurs  questions  d'Analyse,  et  doit  son 
origine  au  travail  de  Jacobi  sur  l'impossibilité  d'une  fonction  uni- 
forme d'une  variable  à  trois  périodes  distinctes.  Il  ne  sera  pas 
inutile  de  lui  consacrer  quelques  pages. 

13.  Soient  tout  d'abord  co,  co',  w''  trois  nombres  complexes  tels 
que  l'on  ne  puisse  satisfaire  à  la  relation 
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»vv  vÎon  l'uiiers  réels  m,  m',  m'',  sans  que  ces  entiers  soient  nuls. 
Nui4>  .ilK)u>  établir  que  l'on  peut  trouver  des  entiers  m,  /n',  m' 
Kii  Lou>  luils^  tels  que  Ton  ait 

I  m  M  -H  m'o)'  -f-  m' 10*  |  <  e, 

.  V  laut  une  quantité  positive  donnée  à  Tavance,  aussi  petite  que 
i  c»n  NuuJra. 
Soient 

(I)    .  a  -^  bi\         to'=  a' -h  b'  t\         m'=  a' -¥■  b't. 

Nouji  allons  montrer  qu'on  peut  choisir  les  enliers  m,  /n',  /?i% 
//<>/«  ^>«.«  «wfo,  tels  que 

I  ma  -H  //»'«'-+-  m'a"  \     cl     |  /?i^  -h  m' b' -^  m' b' \ 

soient  inférieurs  à  un  nombre  positif  donné  à  l'avance,  aussi  petit 
i|ut'  Ton  voudra. 

Nous  suivrons  un  mode  de  démonstration,  dont  le  principe  est 
di^  i\  Uirichlol,  et  qui  a  éré  utilisé  parKronecker  dans  des  cîrcon- 
Hlaiicos  très  générales  {voir  l'article  ci  lé  au  §  6  de  ce  Chapitre). 
Soil  /  un  entier  positif  arbitraire;  considérons  la  suite  des 
\t'^  \  I  entiers 

— /-,     —I.     o.     1,     ...,     /î, 

il  donnons  à  m,  m',  m"  des  valeurs  comprises  dans  cette  suite. 
Va\  les  substituant  dans 

ma  -+-  m' a'  -r-  m'a"     cx     m  h  -f-  m' b'  -\-  m'  b'^ 

mui»  aurons  (2/^-+-i)'  systèmes  de  valeurs.  Ces  sjtèmes  des  va- 
leur?»  seront  distincts;  sinon,  pour  deux  systèmes  différents  des 
//*»  soient  u,  a',  a"  et  v,  v',  v",  on  aurait 

ijLfl-h  îi'f?'-^  'x' a'  —  ua  -h  v'rt'-^  v'f?', 

han»  (pie  l'on  ail  à  la  fois  ;jl  rrz  v,  |jl'=  /,  \^"  =^  v".  On  en  conclurait, 
eu  posant 

\L  —  V  —  -,  jjl'  —  •/  —  r'.  «jl"  —  v"  =  T*. 

le*»  ri'lalious  impossibles 
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Ceci  posé,  considérons  le  rectangle  ayant  dans  un  plan,  où  sont 
tracés  deux  axes  rectangulaires  Oj;  et  Oy,  son  centre  à  l'origine 
et  pour  côtés  respectivement 

2(|a|-+-|a'|-+-|a'|)/*     et     2(\  b\ -\- \  b' \ -\- \b' \)tK 

Nous  partageons  chaque  côté  de  ce  rectangle  en  t^  parties  égales , 
et  nous  obtenons  ainsi  l^  rectangles  partiels.  Tous  les  points  de 
coordonnées 

ma  -+■  m' a -h  m'a'    et     mb  -h  m'b'  -h  m" b" 

sont  situés  dans  le  grand  rectangle.  Or,  nous  avons  (2/-4-i)^ 
points  distincts  de  cette  sorte,  tandis  qu'il  y  a  seulement  l^  rec- 
tangles partiels.  Par  suile,  il  y  a  un  rectangle  partiel  qui  contient 
deux  des  points.  Faisons  alors  les  différences  des  x  et  des  j^  de  ces 
deux  points;  ces  différences  seront  de  la  forme 

pa -h  p' a' -h  p' a" ,        pb -h  p' b' -^  p"  b" , 
p^  p\  p"  n'étant  pas  nuls  à  la  fois.  On  aura  donc 

'1 .  I  rt  I  -h  I  a'  I  -^  I  a'  I  )  /^        2  (I  a  I  -h  !  a'  I  H-  !  a'  I  ) 


I />a -f- />  a  -+-  p  ar\  < 
\pb-r-p'b'  -\-p''b''\< 


t^  t 

2(|6|-H|6'|-f-|6-|)/^    _;{\b\^\b'\-^\b''\) 

t^  t 


Or  t  est  un  entier  aussi  grand  que  Ton  veut,  et  le  théorème  est 
par  suite  établi. 

14.  Jacobi  a  déduit  du  tbéorème  précédent  qu'une  fonction 
uniforme  ne  pouvait  avoir  plus  de  deux  périodes  distinctes.  Sup- 
posons en  effet  qu'une  fonction  uniforme /(5)  n'ayant  dans  tout 
le  plan  que  des  pôles,  le  seul  point  à  l'infini  étant  un  point  sin- 
gulier essentiel,  ait  trois  périodes  distinctes 

On  aura,  quels  que  soient  les  entiers  m,  ni\  ni"^ 

/(z  -h  mtù  -^  m' oj'  -h  m' lo" )  =  /{z ). 

Or,  considérons  un  point  déterminé,  d'ailleurs  quelconque,  Zo 
du  plan  et  soit 
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L'équation 

admet  la  racine  Zq^  et  Ton  peut  tracer  une  circonférence  C  de 
centre  Zq^  telle  que  l'équation  précédente  admette  dans  ce  cercle 
la  seule  racine  Zq]  ceci  est  une  conséquence  de  ce  que  réquation 

peut  s'écrire 

/(-)— /(2o)  =  o 
ou 

la  fonction  ^(5)  holomorphe  autour  de  Zq  étant  différente  de  zéro 
pour  z  =  Zo, 

Faisons  maintenant  intervenir  la  condition  que  /{z)  admel  les 
trois  périodes  indiquées.  On  pourra  choisir  les  m  de  telle  sorte 
que 

-3o-4-  ffno  -^  m'io'-h  //l'oi' 

soit  aussi  rapproché  que  l'on  voudra  de  Zq^  sans  coïncider  avec  lui. 

L'équation 

Az)  =  a 

aurait  donc  une  infinité  de  racines  dans  le  voisinage  de  x;©,  ce  qui 
ne  peut  être.  Celte  conlradiclion  démontre  le  théorème. 

15.  Le  théorème  du  n°  13  peut  être  généralisé.  Soit  un  tableau 
(le  nombres  réels 

f^\,     f*i ^*/Mi, 


/i,      /„      ...,     A 


t/M-l» 


OÙ  il  y  a  2/>  -f-  ï  colonnes,  et  j.p  lignes.  On  suppose  qu'il  ne  soit 
pas  possible  de  satisfaire  aux  '2p  équations 


//Ij  /j  -r-  //Il  /,  -r-  .  .  .  -f  fflip^i  IxjM-l   =  O 


par  des  entiers  m  qui  ne  soionl  pas  tous  nuls.  Nous  allons  montrer 
qu'on   peut  choisir  les  entiers  nt  de  manière  que  les  premiers 
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membres   des  équations   précédentes   soient  en   valeur    absolue 
moindres  qu'un  nombre  donné,  si  petit  qu'il  soit  (*). 

On  peut  reprendre  le  mode  de  démonstration  du  paragraphe  13. 
Donnons  aux  m  les  valeurs 

—  /*/*,     ...,     o,     I,     '2,     ...,     t^P        (/ entier  positif) 

en  nombre  a/^/'-j-i.  Nous  aurons  ainsi  des  systèmes  d'expres- 
sions 


en  nombre 

Ces  systèmes  seront  distincts,  car  autrement,  pour  certaines  va- 
leurs de  m,  les  expressions  seraient  nulles  à  la  fois.  Partageons 
maintenant  les  2/>  intervalles 

O)     ,     .., 

en  /2^*  parties  égales.  On  aura  dans  l'espace  à  2/>  dimensions  un 
grand  y?5e</é/o-paralIélépipède  dont  les  2p  dimensions  $eront  les 
intervalles  (I)  dans  le  sens  de  chaque  axe  de  coordonnées,  le 
centre  de  parallélépipède  étant  à  l'origine.  Après  la  division,  on 
aura  partagé  le  parallélépipède  en 

/l/*(ly>-f-l) 

parallélépipèdes  élémentaires.  Ce  nombre  est  moindre  que  le 
nombre 

('2/*/'-+-  l)*'*^* 

des  systèmes  d'expressions  écrits  plus  haut.  Deux  points  de 
l'espace  à  2p  dimensions  correspondant  à  deux  systèmes  d'expres- 


(»  )  Ce  théorème  a  été  démontré  pour  la  première  fois  par  M.  Hermite  dans  sa 
qnatrième  lettre  à  Jacobi  Sur  différents  objets  de  la  théorie  des  nombres 
(Opuêcula  Mathematica  de  Jacobi,  t.  II  et  Journal  de  Crelle,  t.  40).  M.  lier- 
mile  utilisait,  dans  sa  démonstration,  ses  théorèmes  généraux  sur  la  réduction 
arithmétique  des  formes  quadratiques  définies. 
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sions  seront  dans  le  parallélépipède  élémenlaîre.  On  en  concliil 
que,  pour  certaines  valeurs  des  euliers  p.  (non  toutes  nulles), 
on  a 

I  ÎXirt,-f-  tJLjrtj-1-...^  ii^f^iaif,^x  .  <  ^ ! » 

* ••.....  •  •, 

I  ;-^i  'i  -!-  ;xx /j  -f- . . .  -^  '^i/p-hi  '«/>-hi  I    ^^ • 

Donc^  tétant  aussi  grand  qu'on  voudra,  on  en  conclut  le  théorème 
énoncé. 

De  ce  ihéoréme  peut  se  conclure  facilement  qu'i7  ne  peut 
exister  de  fonction  uni/orme  de  p  variables  ayant  plus  de  ^p 
périodes  simultanées,  proposition  (*)qui  généralise  celle  de  Jacobi, 
mais  nous  ne  pouvons  pour  le  moment  insister  sur  ce  point,  qui 
concerne  la  théorie  des  fonctions  de  plusieurs  variables. 

16.  Le  mode  de  démonstration  dont  nous  venons  de  faire  usage 
peut  être  utilisé  dans  diverses  questions  d'approximation  numé- 
rique. Donnons-en  encore  un  exemple  intéressant,  quoiquMl  ne  se 
rattache  pas  directement  à  Tobjet  de  ce  Chapitre. 

Soit  d'abord  a  un  nombre  positif  incommensurable.  Considérons 
rexpression 

•2*  —  ay 

où  nous  donnons  à  v  successivement  les  valeurs  entières 
<>.      I,     :>.     ....     /        (/ entier  positil  I. 

On  peut  évidemment  clioisir,  pour  une  valeur  donnée  de  r, 
rentier  x  de  telle  sorte  que  Ton  ait 

<>  :  '•  —  *iy  :  i- 

Or,  partageons  rinlervalle  (u,  i)en  /  parties  égales;  nous  obte- 
nons ainsi  t  intervalles  partiels.  Les  t  -f-  i  valeurs  trouvées  pour 
X  —  (ly  srront  donc  telles  <pril  y  en  aura  deux  dans  l'un  de  ces 


(')  Celle  proposition  u  êié  indiquée  par  M.  Hermite  dans  une  des  lettres  à 
Jacuhi  cilccs  plus  haut. 
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intervalles  partiels.  La  différence  de  ces  deux  valeurs,  soit  m  —  a/i, 
sera  donc  moindre  en  valeur  absolue  que  --• 

On  a  donc  des  entiers  m  et  /?,  non  nuls  tous  deux,  tels  que 


\in  —  an\<  y 


On  a  d^ailleurs  n  <C  t,  par  suite 


m 

a 

n 


c^est  le  résultat  auquel  conduit  la  théorie  des  fractions  continues. 
Ces  considérations  sont  susceptibles  de  généralisation.  Soient  a 
et  b  deux  nombres  qui  ne  sont  pas  tous  deux  commensurables. 
Donnons  à  l'entier  positif  >?  successivement  les  valeurs 

o,     1,     2,     ...,     t^         (^  entier  positif ), 

et  associons-lui  les  entiers  x  ely  tels  que 

<)  <  a: —  a^  <  I, 

On  obtient  ainsi  «'--+-i  systèmes  de  valeurs  x  —  az  et  y — bz. 
Marquons  sur  plan  aux  axes  Oi,  Otj  les  points  de  coordonnées 

^=x  —  az,         r,=y  —  bz. 

Si  nous  partageons  les  intervalles  (o,  i)  sur  Taxe  des  ç  et  sur 
Taxe  de  r^  en  /  parties  égales,  le  carré  construit  sur  ces  deux  lon- 
gueurs se  trouve  partagé  en  t'^  carrés  partiels.  On  aura  donc  deux 
points  (i,  7i)  dans  un  même  carré.  On  peut  donc  trouver  des  va- 
leurs entières  u,  v,  m  telles  que 

I  \L  —  am  !  <  ;  > 
\t  —bm\<  j; 
en  y  joignant  l'inégalité  m  <C  ^^,  on  voit  que  Ton  aura 

ff^  I        ni  v/m 

V  <  I 

^i  1       m  \/m 

P.  -  IL  ifi 
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Ainsi  étant  donnés  deux  nombres  a  et  6,  on  peut  les  représenter 
par  deux  fractions  ^  et  ^  de  même  dénominateur  m.  Terreur 
étant  moindre  que 


m  v///i 

Si  au  lieu  de  deux  nombres  on  avait  A-tiombres 

ai,    flj,     ...,    aA, 

on  pourrait  les  représenter  par  les  fractions  de  même  dénomina- 
teur 

—  i        >        •  •  •>        > 

m        m  m 


Terreur  étant  moindre  que 


kf— 
m  y  m 


On  le  voit,  par  un  raisonnement  analogue,  qu4i  est  inutile  de 
développer. 

Ces  résultais  ont  été  obtenus  par  M.  Hermile  dans  les  lettres  à 
Jacobi  déjà  citées,  au  moyen  d'une  analyse,  d'ailleurs  tout  autre, 
se  rattachant  à  la  théorie  arithmétique  des  formes  quadratiques. 

§  IV.  Exemple  de  fonction  non  uniforme  représentée  par  des  inté- 
grales. Série  hypergéométrique.  Rapport  des  périodes  de  l'inté- 
grale elliptique  comme  fonction  du  module. 

17.  Nous  allons  nous  arrêter  sur  un  exemple  très  intéressant  de 
fonction  non  uniforme  représentée  par  une  intégrale  définie.  En 
posant 

(p (  M  )  =  tt«  (  M  — -  I  )*(  M  —  .r  )>'. 

nous  considérons  les  intégrales  définies 

Uo  =  /    ç>(w)  du, 

U,  =  r  o{u)du, 
U«  =  /      o{u)du, 
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I/o  désigne  une  conslanle  dislincte  de  o  et  i .  Pour  une  valeur 
déterminée  de  x,  ces  intégrales  ont  un  sens  parfaitement  déter- 

Kig.  25. 


miné,  si  l'on  a  fixé  le  chemin  allanr  de  Uo  a"x  points  o,  i  et  oo,  et 
si,  bien  entendu,  on  a 

a>  —  I,         ^>  —  I,         a  -h  b-hA  <  —  i. 

Marquons  sur  le  plan  des  u  le  point  Uq  et  les  points  o,    i,  a: 
i/ig'  25)  et  traçons  les  lignes 

UqO,       UqX,       UqÎ,       lloOC, 

ces  lignes  se  suivant  autour  de  Uq  dans  Tordre  qui  vient  d'être 
indiqué.  Introduisons  encore  l'intégrale 


U,=  /      o{u)du         (X>  — i). 


Les  U  peuvent  être  considérés  comme  des  fonctions  de  x  :  les 
différences 

a>,=:Ux-U, 

sont  donc  des  fonctions  de  x.  Ce  sont  ces  fonctions  de  x  que 
nous  voulons  étudier;  elles  ont  été  envisagées  par  Gauss  dans 
un  Mémoire  célèbre  (*),  et  nous  aurons  à  revenir  sur  l'équation 
différentielle  linéaire  du  second  ordre  à  laquelle  elles  satisfont. 
Nous  voulons  les  regarder  en  ce  moment  comme  des  fondions 


(  1  )  Gauss,  Œuvres  complètes,  i.  III. 
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non  uni/ormes  de  x,  et  chercher  quelle  esl  la  nalure  de  lenrs 
détermi nations  multiples  (*). 

18.  Tout  d'abord,  considérons  dans  le  plan  les  lignes  u^Oj  u^i^ 
UqOO  comme  des  coupures,  c'est-à-dire  que  nous  astreignons, 
pour  le  moment,  :c  à  ne  pas  franchir  ces  lignes  :  les  U  sont  alors 
des  fonctions  bien  déterminées  de  x.  On  suppose  que  Ton  ait 
choisi,  une  fois  pour  toutes,  une  détermination  pour 

Wu(«o-i)^(Wo— ar)\ 

et  Ton  n'a  pas  à  changer  celte  détermination  une  fois  choisie^ 
puisque  x  ne  tourne  pas  autour  de  Uq  s'il  ne  franchit  pas  les  cou- 
pures. Ajoutons  encore  que,  quelle  que  soit  la  position  du  point  x, 
la  ligne  UqX  part  toujours  de  Uq  en  étant  comprise  dans  Tangle 
I  UqO]  c'est  moyennant  ces  conditions  que  nous  pouvons  dire  que 
les  U  sont  des  fonctions  uniformes  de  x. 

On  trouve  de  suite  une  relation  entre  les  U  :  en  cQet«  en  inté- 
grant le  long  du  contour  formé  par  les  coupures  considérées 
comme  lignes  doubles,  on  obtient  la  relation 

Les  facteurs  exponentiels  proviennent  des  rotations  sur  des 
cercles  infiniment  petits  décrits  autour  des  points  critiques.  Pour 
le  point  à  Tinfini,  comme  nous  l'avons  déjà  expliqué,  un  tel  cercle 
est  remplacé  par  un  cercle  de  rayon  infiniment  grand. 

Ceci  posé,  nous  voulons  chercher  quelles  relations  il  y  a  entre 
les  valeurs  des  fonctions  w,  et  033  quand  le  point  x  est  d'abord 
sur  le  bord  gauche  de  la  coupure  UqO  et  ensuite  sur  le  bord 
droit  Je  celte  même  coupure.  Désignons  par 

i;,    u;,    u;,    l;,, 


(•)  Celle  recherche  a  élc  faite  d'abord  par  M.  Schlaffli  {Mathemat,  Ann.tlen^ 
t.  III),  et,  dans  sa  rcmarqable  Thèse  {Annales  de  l'École  Normale,  1S81), 
M.  Tioursal  a  fait  l'étude  approfondie  des  relations  qui  existent  ealre  ces  diflé- 
renies  intégrales.  La  méthode  suivie  dans  le  texte  est  celle  que  j'ai  indiquée 
dans  le  Bulletin  des  Sciences  mathématiques  (i883). 
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les  valeurs  de  U  quand  x  est  en  x^  sur  le  bord  droit  de  la  cou- 
pure. On  doit  considérer  que  x  et  x'  sont  deux  points  géométri- 


quement confondus  :  Tun  est  sur  le  bord  gauche,  l'autre  sur  le 
droit  (^fig*  26).  On  aura  évidemment 

le  passage  de  a:  à  j?'  n'a  aucune  influence  sur  la  valeur  de  ces  inlé- 
^ales.  Il  en  est  autrement  pour  Uq  et  UJ,  et  le  point  essentiel  est 
de  trouver  U^  en  fonction  des  U  ;  or  on  y  parvient  de  suite  par  le 
raisonnement  suivant.  On  a 

Uo=Ua.-F(Uo-U^). 

Quand  ar  passe  en  x\  tous  les  éléments  de  l'intégrale  Uo — \^x 
sont  multipliés  par  e"^"^^,  puisque  (m  —  x^  se  trouve  multiplié 
par  e~'^^'^^^  le  point  u  étant  à  Tinlérieur  du  contour  que  décrit  x 
dans  un  sens  supposé  négatif.  On  a  donc 

Ce  point  bien  compris,  il  n'y  a  plus  aucune  difficulté.  L'équa- 
tion (10)  et  l'équation  analogue  relative  aux  U'  nous  donnent  par 
soustraction 

(,  _  eî«/ii)(Uo  --  Uo)  -4-  [e*"'^   -  e«i«-^>'"itj  (Ul;—  Ux)  =  o. 

Les  équations  écrites  nous  permettent  d'avoir  les  U'  en  fonc- 
tion des  U  et,  par  conséquent,  en  posant 

tu',  =  L'^-U'o         cl         co;=li— L',, 

les  valeurs  des  co'  en  fonction  des  co.  On  trouve  ainsi 

(S)  • 
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Mous  pouvons  mainlenant  énoncer  sous  une  forme  un  peu 
différente  le  résultat  que  nous  venons  d^obtenir.  Concevons  que 
Ton  supprime  la  coupure  //qO,  et  que  x^  parlant  d'un  point 
d^ailleurs  arbitraire,  revienne  en  ce  point  après  avoir  tourné  une 
fois  autour  de  o  dans  le  sens  négatif;  (0|  et  (O3  ne  reviennent  pas 
au  point  de  départ  avec  les  mêmes  valeurs,  mais  avec  des  va- 
leurs {!d\  et  (ij^  liées  à  (0|  et  (1)2  par  les  formules  (S|).  On  peut 
dire  qu'ri  une  circulation  autour  du  point  zéro  correspond  la 
substitution  (S|). 

La  même  méthode  nous  donne,  sans  presque  j  rien  changer,  la 
substitution  qui  correspond  à  une  circulation  autour  du  point  un. 
Pour  la  trouver,  nous  supposerons  cette  fois  le  point  x  d'abord 

Fig.  37.     . 


sur  le  bord  droit  de  la  coupure  u^x  et  ensuite  sur  le  bord  gauche 
de  cette  mc*me  coupure  {fi g.  27).  Désignons  par 

i;,   i-.,    u^    u: 

les  valeurs  des  U  quand  x  est  en  x'  sur  le  bord  gauche  de  la  cou- 
pure. Nous  aurons 

et  Ton  a,  en  opérant  comme  ])lns  haut, 

équations  d'oii  nous  tirons 

en  posant 
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La  substitution  S2  correspond  à  une  circulation  autour  du 
point  I. 

19.  Nous  venons  de  voir  comment  se  modifient  coi  et  o>2  quand 
la  variable  x  tourne  autour  du  point  zéro  et  autour  du  point  un. 
Pour  la  substitution  S|  la  circulation  correspond  à  une  circulation 
dans  le  sens  négatif,  et  S2  est  relatif  au  sens  positif.  Les  substi- 
tutions inverses  de  S|  et  Sa  donneront  manifestement  les  nou- 
velles valeurs  de  la  fonction  pour  des  circulations  respectivement 
de  sens  contraires. 

Les  substitutions  (S|)  et  (S2)  permettent  de  trouver  toutes  les 
valeurs  possibles  de  la  fonction.  En  effet,  les  fonctions  (0|  et  (O2 
n^ont  d'autres  points  singuliers  que  les  points  zéro  et  un.  Pour  le 
voir  bien  nettement,  remarquons  que  Uo»  U|,  U«  ont  pour  points 
singuliers  à  distance  finie 

a:  =  o,         X  =  I ,         .r  =  Mq» 

car  si  Ton  considère  tout  autre  point  j?o  et  si  Ton  suppose,  comme 
il  est  permis,  que  les  coupures  ne  passent  pas  par  ce  point,  les 
intégrales  Uq,  Ui,  U«  seront  des  fonctions  holomorphes  de  x  dans 
le  voisinage  de  x^  comme  la  fonction  sous  le  signe  somme 

\jx  s'exprimanl  linéairement  en  fonction  de  Uo,  U|,  U«  aura  les 
mêmes  points  singuliers  :r  =  o,  x  =  i ,  j;  =  Wo-  Revenons  main- 
tenant aux  difTérences  coi  et  (02,  elles  n^admettront  pas  e/o  comme 
point  singulier;  elles  ne  dépendent  pas,  en  efTet,  de  Uq^  puisqu'on 
peut  écrire 

0)1=    /     <p(w)cfw, 
toj=    /      o(u)duj 

ces  intégrales  étant  prises,  suivant  la  détermination  que  l'on  consi- 
dère, le  long  d'un  chemin  ou  d'un  autre  allant  respectivement  de 
o  à  x  et  de  I  à  :r  :  elles  se  trouvent,  par  suite,  définies  indépen- 
damment de  Uo-  Il  n'y  a  donc  pas  de  troisième  point  singulier  à 
distance  finie. 
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Les  fonctions  co,  et  0)2  de  la  variable  x  sont  des  fonctions 
holomorphes  de  x  dans  le  voisinage  de  tout  point,  sauf  pour 
X  =  o,  j;  =  I  et  ar  =  00. 

Il  en  résulte  que  (0|  cl  (02  désignant  un  système  de  délermiDa- 
lions  de  ces  fonctions  en  un  point  arbitraire  x^  on  obtiendra  tons 
les  autres  en  effectuant  sur  o>|  et  0)2  les  substitutions 

S*s3s*'sg'  ..., 

les  a  et  ^  étant  des  entiers  positifs  ou  négatifs  {voir  t.  I,  p.  464i 
pour  les  définitions  relatives  aux  substitutions). 

20.  Parmi  les  différences  dMntégrales  du  type  de  celles  que 
nous  venons  de  considérer,  il  en  est  une  conduisant  à  un  déve- 
loppement en  série  très  remarquable  ;  c'est  la  différence  U,  —  U| 
ou 

Supposons  que  Ton  intègre  de  i  à  30,  en  suivant  la  partie  posi- 
tive de  Taxe  réel  cl  que  |  :r  |  <  i . 

Posons,  pour  avoir  les  notations  de  Gauss, 

Les  inégalités,  supposées  remplies  pour  que  l'intégrale  ait  un 
Hcns,  sont  y  >  ?>  ?  >  o. 

Nous  allons  développer  Tinlégrale/en  série;  on  peut  écrire 

or,  puisque  |  w  |  >>  i  cl  |  x  |  <  i  ^  on  a 


(■-r- 


X  a(a -f- I  ). .  .(a -H/)  —  1)  3^/' 

it  i.x.,.p  ui' 


f  se  trouve  donc  développé  en  série  entière,  et  le  terme  général 
est 

^  ^  -^  xP  f      u-y  P(  il  -  ,)Y-P-i  du. 
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Parlons  de  ridenlité 
^[m-y-/h-i(m  — ,)r-p 

=  (Y  -^P  —  \)u-^-P{u  -  i)Y-M -+-(  —  />—  ?  -h  i)f£--Y-/'-»-»(M  —  l)Y-?-*, 
ce  qui  donne,  en  intégrant, 

Ç    u-y-P(  u  -  I )Y-  ?-i  du  =  ^^-^-L   f*  Il  -y-P+i  ( ,/  - , )Y-p-i  ^a. 

et  enfin 

/*    w-Y   /'(ff  -i)Y-Mû?£^ 

On  en  conclut  que/,  abstraction  faite  du  facteur  constant 

f   u-y(u  —  i)y-?-^du, 
se  réduit  à  la  série 


I  H ir -+-... H ^ '  ^V- ^^ — 'a:P-^ 

i-Y  }.->.. ,p  yiy-^i)"-(y-hp  —  V 

Cette  série  remarquable  est  connue  sous  le  nom  de  série  hyper- 
géométrique.  Si  on  la  considère,  a  priori,  'on  peut  donner  aux 
coDSlanles  a,  p,  y  des  valeurs  quelconques,  exception  faite  seule- 
ment d'un  entier  négatif  pour  y-  Le  cercle  de  convergence  de  la 
série  est  le  cercle  de  rayon  un. 

SI.  Examinons  en  particulier  le  cas  où 

La  signification  de  (0|  et  o>2  est  alors  remarquable  ;  ce  sont  deux 
demi-périodes  distinctes  de  l'intégrale  elliptique 


/; 


du 


^u(u  —  l)(l/  —  X) 

Nous  considérons  ici  ces  périodes  comme  fonctions  de  x.  Les 
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substitutions  S{etS2du§18sont  alors 

On  aura  donc  toutes  Jes  déterminations  possibles  de  co,  et  coj  e^^  ^^ 
combinant  les  substitutions  S|  et  S2  et  leurs  puissances.  Ces  de^  *^" 
terminations  seront  de  la  forme 

//ia)i  —  /KOj, 

m,  n,  /?,  y  désignant  des  entiers,  et  l'on  aura,  comme  pour  l^^-iles 
substitutions  composantes, 

//?</  —  /!/>  =.  I . 

Or  nous  avons  vu  (§  13)  que  le  rapport 

J7  étant  différent  de  zéro  et  a/i,  ne  peut  devenir  égal  à  un  nombK  ^^^^e 
réel  ou,  en  d'autres  termes,  que  le  coefficient  de  «(«=1:^/ — k  '*) 
dans  ce  rapport  garde  un  signe  invariable,  puisqu'il  ne  peut  ps  ^^^P^ 
s'annuler.  Ce  résultat  est  relatif  aux  déterminations  de  co,  et  oj^  ^s 
entendues  telles  que  nous  les  avons  considérées  d'abord  au  §  1^  ^Klo, 
c'est-à-dire  en  supposant  que  x  ne  franchisse  pas  les  coupures  pi»  ^uri- 
mitivement  tracées  dans  le  plan  ;  mais  il  subsiste  quand  on  a  le  ^3"evé 
toute  restriction,  car  alors  le  rapport  précédent  a  pour  valeur 

//ltO|  H-  /itoj 

(  ma  —  np  =  i  ), 

et,  dans  ce  rapport,  le  signe  du  coefficient  de  i  est  le  même  g  ^k— i"^ 
dans  —  • 

(0, 

Eu  résumé,  /e  rapport 
est  une  fonction  analytique  de  x  n'ayant  d^ autre  point  Sm 


(Oj 


i 
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gulier  que  ar  =  o,  x  =  i,  et  x  =  qo.  Quel  que  soit  le  chemin 
suivi  par  la  variable,  le  coefficient  de  i  garde  un  signe  inva- 
riable. 

Ajoutons  encore  que  v  sera  une  fonction  holomorphe  de  x  pour 
toute  valeur  distincte  des  points  critiques,  car,  si  v  devenait  in- 
fini, c^est  qu^on  aurait 

/?tO|  -H  ^a>i=  o, 

et  nous  savons  qu'une  telle  relation  e^t  impossible;  pour  la 
même  raison,  v  ne  peut  s^annuler. 

22.  On  peut  se  servir  de  la  fonction  v(a:)  pour  établir  le 
premier  théorème  que  j'ai  donné  autrefois  sur  les  fonctions 
entières  (*). 

Désignons  d'une  manière  générale  par  G{z)  une  fonction  en- 
tière, c*est-à-dire  une  fonction  holomorphe  dans  tout  le  plan.  Il 
peut  arriver  qu'une  telle  fonction  ne  puisse,  pour  aucune  valeur 
lînie  de  :;,  prendre  une  certaine  valeur  finie  a.  L'expression 
ef^^^-ha,  où  /(z)  est  une  fonction  entière,  ne  devient  jamais 
égale  à  a.  La  circonstance  qui  se  présente  à  l'égard  de  a  peut- 
elle  se  présenter  pour  une  autre  grandeur  6?  Peut-il,  en  d'autres 
termes,  arriver  que  les  équations 

G(z)  =  a,        G(z)  =  ô        (a^b) 

n'aient  pas  de  racines?  Nous  allons  montrer  qu'une  fonction  en- 
tière G(z)  qui  ne  deviendrait  jamais  égale  niàa,  ni  à  b,  serait 
nécessairement  une  constante. 

On  peut  tout  d'abord  supposer  que  a  =  o  et  6  =  i  ;  considérons, 
eu  effet,  la  fonction  ^  /_^',  elle  ne  deviendra,  d'après  nos  hypo- 
thèses, jamais  égale  ni  à  zéro,  ni  à  l'unité.  Nous  allons  donc  rai- 
sonner sur  une  fonction  G (5)  ne  devenant  égale  ni  à  zéro  ni  à  un. 

Posons  X  =zG(z);  la  fonction  v(z)  du  paragraphe  précédent  de 
viendra  une'fonction  de  z  que  nous  allons  étudier.  A  une  valeur 
OTo  de  X  correspondent  une  infinité  de  déterminations  de  v;  choi- 
sissons l'une  d'elles  Vq,  soit,  pour  z=  Zq,  œo=  G(;;o)  -  ladétermi- 

(')  Mémoire  sur  les  fondions  entières  {Annales  de  l'École  Normale,  1880). 


•  .1  îMPITHF    x-!||. 

m 'ion  '!•■»  '.♦  *'onrîi'm 

f^^i  tlor-"-  l.^fmiV  :-.i-iTir  r  r..  ^nnno-aon^  aîi**  z  .I«-rrivp  un  ciiemin 
.liirlp.^nnii**  f\  :.r»rf-,nT  •!»*  z  ■.  »*t  v  Fi'VPnaTif.  .;•  Hi'crit  aior<  <i;ins  s^m 
pinn  un*"' '  -«'iT-l.*^  f.^rrn-^'*  parfnn»  «K*  r,  r-r  rf»^rî)nnt  a  f:»^  point,  l'otir 
o  t^'^i  .,i\  .»»»!î.>  .-niirf^^  -'^  rnTTT»f»ra»r  *-!lp-nfi#*mft.  iiesûirnons  piir  «  .' 
if*  r..ni«'Mr  .•\fi'f',^îir  !»'  ^nin*  rynVUp  iîmitp.  I^  rotirbc  '  .  no  ci>nn- 
|>r«^n'-l  *i  -r.n  inf,'rî.'»îir  ni  !r*  fioin»  Zr^r^  ni  I**  romt  i/n.  D«^iorin«.»ns 
iMi  ••fT-'i  !.i  -mi'Ip*^  C  -rin»?  •'<*<';pr  fit*  !,»  i^irp  nasser  pn  r., :  nous  pou- 
\rin-  !.r  r.'îfiir.»  ,  ,.^  j.ninr  il  '*'5i  •  i.iir  qiiP.  par  ri\s  iièfonmiions 
fifn'inM*^-  1**  *'.  :i-»'t-  :»''!Miron<  i '/  ni  point  -'^  ^.ins  <|ti'i.iîio  ti-|- 
\ov-»->    ■iiw.t\'i    .iiirtin    l'"**   î*ninf<   •■  «'r    i.    îiiiwfiiie,  par  livoMtiièse, 

'i''."',   ]\f'   pr.  ii'î   ;iïm.li<  I''**  \:il»Mir-.    Il   îP-itlIfO  -iP   1 .1    ipJC    M   l'MiCllOri 

/'l'^i  *  I  r'pri'R'îri  ♦•n  z..  <i  -vilpur  initi:*l#*  ■  .,  ipiind  r  r'?vi**iiiira  en 
^,1  -U)^'' "i  :i'..»ir  .l^'*^rîf  It  .•OMr!>'»  <  !.  l)»*  î.i  -p  ••r»nriiit  iiirMi  i«iM.'iiif?ni 
ipir  (  r-Ur  tiHiriiMM  /^^f  iin*^  tonrfion  uni  ft'^rmp  ie  r  «laos  (oui  !<• 
pirin.  ^  ]'»iî-i'î  T<>n^.  -mi  .^ffpt.  .|#»iit  «•li»»inin^  r*»*'^..  z^ùz,  «ilaiii  '}«• 
",  .1  rni  jM-in'  -pT^'Iroîtqitr-  -.  .{ti  pUn.  Soii  •/,  i.i  viienr  <ju  .icipiiert  *^ 
<p];infl  f»n  ^»n»  !'•  ^îi^^rnin  z.^^fZ.:  «^n  •"ontinnanl  -nivaiit  r«/'-^,  un 
r.nn^n^'  h»  vnî«iir  inîliiïp  /...  S:  rnîiin'pTiïïnr  m  rPtroi^raiie  miivuiii 
'm/'",.  Il  f-M'H  fi'»n  r''p'i-«i»^r  t  pnr  In  in^m*'  \'i|p»ir  'Ti  «'hacpie  [)oini 
f] .  pjif  r".ri-s*''pif'rjî .  f\\r  ;»/Tpinri';i  .«n  ô,  la  v:ïl#»nr  v^  •;>i)leiiue  pré- 
I  •''|/'ir)rrK  ni .    X'Mi--   .iri'ivon^  '|r)Tir  .i    In   Ponrln«îon  <niP  la   loiicLiou 

r  ■       ,  r.  ,  ' 

•     !     «tr»'-    r<.rr/h..ri    iinir.irjO'^    <\.\\^<.    Ion»     jo    p!;in  :     ■'•."ininir    «mK'    'T^li.' 

'I   •ill'-'ir-  i'u»|'iiif.;  Imii*'.   f'r^f  ifnr  fnn^fi^iff  f*rffi*'r^. 

'  ''^'  "  I  'pr  'iri'  irifpoî^il.ili»/'  \m  ,ipp:>r;>îrr^.  ^)n  sp  pappffile  «nie 
'I  «M  ^  '••  t  l'f'Çfi,  f.  r,f  il/'  /  .1  lin  ^ijijnr»  in\Mrl,iM'^:  rt^Mi'î  poavoiiit  \r 
-MfipM.r  positif,  pin  ^rpir- ,11(1  r^rnrnr /^in  r.tl<r»rrrr^r^ir  *nr  —  >.  Nous 
.»\<»ii;  ((«ifii  finr  ^.ri/ rinn  rfifiAr^  //;;  'Infr-?  Isaripllp  le  ro-^ttit^ienl 
.(.•  I  ■-,!  p.i^fn'f.  Il'  iVk  tfw  /(r-i  uh  p^rfr  Mit'  fpi'iinc  conâUnte. 
(  ir.  u;«lr""M  ^,  ifi  f/f<f.  In  f/iriMî/ïfi 


I  r^l  iMir  InmIInn  inlintr  fintti  lp  hhmIuIi'  nq|  r  ^,  si  Ton  nosr 
/'-'  \  1  fi  :  iumU.  pnicrptr  \  n,  |p  mnitnlr  do  r^f^^'  sera 
iiMi|..m^  nmintliK  ipïr  //?».  Il  m   M'<nl|p,   flrtpiiV'*  le  lliéoi^mc  de 
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Liouville,  que  e'/^^^  et,  par  suite,  f{z)  doivent  se  réduire  à  des 
constantes.  Notre  fonction  v[G(5)]  se  réduisant  à  une  constante, 
G (5)  devra  elJe-même  être  constante,  puisque  ^{x)  est  une  véri- 
table fonction  de  x.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

23.  Au  lieu  d'une  fonction  entière,  considérons  maintenant  une 
fonction  uniforme  f{z)  n'ayant  dans  toute  l'étendue  du  plan  que 
des  pôles.  Je  dis  qu'f7/?e  peut  y  avoir  plus  de  deux  valeurs  Ji- 
nies  a  et  b  que  ne  puisse  prendre  une  telle  fonction  pour  une 
valeur  finie  de  la  variable. 

Nous  avons  vu,  comme  conséquence  de  la  théorie  des  facteurs 
primaires,  que  l'on  peut  mettre  f{z)  sous  la  forme 

G|  et  G2  étant  deux  fonctions  entières  n'ayant  pas  de  racine  com- 
mune. Cherchons  d'abord  l'expression  d'une  fonction /(s)  ne  de- 
venant égale  ni  à  a  ni  à  6.  Dans  ce  cas, 

ne  pourra  s'annuler  pour  aucune  valeur  de -3.  On  aura,  par  suite, 

G,(j)  — aG,(;;)  =  e^P*=), 
P(3)  étant  une  fonction  entière.  De  même,  on  aura 

Q(5)  étant  une  fonction  entière.  De  ces  relations  se  tirent  G,  el 
Ga  el  l'on  peut  écrire 


/(-)  = 


e«t5._  ei»(5i 


Nous  allons  voir  maintenant  que  cette  fonction  peut  prendre 
une  valeur  finie  quelconque  c  différente  de  a  et  b.  L'équation 

peut,  en  effet,  s'écrire 

a  —  c 
La  constante  du  second  membre  n'est  ni  nulle  ni  infinie.  Or  l'é- 
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qiiation 

Q(5)-P(3)=log^ 

a  cerlaînement  une  iofinilé  de  racines,  car  il  ne  peut  y  avoir,  d'a- 
près le  paragraphe  précédent,  plus  d'une  valeur  finie  que  ne  puisse 
prendre  la  fonction  entière  Q(>5)  —  P(^)î  ^*r  '^  logarithme  a  une 
infinité  de  déterminations,  de  sorte  que,  si  pour  une  de  ces  déter- 
minations l'équation  n'avait  pas  de  racines,  elle  en  aurait  certai- 
nement pour  les  autres.  Ce  raisonnement  suppose  que  Q(3) —  P(^) 
ne  se  réduise  pas  à  une  constante,  mais  on  voit  immédiatement 
dans  ce  cas  que  f{z)  serait  elle-même  une  constante. 
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CHAPITRE  IX. 

DES  FONCTIONS  DE  PLUSIEURS  VARIABLES 
INDÉPENDANTES. 


I.  —  Gfrénéralités  sur  les  fonctions  de  plusieurs  variables 
complexes. 

1 .  Nous  avons,  jusqu'ici,  considéré  seulement  des  fonctions  ana- 
lytiques d'une  variable  complexe;  on  peut  de  même  envisager  des 
fonctions  de  plusieurs  variables  complexes.  Il  s'en  faut  de  beaucoup 
que  la  théorie  des  fonctions  de  plusieurs  variables  soit  aussi 
avancée  que  celle  d'une  variable.  Dans  les  généralités  qui  vont 
suivre,  la  plupart  des  résultats  seront  applicables  à  un  nombre 
quelconque  de  variables,  du  moins  avec  des  modifications  insigni- 
fiantes :  nous  simplifierons  l'écriture  et  l'exposition  en  nous  bor- 
nant à  deux. 

2.  Soit  /(«/,  ^)  une  fonction  analytique  des  deux  variables  com- 
plexes Il  et  V.  Posons 

u  =  X  -h  iy^        V  z=  z  -h  il; 

on  a,  par  définition, 

/(u,  V)  =  ?{x,  y,  z,  O  -4-  jQ(a7,7,  5,  0, 

P  et  Q  étant  des  fonctions  réelles  des  quatre  variables  réelles  x^y^ 
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z,  t.  On  aura  manifestement  entre  P  et  Q  les  quatre  relations 


(E) 


ÙP  _ 

dq 

dx  ~ 

dx 

]ày 

aq 
dy 

dP 

as 

dt  ~ 

dq 

'  dt 

Cherchons  à  quelles  équations  satisfera  la  fonction  P.  En  grou- 
pant de  toutes  les  manières  possibles  ces  équations  deux  à  deux, 
on  obtient  par  deux  difTérentiations  convenables  une  relation  à  la- 
quelle satisfait  P.  Les  deux  premières  donnent 


Ox^-^  dy^  =" 

(iii); 

la  première  et  la  troisième 

d^P         d^P 

dx  dt  ~~  dz  dy 

('>3); 

puis  ensuite 

d«P             d^P 
dxdz  ~~       dtdy 

(1,4), 

d^P              d«P 

dy  dt  ~       dz  dx 

(2,3), 

0^  P               d^P 
Oy  dz  ""       dt  dx 

^2,4), 

d^P        d^P 

(3,4). 

On  voit  que  ces  six  équations  se  réduisent  à  quatre,  La  fonction 
P(^,  y,  Zy  t)  satisfait  donc  aux  quatre  équations 


d^p 

dx* 

-+- 

d^P 

d^P 

-4- 

dn' 

d«P  d^P 


dxdt 

dzdy 

d^p 

dz'^ 

H- 

d^P 
dt^ 

dx  dz        dt  dy  ' 

Réciproquement,  d^ailleurs,  si  Ton  a  une  fonction  P  satisfaisant 
à  ces  quatre  équations,  on  pourra  trouver  une  fonction  Q(.r,y,  c-,  t) 
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»'éri(iant  les  équations  (E),  puisque  les  conditions  trouvées 
expriment  précisément  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
30ur  que  l'on  puisse  obtenir  une  telle  fonction  Q(j:.  j^,  s,  /). 

On  voit  de  suite  la  différence  profonde  qui  doit  séparer  la 
héorie  des  fonctions  de  deux  variables  de  celle  d'une  variable. 
Jans  celle-ci,  la  partie  réelle  P  doit  satisfaire  à  Tunique  équation 
le  Laplace;  dans  celle-là,  au  contraire,  nous  trouvons  quatre 
squations  pour  cette  seule  partie  réelle  P.  Il  ne  semble  guère  pos- 
sible d'étudier  ce  système  de  quatre  équations  comme  on  a  étudié 
'équation  de  Laplace;  aussi  devrons-nous  ici  considérer  la  fonc- 
ion  P-i-  e'Q  dans  son  ensemble  sans  étudier  séparément  P  et  Q. 

3.  La  série  de  Taylor  s'étend  immédiatement  aux  cas  de  deux 
variables.  Soit  une  fonction  analytique  f{x^y)  des  deux  variables 
complexes  x  Ql  y\  cette  fonction  est  supposée  uniforme  et  conli- 
lue  quand  le  point  x  est  à  l'intérieur  d'un  cercle  C  ayant  j:©  pour 
:!entre  et  r  pour  rayon,  et  le  point^  dans  un  cercle  C  de  centre  ^o 
3t  de  rayon  r  , 

Nous  n'avons  qu'à  répéter  la  démonstration  faite  pour  le  cas 
ics  variables  réelles.  Supposons  que  les  points  x^^-^-  h  et  y^  -t- A- 
soient  à  l'intérieur  des  deux  cercles  que  nous  venons  de  définir; 
Dn  pose 

X  r-r  T^-^^   ht,  ^=^o-f-  ht. 

fi^x^y)  peut  être  regardée  comme  une  fonction  de  la  variable 
complexe  /,  uniforme  et  continue  à  l'intérieur  du  cercle  ayant 
l'origine  pour  centre  et  l'unité  pour  rayon,  puisque,  quand  t  reste 
dans  cette  région,  le  point  (x,^)  reste  à  l'intérieur  des  cercles  C 
el  C.  On  doit  même  remarquer  que  la  fonction  de  ^,  que  repré- 
sente/"(j?,^),  sera  uniforme  et  contenue  dans  un  cercle  de  rayon 
supérieur  à  i;  nous  pourrons  donc  faire,  sans  incertitude,  /  =  i, 
dans  le  développement  que  nous  allons  obtenir.  Ce  développement 
n'est  autre  chose  que  le  développement  de  Taylor,  pour  la  fonc- 
tion de  t 

f{x^-^ht,  yQ-^-kt); 
ou  a  donc 

,.=.,„(,/f +,r)" 
n-O 
P     -    II.  17 
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où,  comme  on  sait,  Texpression  (A  y-  "^  ^4-}        ^^t  symbolique, 
les  puissances  devant  élre  remplacées  par  les  dérivées.  On  a  alors 

pour  t  rrr  I 

entièrement  analogue,  comme  forme,  à  ce  qui  a  été  vu  dans  la 
théorie  élémentaire  des  fonctions  de  deux  variables  réelles. 

4.  Dans  le  développement  précédent,  le  coefficient  de  hPk^  est 


'  (Jlf_ 


)    ■ 


Il  est  très  intéressant  d'avoir  une  limite  supérieure  du  module 
de  ce  coefficient.  Cette  limite  peut  élre  obtenue  en  fonction  du 
module  maximum  M  de  la  fonction  f{x^y)  à  Tintérieur  des 
cercles  G  et  C. 

Considérons  d'abord  la  fonction  /{^^y)  comme  fonction  de  la 
seule  variable  x^  nous  aurons,  d*après  une  formule  établie  anté- 
rieuremenl  (Chap.  V,  §  8), 


fOPn 


rfe. 


Prenons  maintenant  la  dérivée  y*'"»«  des  deux  membres  par 
rapport  ky  et  faisons  >'=ro.  Nous  devons  différenlier  g  fois  sous 
le  signe  d'intégration  par  rapport  à^'^  or,  en  appliquant  la  même 
formule,  on  a 

Il  vient  donc  finalement 


De  celle  formule  se  lire  de  suite  la  limite  cherchée  :  en  rem- 
plaçant  par  M  le  coefficient  de  d^dh'  sous  le  signe  d'intégration, 
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CD  a  une  limite  de  module  et,  par  conséquent, 

ôxP  àyi  I ,-  =  r,  ^  rP  r''i 

5.  Si  les  cercles  C  et  G'  ont  pour  centres  l'origine,  on  a,  en  fai- 
sant Xo=  ro  =  o  et  h=^x,  k=zy^  le  développement  de  Maclaurin 


Le  coefficient  A^^^  de  ar^^^  est,  d'après  ce  que  nous  avons  dit 
plus  haut, 

1  /  dP^9/  \ 

1 .2. . ./?.!. 2. .  .q  \duP  dvi  )  n-Q 

On  aura  donc  l'inégalité  très  importante 

|Ap„l<;:^,- 

De  là  nous  concluons  une  propriété  essentielle  du  développe- 
ment (1);  la  série,  formée  avec  les  modules  des  termes  de  la  série 

^Ap,ç:rPjr^, 

est  convergente,  quand  J7  et  ^  sont  respectivement  à  l'intérieur 
des  cercles  C  et  C.  On  le  voit  de  suite,  puisque,  en  remplaçant 
I  A^,^|  par  sa  limite  supérieure,  on  a 


2  «m^ï 


el  cette  série  est  convergente  quand    -   <^  i ,  h^,   <^i . 

La  fonction  représentée  par  la   série  •(2)   s'obtient   d'ailleurs 
immédiatement  sous  forme  finie;  ce  n'est  autre  chose  que 


(-7)('-^) 
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comme  le  montrent  les  développements  de  •  et et  Ta 

I  —  -        I  —  ^ 
r  r 

plication  de  la  règle  de  multiplication  des  séries. 

Nous  ferons  plus  tard  grand   usage   de   la   fonction   G(x,^ 

D'après  la  manière  même  dont  elle  a  été  obtenue,  on  peut  di 

que  ses  dérivées  partielles,  toutes  positives  pour  x  =  o,  ^  = 

sont,  pour  ces  valeurs  des  variables,  supérieures  aux  modules  < 

la  dérivée  correspondante  ^^  f{x,  y)  :  on  a  les  inégalités 

/  dP^iQ  \         ^  I  01"^ 'tf 
\dxPOyi  /jr=o-^ 


'Oyi  /  jT =0^1  ox/*oyi 


.r  —  o 


On  peut  trouver  bien  d'autres  fonctions  jouissant  de  la  méi 
propriété  que  G{x^y).  Citons  la  suivante  dont  nous  aurons  aia 


à  faire  usage 


X  V 

/•       r' 


Le  coefficient  de  xPy^y  dans  le  développement  de  cette  fo  i 
tion,  étant 

(n  =:p  -i-  q). 


i  ,1. ,  ,p.i  ,1, .  .f/  m r'i 
se  trouve  supérieur  à  la  limite  irouvée    .'   ,    pour  les  modules 

r  pli  f.  7  r 

coefficients  /{Xy  y), 

6.  Nous  nous  sommes  borné  au  cas  de  deux  variables  : 
ces  calculs  s'étendent  à  un  nombre  quelconque  de  variables, 
une  fonction 

uniforme  et  continue  à  Tinlérieur  des  cercles  C|,  Co,  .... 
centre  O  et  de  ravons  /•,,  r.,  ....  r„,  on  a  le  dëvelo|)penH 

et  l'inégalité 

conduit  à  des  conséquences  analogues  à  celles  que    ne 
obtenues  pour  le  cas  de  deux  variables. 
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II.  —  Décomposition  en  facteurs  d'une  fonction  de  plusieurs 
variables.  Fonctions  implicites. 

7.  Ladécomposilion  en  fadeurs  d'une  fonclion  d'une  variable, 
qui  permet  de  meUre  en  évidence  les  racines  de  cette  fonction, 
n'est  pas  susceptible  de  s'étendre  sous  la  même  forme  à  une  fonc- 
lion de  deux  ou  plusieurs  variables.  Ici,  en  effet,  l'ensemble  des 
valeurs  des  variables  qui  annulent  la  fonction  forme  une  suite 
continue.  On  peut  cependant,  dans  une  certaine  mesure,  réaliser 
une  décomposition  qui  mette  en  évidence  la  partie  d'une  fonction 
susceptible  de  s'annuler  dans  le  voisinage  d'un  système  déterminé 
de  valeurs  des  variables. 

Avant  d'aborder  ce  point,  commençons  par  montrer  comment 
le  théorème  de  Cauchy,  démontré  (Chap.  VI,  §  21)  pour  les  poly- 
nômes, est  susceptible  de  s'étendre  à  une  fonction  holomorphe 
quelconque.  Nous  nous  bornons  toujours,  uniquement  pour  abré- 
ger, à  une  fonction  de  deux  variables. 

Soit  donc  une  fonction  F  (x,  y)  holomorphe  dans  le  voisinage 
de  x=  o^  y  =1  o,  c'est-à-dire  dans  les  cercles  de  rayon  po  et  R. 
On  suppose  que  F(x,  y)  s'annule  pour  x  =:  o,  y  =  o  et  que 
F(o,^)  ne  soit  pas  identiquement  nul. 

Écrivons  F(x^  y)  sous  la  forme 

les  A  étant  des  fonctions  holomorphes  de  x  dans  le  voisinage  de 
x=o. 
En  désignant  par  M  le  module  maximum  de  /(x^  y),  on  a 

|A«l<,^- 
On  suppose  que 

Ao(o)  =  Ai(o)  =. .  .=  A;,_i(o)  =  o         et         An(o)^o. 

Nous  voulons  chercher  le  nombre  des  racines  de  l'équation  en^.^ 

F(t,  y)  =  o, 

voisines  de  zéro,  pour  x  suffisamment  voisin  de  zéro 
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Écrivons 
en  posant 


1 

^'(T,jr) 

= 

^^nyit-^p 

-i-Q), 

p 

= 

Ao 
A„r' 

-h 

A, 

■-+-• 

A„^«-' 

Q 

= 

^'^- 

-+- 

■^r 

»-+-. 

... 

Soit  B  le  module  minimum  de  A„^  x  restant  à  l'intérieur  d*  njXi 
certain  cercle  dans  lequel  A^  ne  s'annule  pas  et  que  nous  supp^  o- 
serons  être  le  cercle  de  ra^on  po.  On  aura,  en  désignant  par  r  le 
module  de  y^ 

Ac^  ^^  l    r  '•'  \        M    r       I 


'-R 


Si  donc  on  prend  r  assez  petit,  on  aura 


modO  <  —, 


lorsque  le  point  (x,  y)  est  quelconque  à  Tintérieur  des  cercles 
ra^ron  p©  pour  x^  et  de  rayon  r  pour  y*, 

On  aura,  d'autre  part,  pour  P,  quand  y  reste  sur  le  cercle 
rayon  r,  en  appelant  A  le  module  maximum  de  Ao,  A|,  . . .,  Air 


mod 


f>    -  A  /  I  I  I  \ 


et  comme  Aq,  A» ,  . . .,  A,,_,  s'annulent  pour  j-  =  o,  on  aura^ 
Ton  prend  pour  domaine  de  x  un  cercle  d'un  rayon  p  <  po  ass-^^^ 
petit,  A  aussi  petit  qu'on  voudra.  Prenons  p  assez  petit  pour  c^ 

alors  on  aura 

innd  I*  <  -, 

X  restant  dans  le  cercle  de  rayon  p  et  j^  sur  la  circonférence      ^^ 
rayon  r. 

Il  est  facile  maintenant  d'avoir  le  nombre  des  racines  de  l'écj*'^" 
tion  en  y 
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{x  aérant  une  valeur  fixe  dans  le  cercle  de  rayon  p)  contenues  dans 
le  cercle  de  rayon  r.  Il  suffit  d'éludîer  la  variation  de  l'argument 
de  F(x,  y)  quand  y  décrit  la  circonférence  de  rayon  r;  or  le 
module  de  P-H  Q  étant  inférieur  à  un^  l'argument  de 

n-r-4-Q 

reprend  la  même  valeur.  La  variation  de  l'argument  sera  donc  2mzi 
é^tj  par  suite,  le  nombre  des  racines  sera  égal  à  n. 

8.  Cherchons  quelle  forme  on  peut  donner  à  la  fonction 
F(j:,j').  a  cet  effet,  x  ayant  une  valeur  fixe  dans  le  cercle  de 
rayon  p,  effectuons,  sur  le  cercle  de  rayon  r  dans  le  plan  des  yj 
l'intégrale 


^  désignant  un  point  quelconque  à  Tinlérieur  de  (r).  En  déve- 
loppant — —-7  suivant  les  puissances  entières  de  y',  on  voit  immé- 
diatement que  cette  intégrale  est  de  la  forme 

p  =  0 

les  G  étant  des  fonctions  holomorphes  de  .r.  D'autre  part,  en  dé- 
signant par 

yu  yu    ....   y  a 

les  n  racines  de  ¥{x^y)  =  o,  contenues  dans  le  cercle  de  rayon  /•, 
cette  intégrale  est  aussi  égale  à  la  somme  des  résidus  de  la  fonction 

sous  le  signe  d'intégration,  relatifs  aux  pàlesyt,  y2 yn  et  j'', 

c'est-à-dire  à 


(il.-.-riy-- 


y»    y 

On  a  donc,  en  remplaçant  y  par  y,  et  posant 

/(y)  =  (y—ri){y-'yi)..Ay  -yn\ 
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ridentité 

/!  =  • 

;»=o 

dF 

ôy               \                              1         _ 

dF 
F 

df 

^       y  —  y\     '"    j'  -y»  ~ 

r 

OU 

dV          df 

Y\{x,y)  étant  une  fonction  holomorphe  de  x  elj',  lorsque  ces 
points  sont  respectivement  à  l'intérienr  des  cercles  de  rayon  p 
et  r. 

D'ailleurs  f{y)  est  un  poljnome  en  v 

y"  -+-  fli  r"-»  -h ...  -h  aa-\y  -i-  a„, 

dont  les  coefficienls  sont  des  fonctions  lioloraorphes  de  x.  Po*^*'^ 
le  voir,  eflectuons  encore  sur  le  cercle  (r)  Tintégrale 


XdV 
p 


C^est  une  fonction  holomorphe  de  x,  qui  est  identiquement  é| 
à  la  somme 

des  résidus  de  la  fonction  inlëgréo,  c'csl-à-dire  que  les  somi^^=^^^ 
des  puissances  semblables  de  ^  »,  . .  .^  Vn  sont  des  fonctions  ho  ^^^ 
morphes  de  x^  et,  par  suilc,  enfui  les  coefficienls  a. 
Nous  pouvons  donc  écrire 

F{x,y)=fi,x,y)Ce^^i^-^^y\ 

11i(j:",^)  élanl  encore  holomoiplie,  et  C  une  conslanle  par  rap|  ^^  ^^ 
à  y^  c'esl-à-dire  une  fonction  de  x  qu'il  est  facile  de  délermii:»  ^^v 
en  faisant  y  =j>'oî  yo  élant  sur  le  cercle  de  rajon  /*,  on  aura 

or  F(j',  ro)  et  /(^',  yo)  ne  s'annulent  pas  quand  x  est  à  Yii^^é^ 
rieur  du  cercle  p.  Il  en  résulte  que  nous  pouvons  écrire 

Vix,y^r=fix.r^K{T.r), 
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K(x,y)  étant  une  fonction  holoniorplic  qui  ne  s^ annule  pas 
quand  x  et  y  sont  à  V intérieur  des  cercles  z  et  r;  de  plus, 
f{x^y)  est  un  polynôme  en  y  dont  le  premier  coefficient  est 
r  unité  et  dont  les  autres  coefficients  sont  des  fonctions  holo- 
morphes  en  x  (*), 

On  voit  que  celle  décomposilion  met  y  en  quelque  sorte  j  en 
évidence  la  partie  de  la  fonction  ¥{x,^y)  qui  s^  annule  dans 
le  voisinage  de  x:^.  o,  y  =  o, 

9.  Une  conséquence  1res  iniporlanle  peul  se  déduire  du  lliéo- 
rème  précédent,  relalivemenl  à  l'existence  des  fonctions  implicites. 
Considérons  Téquation 

^^(^,y)  =  o, 

F(x,  y)  élant  hoIomorj>he  dans  le  voisinage  de  x  =  o,  y  =  o.  Je 
suppose  que  Ij-)        ne  soit  pas  nulle,  c'est-à-dire  que  le  nombre 

Il  du  paragraphe  précédent  soit  égal  à  un. 
On  aura  donc 

^{^,  y)  =  \y  -^  ci,{x)\K{x,  y\ 

a^  étant  holoitiorphe  en  x  et  s^annulant  pour  X'=^o.  L'ensemble 
des  valeurs  de  x  et  y  voisines  de  zéro  et  satisfaisant  à  Téquation 

ViT.y)  ^-  o 

doit  nécessairement  vérifier  la  relation 

y^ai{X)  =  o, 

puisque  Yk^i^x^y)  ne  s*annule   pas  dans  le  voisinage  de  J7  =  o, 
y=o. 

V existence  de  la  fonction  implicite  y  de  x  est  ainsi  démon- 
trée. Sous  la  condition  indiquée,  l'équation  F  =  o  définit  une 
fonction  liolomorphe  de  x  dans  le  voisinage  de  x  =  o. 


(')  Ce  ihéorcrne  a  éié,  depuis  1860,  enseigné  par  M.  Weierstrass  dans  ses  Le- 
çons de  rUnivcrsilé  de  Berlin.  Voir  Abhandlungen  aus  der  Functionenlehre 
von  K.  Weierstrass  (Berlin,  188G).  La  démonstration  qu'on  vient  de  lire  est  dui: 
k  M.  Simarl. 
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Soit,  en  parliciilicr,  Téqualion 

(j{y)  élanl  holomorphe  dans  le  voisinage  de  j'  =  o  et  s'annulant 
pour  cette  valeur.  Si  G'(o)^o,  l'équation  précédente  définira 
une  fonction^  de  x  holomorphe  dans  le  voisinage  de  rori<;îne. 
Il  est  facile  d'étudier  le  cas  où  Ton  aurait 

G'(o»  -^  r/(o)=...=  G/'-«(o)  =  o, 

CiP{o)  n'étant  pas  nul.  On  a,  en  eflTet, 

X  =  jrp{\  -^-  H  y  —  . . .),        A  7^  o, 

et,  par  suite,  en  posant  ^  j"  =  x\ 

Or,  la  fonction  sous  le  radical  ne  s'annulant  pas  pour  j'  =  o,  la 
détermination  choisie  pour  le  radical  sera  holomorphe  dans  le 
voisinage  de  Torigine  et  Ton  se  trouvera  ramené  au  cas  précédent^ 
par  suite,  y  se  mettra  sous  la  forme  d'une  série  ordonnée  suivant 
les  puissances  de  x\  c'est-à-dire  de  ^'x.  I^  fonction  y  a  donc 
p  déterminations  qui  se  permutent  autour  de  IWigine. 

10.  L'analyse  qui  vient  d'être  développée  s'étend  d'elle-même 
à  un  nombre  quelconque  de  variables  indépendantes. 
Soit  une  fonction 

des  n  -f-.i  variables  indépendantes  y,  Xt,  Xj^  ...,  x„j  s'annniant 
pour  )•  =  j^i  :=  . . .  ^  ,r,f  =  o.  Si,  pour  Xi  =  x^=:  , . .  =  x„=  o, 
le  développement  de 

!•'()',  c»,  <> it  ) 

commence  par  un  terme  en^'*,  on  pourra  écrire 

F(^',  wT,.  Xi j',,)  —  {  yp    -  r/i  v/'->  -h. .  .-K  ap)  K( y,  Xi,  :r, x^), 

la  fonction  holomorphe  K  ne  s'annulant  pas  dans  le  voisinage  de 
y  z—.  .r,  ---.  ...  -r  x„  ^rz  o  oi  les  a  étant  des  fondions  holomorphes 
df   ri,  j r„. 
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i  1.  De  ce  résultat  nous  pouvons  conclure  l'existence  et  la  na- 
ture des  fonctions  implicites  définies  par  le  s^rstèmc  d^équations 

Fi  (Xi.Xi r„,^,,^j, . . .  ,^,,  )  =  o, 


I 


'"  ■      I 

\   Vf.{  r , ,  .r.. . . . ,  x„,  yi,  y,, . .  .  ,^,,)  =  o. 
Nous  supposons  que  les  fonctions  F  s^annulent  pour 

et  que  pour  ces  valeurs  le  déterminant  fonctionnel 

DfFi.Ft,  ...,F„) 

ne  soit  pas  nul.  Dans  ces  conditions,  nous  allons  montrer  que 
ces  équations  définissent,  pour  j^,,  y^j  •  •  •  ?  y/>»  des  fonctions 
holomorphes  dans  le  voisinage  de  jti  =:  Xj  =  . . .  =  x,i  -=  o. 

Pour  rétablir,  supposons  la  proposition  démontrée,  /)  étant 
quelconque,  jusqu'à  un  nombre  p — i  d'équations.  Nous  allons 
montrer  comment  on  peut  passer  de  p  —  i  à  p.  Remarquons 
d'abord  que  les  dérivées  partielles  du  premier  ordre 

dFi       f>F,  dFj^ 

^i'     àyj Oyp 

ne  s'annulent  pas  toutes  quand  les  x  et  les  y  sont  simultanément 
nuls.  Soit,  par  exemple,  la  dernière  de  ces  dérivées  différentes  de 
zéro  :  nous  pourrons  écrire 

a^  étant  holomorphe  en  x,,  x^,  • .  .,  Xpy  ^i,  yai  •  •  •>  ^p-t  ^^  ^ 
n'étant  pas  susceptible  de  s'annuler  quand  les  x  et  les  y  sont  suf- 
fisamment petits.   Nous    pouvons    donc   remplacer  la    première 

équation  par 

y,,-hax=  o, 

et,  par  suite,  en  remplaçante^  par  — ai,  dans  les  équations  sui- 
vantes, nous  sommes  ramené  au  cas  de  p  —  i  équations.  Il  est 
facile  de  voir  que  le  déterminant,  correspondant  à  ces  p — i  équa- 
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tions,  ne  sera  pas  nul  ;  nous  avons  d'abord,  en  effet,  le  déterminant         I  ^'" 


<)a, 

Oai 

<><{, 

¥, 

àyt 

">•,.-! 

1 

"F, 

ôF, 

<>F, 

<n\ 

'>yi 

'>>'. 

'O'/'-i 

Oy„ 

<>F,. 

iiF,, 

oF, 

àyp 

difTérenl  de  zéro  quand  les  x  et  les  y  sont  nuls.  D'autre  part,    le 
déterminant  fonctionnel  de 

F, F,„ 

considérées  comme  fonctions  de  ^i,  y^'^    •  •  •  ?  Xp-ti  quand  or» 
remplacé  ^p  par  —  at,  n'est  autre  chose  que 


ôFi  dai 

f>F, 

àyp-x 

r)F,     âai 

oF, 
Oy^ 

f)Ff,  ùax 

'b'p  ^^y\ 

oFp 

ùFp    ôai 
àyp  àyp^i 

et  ce  déterminant  est  au  signe  près  identique  au  précède 
comme  le  montre  Tapplication  des  ihéorèmes  les  plus  élémentai 
sur  les  déterminants. 

Le  théorème  relatif  à  r existence  et  à  la  nature  des  Joncti^::^ 
implicites  est   donc   complètement   établi.  Sous   la    condit-i 
indiquée  relative  au  déterminant  fonctionnel,   les  équations  ^ 
définissent  pour  r,,  Vo,  .  .  . ,  Vp  des  fonctions  liolomorphes  d^=»" 
lo  voisiiiaf'e  do  .r,  z=:  ^\j  — "  •  •  •  =  -X'n  ■=  o. 


wmns 
-on 


III.  —  Des  intégrales  multiples   de  fonctions  de  plusieurs 
riables  complexes.  Extension  du  théorème  de  Cauchy,  d*ai»^ 
M.  Poincaré. 

12.  Avant  d'arriver  au  sujet  qui  fera  le  principal  objet  de  c^        }^ 
Section,    il    est  nécessaire  que    nous   généralisions   l'étude  f^ 
précédemment  (t.  I,  p.  iqS)  des  intégrales  de  surface. 

Soient ./',,  rj,  ... .,  Xm  des  variables  en  nombre  m;  nous  co«^       ^'" 
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dérons  l'intégrale  double 

CI)  J  f  XXada^idxA, 

expression  purement  s^rmbolique,  jusqu'à  ce  que  nous  lui  ayons 
donné  un  sens,  et  dans  laquelle,  d'après  les  définitions  qui  vont 
suivre,  l'ordre  des  deux  facteurs  dxidxk  n'est  pas  indiffèrent;  les 
A  représentent  des  fonctions  de  jti,  j^j,  . . .,  Xm-  Nous  convenons 

que 

A,7.  =  —  A^i, 

ce  qui  entraîne  A/i=o;  les  indices/  et  k  prennent  toutes  les 
\aleurs  de  i  à  m.  L'intégrale  (I)  n'aura  de  sens  que  quand  nous 
aurons  fixé  dans  Tcspace  à  nx  dimensions  (^^i,  x^,  . .  .,  J^w)  1^ 
surface  d'intégration.  Concevons,  à  cet  effet,  que  Ton  prenne 
pour  a:,,  x^^  .  • .,  x„i  des  fonctions  de  deux  variables  u  et  r,  et 
soit  une  certaine  aire  A  dans  le  plan  des  deux  variables  u  et  r.  A 
Taire  A  du  plan  (;/,  ç)  correspond  dans  Tespace  à  m  dimensions 
(•'"n  ^2»  •••,  ^m)  une  certaine  portion  de  surface,  et  l'intégrale  (I) 
étendue  à  cette  portion  de  syirface  sera j par  déjiniuon,  l'intégrale 
double  ordinaire 


/./■2^«î^S^>''"*. 


tendue  à  l'aire  A.  Comme  précédemment,  nous  posons 

\y{u^v)    ~  Ou    Ov  dv     Ou 

On  voit  que,  à  cause  de  la  relation  Aik  =  —  A;^/,  les  deux  termes 
ui  correspondent  aux'deux  couples  ik  et  ^/ s'ajoutent.  Remar- 
uons  encore  que,  si  l'on  permute  u  et  v,  l'intégrale  précédente 
bange  de  signe;  nous  pouvons  dire  alors,  conformément  à  ce  qui 
Cî  passait  dans  l'espace  à  trois  dimensions,  que  l'intégrale  est 
rise  sur  l'autre  côté  de  la  suface  (voir  loc.  cit,,  p.  126). 

13.  Nous  devons  nous  poser  pour  l'intégrale  (I)  une  question 
iialogue  à  celle  qui  a  été  étudiée  pour  les  intégrales  de  surface. 
I  quelles  conditions  cette  intégrale  ne  dépend ra-t-e lie  que  du 
ontour  de  la  surface  d'intégration?   Pour  bien   préciser   la 
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question,  nous  pouvons  supposer  qu'on  se  donne  arbitrairement 
une  aire  Â  dans  le  plan(uj  v)  et  que  les  expressions  de  Xt,  x^^  ..., 
X/ny  en  fonction  de  u  et  p,  dépendent  en  pins  d'un  paramètre  arbi- 
traire et  cela  de  telle  manière  que  X\^  x^^  ...»  Xm  aient  le  long 
du  contour  de  A  des  valeurs  indépendantes  de  ce  paramètre  : 
dans  ces  conditions  on  veut  que  la  valeur  de  (I)  ne  dépende  pas 
de  ce  paramètre. 

Avant  d'aborder  celte  question,  commençons  par  supposer  que 
les  X  soient  des  fonctions  d'ailleurs  arbitraires  de  trois  variables  X, 

Y,  Z,  soit 

^i=//(X,  Y,  Z)        (^*=i,îi,  ...,m). 

L'intégrale  (1)  va  alors  devenir  une  intégrale  de  surface  dans 
l'espace  ordinaire  à  trois  dimensions,  et,  si  l'on  conçoit  X,  Y,  Z 
exprimées  en  fonction  de  deux  paramètres  u  et  i^,  on  aura,  comme 
le  montre  un  calcul  immédiat, 

i)(u,v)  D(X,Y)    D(a,i^) 

_^  D^i^/a)  D(Y,Z)       D(A/^)  D(Z,\) 
D(Y,Z)     ÏX^u.v)         D(Z,X)    \}{u,v)' 

L'intégrale  pourra  donc  s'écrire 

c'est  sous  cette  forme  que  nous  avons  précédemment  écrit  les 
intégrales  de  surface. 

Cette  intégrale  ne  dépendra  que  du  contour  de  la  surface  d'in- 
tégration, si  l'on  a 

-yzL-i'*  D(X,Y)J^,>x[^^'*  D(Y,Z)J 

-^,âL2-^«  dTzTxtJ""- 

Développons  celte  relation.  Les  termes  en  A/^  disparaissent 
d'eux-mêmes,  en  vertu  de  l'identité  facile  à  vérifier 

ôZ    D(X,Y)  "^(>X    D(Y,Z)   "^oY    D(Z,  \)   "  *'* 
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Il  reste  alors 

ïi{\,Y)\Zd  dxh    dZ  l'^Zd  D{\,Z)\Addxn    d\) 

é.k  h  i\k  h 

i,k  h 

^^M,  en  réunissant  tous  les  termes  dans  une  sommation  triple, 

■  Zd\dxh         dxt  dxkl    D(X,Y,  Z)    ""  *^' 

I.  k^  h 

Celte  sommation  est  étendue  à  toutes  les  combinaisons  trois  à 
^  rois  /,  Ar,  h  des  chiffres  1,2,  .  .  .,  m.  On  remarquera  que  le  terme 
^c^orrespondant  à  la  combinaison  t,  A*,  h  reste  le  même,  quel  que 
^î*oit  l'ordre  dans  lequel  on  prenne  ces  trois  lettres. 

14.  Revenons  maintenant  à  la  question  posée  au  début  du  pa- 
:^agraphe  précédent  :  nous  allons*  de  suite  trouver  des  conditions 
-nécessaires.  Considérons,  en  effet,  seulement  comme  variables  trois 
^cs  lettres  x,  soient  xi^  .z>,  or/^,  les  autres  étant  des  constantes  ar- 
^)itraires.  Dans  l'espace  à  trois  dimensions  (a?!,  Xk^  Xh)  la  condi- 
tion que  nous  venons  de  rappeler  doit  être  remplie;  on  aura  donc 

<^\  <>A/i^        dkkh        àktti  _ 

dxf,  dxj  dxk  ' 

et  cela  quels  que  soient  les  valeurs  des  x.  Nous  obtenons  ainsi  au- 
tant d'identités  nécessaires  qu'il  y  a  de  combinaisons  de  m  lettres 
trois  à  trois.  Il  faut  montrer  maintenant  que  ces  conditions  sont 
suffisantes. 

Nous  devons  concevoir  que  les  x  aient  été  exprimés  en  fonction 
de  deux  paramètres  2/  et  i^  et  d'une  constante  arbitraire  e 

j?/=  9/(m,  t',  e)         («  =  I,  x,  ...,  m), 

t  variant  entre  certaines  limites,  et  Ton  suppose  que  les  valeurs  des  x 
ne  dépendent  pas  de  e  quand  le  point  (</,  r)  est  sur  le  contour  A 
dont  nous  avons  parlé  plus  haut.  //  jaui  montrer  que  V inté- 
grale (I)  /le  dépend  pas  de  s. 


I^osons 
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u  =  \. 


Y, 


e=-Z. 


Noire  intégrale  va  alors  devenir  une  intégrale  de  surface  dans  Te 
pace  à  trois  dimensions  (X,  Y,  Z)  et,  les  conditions  (6)  étant  rei 
plies,  rintégrale  le  long  de  toute  surface  fermée  de  cet  espace  se 
nulle. 

Pour  e  =  o,  l'intégrale  (l)  sera  étendue  à  Taire  A  du  plan  d 
(X,  Y);  pour  e  arbitraire,  elle  sera  étendue  à  Taire  B,  section  f^- 
le  plan  Z  =  e  du  cylindre  dont  Â  est  la  section  droite  {fig*  2 

Fig.   2«. 


C^ 


ss 

). 


Nous  devons  établir  Tégalilé  de  ces  deux  intégrales,  en  les  s  n:^  p- 
posant,  bien  enlendu,  prises  dans  le  même  sens,  c'est-à-dire  p<^  '^^ 
une  même  direction  de  normales,  soit  les  z  positifs. 

Or  le  cylindre  et  les  aires  A  et  B  limitent  un  volume  L'icm  «-  «- 
grale  prise  le  long  de  la  surface  totale  de  ce  volume  cylindrique  ^^sl 
nulle,  puisque  les  relations  (6)  sonl  vérifiées;  le  résultat  queim^^^  ''"^ 
avons  en  vue  sera  donc  établi,  si  nous  montrons  que  Tintég**^-*'^' 
prise  sur  la  surface  latérale  du  cylindre  est  nulle.  Or  il  en  est  L»  i  *-'" 
ainsi;  en  effet,  les  x  ne  dépendant  pas  par  hypothèse  de  e  qtt3  *^" 
le  point  (^/,  v)  est  sur  le  contour  A,  les  déterminants  fonction râ^^'"* 


I)(  Y,  zT' 


D(Z,  \) 


seronl  nuls  sur  la  surface  latérale,  et,  par  suite,  Tintégrale  relatî  ^^ 
à  celle  surface  sera  égale  à  zéro.  Les  conditions  troui'ées  co//î^^'^ 
nécessaires  sonl  donc  sujjisantes. 

Nous  avons,  dans  loul  ce  cpii  précède,  supposé  implicilem^'^^ 
que  IcsAélaient  des  fondions  bien  déterminées  et  continues  deS^  -^ 
pour  les   syslrmcs  de   valeurs  que  nous  avions  à  considérer.  -ï^" 
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particulier,  Tintégrale  étendue  à  une  surface  que  l'on  déforme,  en 
aissant  ses  bords  invariables,  ne  gardera  la  même  valeur  que  si 
îelte  surface,  en  se  déformant,  ne  rencontre  pas  des  systèmes  de  va- 
eurs  des  j:  pour  lesquelles  les  A  deviendraient  infinies  ou  mal  dé- 
erminées.  Tout  cela  est  entièrement  analogue  à  ce  que  nous  avons 
lit  longuement  au  Tome  I  pour  le  cas  de  trois  dimensions;  il  est 
nutile  d'insister. 

15.  Nous  pouvons  maintenant  nous  occuper  des  intégrales  mul- 
tiples de  plusieurs  variables  complexes. 

Nous  nous  limiterons  aux  cas  de  deux  variables  complexes  x 
et  y.  M.  Poincaré  a  étendu  aux  intégrales  doubles  le  théorème 
fondamental  de  Cauchj  (*);  c'est  ce  que  nous  allons  montrer. 

Que  doit-on  entendre  par  l* intégrale  double 
{})  J  j¥(T,y)dxdy> 

Cette  expression  n'a  en  elle-même  aucun  sens,  mais  il  n'y  a 
aucune  hésitation  à  avoir  sur  la  définition  à  adopter.  Posons 

jr  =  ar, -h  «Tî,         y  =  Xi -h  i>v, 

et  considérons,  comme  plus  haut,  j^i,  X2,  ^3,  ^4  comme  fonctions 
Je  deux  paramètres  u  et  v  :  soit  A  une  certaine  aire  dans  le  plan 
(m,  if).  L'intégrale 


// 


'"■y'E^""" 


sera,  par  définition,  la  valeur  de  l'intégrale  (J)  étendue  à  la  por- 
tion de  la  sur/ace  de  l'espace  à  quatre  dimensions  (^1,^:2,  ^3,0:4) 
qui  correspond  à  Taire  A  du  plan  (m,  {>).  On  voit  qu'on  peut  per- 
muter X  et  y;  on  aura  une  seconde  intégrale  égale  et  de  signe 
contraire;  on  peut  dire  qu'elle  est  étendue  à  l'autre  côté  de  la  sur- 
face. 
Mettons  en  évidence  la  partie  réelle  et  la  partie  imaginaire  de 


(')  PoiNCARE,  Sur  les  résidus  des  intégrales  doubles  {Acta  mathematica, 
.  IX). 

P.  —  II.  18 
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rinlégrale;    en   remplaçant  x  et  y  par  leurs  valeurs  el  posant 
F  =  P  -h  «Q,  on  obtient 

Nous  avons  donc  respectivement  comme  parties  réelle  et  imagi- 
naire 

que  Ton  peut  écrire,  sous  forme  plus  abrégée,  en  se  reportant  aux 
définitions, 

/    /  P ( dxx  dx^  —  dx^  dx^ )  —  Q(dxt  dx^  -+-  dx^  dx,,  ), 

/    j  Q(dxi  dx^ — dxfdx,,)-{'P(dxidxii-^dxidxi,)^ 

intégrales  de  même  forme  que  celles  qui  ont  été  étudiées  au  para- 
graphe précédent. 

Tout  ceci  étant  bien  compris,  il  est  facile  de  décider  si  Ton  peut 
étendre  à  ces  intégrales  doubles  le  théorème  fondamental  de 
Cauchy.  En  d'autres  termes,  rinlégrale  double  ci-dessus  reste- 
t-elle  instar iable  quand  on  déforme  la  surface  d'intégration  en 
la  faisant  toujours  passer  par  le  même  contour? 

ISous  allons  voir  que  les  conditions  trouvées  au  paragraphe  pré- 
cédent sont  vérifiées.  Prenons  la  première  de  ces  intégrales 

/     /  P ( dxi  dx-i  —  dxt  dx^ )  —Q( dx^  dx^  -h  dxx  dx,,  ). 
Si  nous  l'écrivons  comme  plus  haut  sous  la  forme 
/     /  ^A|A  dxi  dxf,, 
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on  doit  poser 


Ai3  =  —  A31  = 

P 

—  » 
1 

An  =  —  Aijrrr 

1) 

A,3=—  Asj:rr 

_Q, 

Ak^  — Aii=^ 

Q. 

Jes  autres  A  sont  nuls. 

Or  nous  avons  ici  à  vérifier  quatre  conditions,  puisque  quatre 
est  le  nombre  des  combinaisons  de  l\  lettres  trois  à  trois.  Soit 
d^abord  la  condition 


elle  se  réduit  à 
Soit  encore 
elle  se  réduit  à 


c>A|j        ^^At3        t^Asi 
dx^  djTi  dx^ 


âxi        dXf  ~ 


(>Aj3        «^Aai        à\^i   _ 
dx'^  OXi         dXi  ' 


^âx.^        dx,i 


Les  deux  relations  entre  P  et  Q  que  nous  venons  de  trouver  sont 
vérifiées;  ce  sont,  en  effet,  deux  des  relations  exprimant  que  P-f-«Q 
est  une  fonction  analytique  de  Xt  -f-  1X2  or  0:3 -i-  ix^.  On  s'assurera 
de  la  même  manière  que  les  deux  conditions  restantes,  relatives  ù 
rintégrale  considérée,  sont  vérifiées  pour  la  même  raison.  Il  en 
est  aussi  de  même  des  conditions  relatives  à  la  seconde  intégrale  : 
nous  pouvons  donc  affirmer  que  le  théorème  de  Cauchy  s^ étend 
aux  intégrales  doubles, 

16.  Le  théorème  qui  vient  d'être  établi  peut,  comme  dans  le  cas 
d'une  seule  variable,  s'énoncer  sous  une  autre  forme.  Considérons, 
dans  l'espace  à  quatre  dimensions  {x^^  x^i  ^3,  X4),  une  surf  ace 
fermée;  une  telle  surface,  par  exemple,  pourra  être  obtenue  en 
prenant 

ir/=  ?i(w,^}         (1=1,   -î,  3,  4), 


276  CHAPITRE   JX. 

les  (f  étant  des  fonctions  de  u  et  Vj  périodiques  par  rapport  à  i/  el 
par  rapport  à  p.  Nous  pouvons  énoncer  le  théorème  suivant,  qui 
n'est  qu'une  autre  forme  de  la  proposition  du  paragraphe  pré- 
cédent : 

L'intégrale 

j  j  ^{3e,y)dxdy, 

prise  le  long  d'une  surface  fermée,  sera  nulle. 

On  sous-entend  dans  cet  énoncé  que  la  surface ^eut,  par  une  dé- 
formation continue,  se  réduire  à  un  point  ou  à  une  courbe,  de 
telle  manière  que,  pour  l'ensemble  des  valeurs  Ae  x  ti  y  ren- 
contrées par  la  surface  pendant  cette  déformation,  la  fonction  F 
ne  cesse  d'être  bien  déterminée  et  continue.  La  démonstration  est 
immédiate;  en  eifet,  on  pourra  alors  réduire  la  surface  à  un  point 
ou  à  une  courbe  par  une  déformation  conlin ae  et,  pendant  cette 
déformation,  la  valeur  de  l'intégrale  ne  changera  pas  :  or  la  valeur 
de  l'intégrale  double  ne  peut  être  que  zéro,  puisque  Taire  de  la 
surface  d'intégration  tend  vers  zéro. 


IV.  —  Des  résidus  des  intégrales,  doubles  de  fonctions 
rationnelles  {^). 

17.  Si  une  surface  fermée  ne  peut  être  réduite  à  un  point  ou 
à  une  courbe,  par  une  déformation  continue,  sans  rencontrer  des 
systèmes  de  valeurs  dej^eldey,  pour  lesquelles  F(.r,  v)  devienne 
infmie  ou  indéterminée,  la  valeur  de  l'intégrale  pourra  être  diffé- 
rente de  zéro  :  on  appelle  alors  celle  valeur  un  résidu  de  l'inlé- 
grale  double.  Dans  ce  qui  va  suivre,  nous  nous  bornerons  au  cas 
où  le  continiiiini  d'intégrafîon  roslc  loul  entier  à  distance  finie. 


(')  La  nolion  de  résidu  des  intégrales  doubles  de  fonctions  rationnelles  est  duc 
à  M.  Poincaré  [Sur  les  résidus  des  intégrales  doubles  {  Acfa  Mathemalica, 
t.  I-V)].  Le  point  de  vue  auquel  nous  nous  plaçons  ici  est  celui  que  j'.ii  adopté 
dans  mon  Mémoire  sur  les  fonctions  algébriques  de  deux  variiibbs  {Journal  de 
Mathématiques,  i88«j),  et  dans  une  Note  du  Tome  CXMV  des  Comptes  rendus. 

Nous  supposons,  dans  celte  section,  que  le  lecteur  connaît  la  théorie  des  inté- 
grales abéliennes;  cette  théorie  sera  développée  dans  un  Chapitre  suivant. 
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Prenons  d'abord  nn  exemple  très  simple;  soit  l'intégrale 


P(j?,  y)  étant  une  fonction  liolomorphe  de  j?  et  y  dans  le  voisi- 
nage de  J7  =  0,^  =  0.  Je  considère  la  surface  définie  par  les  deux 
équations 

les  paramètres  réels  u  el  v  variant  de  o  à  air  :  c'est  une  surface 
fermée.  La  valeur  de  l'intégrale  sur  cette  surface  est 


-  f       f     P  (  R  e«^  R'c*'^  )  du  dç, 

dont  la  valeur  est  manifestement 

—  Î7rïP(o,o). 

On  aurait  pu  prendre,  comme  surface  d'intégration,  l'ensemble 
de  deux  courbes  fermées  C  et  C  entourant  une  fois  l'origine  dans 
les  plans  respectifs  des  variables  x  et  r.  Le  résultat  aurait  été  le 
même.  Suivant  le  sens  d'intégration  sur  les  deux  courbes  C  et  C, 
on  peut  obtenir  des  résultats  de  signes  différents. 

L'intégrale  double 

nous  donne,  dans  les  mêmes  conditions, 

-   K^lw^f  "  f  ''^i:^e-f,Ke-i)e-^"^-y)ute-^n-x).(dudv), 

ei,  en  développant  ^{x^y)  suivant  les  puissances  de  x  et  j', 
restera  simplement,  comme  valeur  de  l'intégrale, 

47:^  /     d'n+n-l  p     \ 

(  //i  —  I  )  î  C  /«  —  I  )  1  \  ÔT"^    »  dy>*    «  /  ,   -  n' 

y  -  0 

18.  Présentons  immédiatement  quelques  considérations  géné- 
rales. Soit  l'intégrale 

/    /    4  /    '  ^ — dxdy. 
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P  et  A  étant  deux  polynômes  en  x  et  y,  réductibles  ou  irréduc- 
tibles. Pour  une  valeur  donnée  à  y^  l'équation  en  x 

\(T,y)  =  o 

a  un  certain  nombre  de  racines.  Traçons  dans  le  plan  de  la  va- 
riable X  un  contour  fermé  C  contenant  à  son  intérieur  un  certain 
nombre  de  racines 

de  l'équation  précédente.  Quand  r  varie  d'une  manière  continue, 
les  X  varient  d'une  manière  continue;  déformons  en  même  temps 
d'une  manière  continue  le  contour  C  de  façon  que  les  racines 
Xij  X'ii  .  .  .,  *^a  restent  toujours  à  son  intérieur  et  que  les  racines 
de  Téquation  Â,  primitivement  extérieures  à  C,  lui  restent  toujours 
extérieures.  Supposons  que  la  variable  y  décrive  alors  dans  son 
plan  un  contour  fermé  F  tel  que,  quand  elle  revient  au  point  de 
départ,  les  racines  j^,,  x^^  ..  .,  x^  reprennent  la  même  valeur 
ou  soient  seulement  permutées  entre  elles,  et  que  le  contour  C 
puisse  à  l'arrivée  reprendre  la  même  position  qu*au  départ.  Dans 
ces  conditions,  l'ensemble  des  courbes  C,  correspondant  aux  di- 
vers points  de  F,  peut  être  regardé  comme  formant  un  contînuum 
fermé  à  deux  dimensions  dans  l'espace  à  quatre  dimensions.  La 

fonction  rationnelle 

Vir,  y) 

reste  finie  pour  tous  les  points  de  cette  surface,  et  la  valeur  corres- 
pondante de  l'intégrale  double  est  en  général  différente  de  zéro. 

19.  Faisons  une  première  application  de  ces  généralités.  Nous 
envisageons  l'intégrale 

(^  et  II  étant  deux  poljnomes,  et  nous  supposons  que  le  point 
X  r-=  Oj  )•  =1:  o  soit  nu  point  simple  de  rencontre  des  deux  courbes 
Q  =  o  et  R  =  o.  Pour  une  valeur  de  r  voisine  de  zéro,  Téqualion 
Q  :^-  o  a  une  racine  j'i  voisine  de  zéro,  et  l'équation  R  =  o    une 
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racine  x^  voisine  de  zéro,  de  telle  sorte  que 

Prenons  comme  courbe  C  une  courbe  dans  le  plan  des  J7  enlou- 

Fig.  29. 


rant^Ti  et  laissant  j^a  à  son  extérieur.  Quand  la  variable  j'  décrit 
autour  de  l'origine  une  courbe  fermée  F  suffisamment  petite,  les 
points  x^  et  X2  reviennent  à  la  fin  à  leur  position  initiale,  et  si  C, 
en  se  déformant,  reste  suffisamment  rapproché  de  J7|,  il  laissera 
toujours  X2  à  son  extérieur.  On  peut  par  exemple  supposer,  si 
Ton  veut,  que  C  est  un  cercle  de  rayon  assez  petit,  ayant  x^  pour 
centre. 

Cherchons  la  valeur  de  l'intégrale  prise  le  long  de  la  surface 
fermée  correspondant  à  F  et  à  l'ensemble  des  courbes  C.  Laissant 
d'abord  y  constant,  nous  avons  à  prendre,  dans  le  plan  des  x^ 
l'intégrale 

U  faut  donc  calculer  le  résidu  par  rapport  à  x^  de  la  fonction 
rationnelle 

Nous  avons,  pour  valeur  de  cette  première  intégrale, 

et  il  faut  prendre  maintenant  dans  le  plan  des  r 
^r.i  f ^^^^^1^ dy. 

Au  dénominateur,  K{Xi.,y)  est  une  fonclion  de  ^'  s'annulanl 
pour  j'  =  o.  Or,  le  résidu  pour  >'  =  o  de  la  fonclion  sous  le  signe 
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d'iDlégralion  est 

IN  0,0) 


Q-<o,o)[i^R(x.,^-)]^^^ 

Or 

£Q 

âxt 


On  trouve  donc,  pour  la  valeur  de  Tîntégrale, 

P(o,:o) 
\ Oy  dx        dx  dy  I X- 0 


V=0 


f  II  est  aisé  de  vérifier  que,  si  l'on  avait  pris  un  contour  C  enve- 
loppant les  deux  racines  x^  et  x^^  la  valeur  de  Tintégralc  aurait 
été  nulle. 

20.   Un  cas  présentant  une  grande  analogie  avec  celui  qui  vient 
de  nous  occuper  est  celui  011  Ton  aurait  Pintégrale 


la  courbe  A(jr,  i')  =  o  ayant  un  point  double  à  l'origine.  Nous 
avons  pour  j'  voisin  de  zéro  deux  racines  Xx  et  x^'t  nous  consi- 
dérons les  mêmes  courbes  que  plus  haut.  On  a  alors  à  calculer 

Le  résidu  de  la  fonction  sous  ^e  sij^ne  d'intégration  est 

P(()/o) 

Or,  pour  y  ^^  o,  -^  satisfait  à  l'équalion  du  second  degré 
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el  l'on  trouve  alors  de  suite  pour  valeur  de  l'intégrale  : 

P(o,o) 


—  4it« 


[^/(\';,)î-A'>A>]r=o 


Ceci  suppose  que  l'on  n'a  pas  un  point  de  rebroussement.  Dans 
ce  cas,  les  deux  racines  Xt  el  X2  se  permutent  quand  ^  tourne 
autour  de  l'origine,  et  pour  que  la  sur/ace  considérée  soit  fermée, 
il  faut  que  y  tourne  deux  fois  autour  de  l'origine.  On  a  alors  à 
prendre  l'intégrale 

le  long  d'une  courbe  entourant  deux  fois  l'origine,  el  l'intégrale 
est  nécessairement  nulle. 

21.  Après  ces  exemples,  revenons  aux  considérations  générales 
du  §  18.  Le  cas  le  plus  simple  serait  celui  où  le  contour  C  ne 
contiendrait  qu'une  seule  racine  x^  à  son  intérieur;  il  faudrait 
alors  que  le  contour  F  du  plan  des  y  fût  un  cycle  pour  la  racine  X\ 

de  l'équation 

A(^i,^)  =  0, 

de  telle  sorte  que  Xx  revienne  à  sa  valeAr  initiale  quand  y  décrit  F. 
En  intégrant  d'abord,  en  laissant  j^  constant,  nous  avons 

et  l'intégrale  cherchée  est  égale  à 

Elle  est  donc  égale  à  une  période  d'une  intégrale  abéliennc 
relative  à  la  courbe  A(j:,  y )  =  o  ou  à  une  de  ses  courbes  com- 
posantes y  dans  le  cas  où  A  serait  réductible. 

Soit  maintenant  d'une  manière  générale 

lin  ensemble  de  racines  situées  dans  C  et  se  permutant  les  unes 
dans  les  autres  quandy  décrit  F.  Nous  pouvons  substituer  à  C  un 
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certain  nombre  de  courbes  fermées  de  telle  sorte  que  chacune 
d'elles  ne  contienne  que  des  racines  se  permutant  circulairemenl 
les  unes  dans  les  autres,  et  notre  surface  primitive  sera  ainsi  rem- 
placée par  un  certain  nombre  de  surfaces  plus  simples.  Il  suflira 
de  considérer  l'une  d'elles,  et  de  supposer  par  conséquent  que  C 
ne  renferme  que  jti,  x^,  .  .  .,  x^^  en  admettant  que  celles-ci  se 
permutent  circulairement.  Nous  aurons  comme  valeur  de  l'inté- 
grale 

Or,  d'autre  part,  la  courbe  F  parcourue  jjl  fois  formera  évidem- 
ment un  cycle  pour  la  racine  x^^  formons  alors  l'intégrale 

>.T.i   I  -r-, —dy 

le  long  du  cycle  ainsi  défini.  La  valeur  de  celte  intégrale  sera 
égale  à  l'expression  (2),  les  différents  termes  de  celte  expression 
correspondant  aux  différents  tours  faits  sur  la  courbe  F.  Nous 
retrouvons  donc  encorCy  comme  plus  haut,  une  période  d'in- 
tégrale  abélienne. 

Prenons,  comme  application,  l'intégrale  double 

(3,  ff^f- 

On  formera  l'intégrale  simple 

>.t:i    rdv 

~r,/  7^' 

X  étant  Hé  à  y  par  la  relation 


Les  deux  périodes  de  cette  intégrale  elliptique  de  première 
espèce  seront  les  résidus  de  l'Intégrale  double  (3). 

22.  Nous  venons  d'Indiquer  une  classe  très  étendue  de  surfaces 
fermt^es  pour  lesquelles  la  valeur  correspondante  de  l'intégrale 
double  se  ramène  à  une  période,  polaire  ou  cvclique,  d'une  inté- 
grale abélienne.  On  peut  se  demander  si  la  valeur  de  V intégrale 
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double  d^ une  fraction  rationnelle 


//^ 


^^  y) 


dx  dy. 


prise  suivant  une  surface  fermée  arbitraire,  tout  entière  à 
distance  finie ,  assujettie  seulement  à  ne  pas  rencontrer  le 
continuum  défini  par  Inéquation 

se  ramènera  à  une  somme  de  multiples  des  valeurs  que  nous 
venons  de  trouver.  La  réponse  est  affirmative,  et  c'est  ce  théo- 
rème que  nous  allons  établir. 

Si  l'on  pose  x  =  Xi-\-  ix^i  y  =y\'\-  iyn,  toute  surface  à  deux 
dimensions  sera  représentée  par  deux  relations  entre 

•^1,      -^î,      V|,     .K2. 

Nous  supposons  que  le  champ  d'intégration  ne  corresponde 
pas  à  X  arbitraire,  y  restant  constant,  auquel  cas  l'intégrale  serait 
nulle.  Nous  admettons  aussi  que  le  polynôme  A(j7,jk)  et  ses 
divers  facteurs  irréductibles  (s'il  est  réductible)  contiennent  si- 
multanément X  el  y,  comme  on  peut  toujours  le  supposer,  en 
ayant  fait  préalablement  une  substitution  linéaire. 

Pour  une  valeur  donnée  à  y^,  l'équation 

\(cF,  y)  =  o, 
ou,  ce  q.ui  revient  au  même,  les  deux  équations 

,  ,  ,  [H^,y)=  Vi-+-«A,] 

définissent  un  ensemble  de  valeurs  de  ^i,  x^^  yi  que  l'on  peut 
regarder  comme  représentant  un  certain  nombre  de  courbes 
gauches  a  dans  l'espace  à  trois  dimensions  (x^  x^i  yx)*   Chaque 

plan 

>'j  =  consl. 

rencontre  les  courbes  a  en  un  certain  nombre  de  points  toujours 
en  même  nombre,  à  savoir  le  nombre  des  racines  de  l'équation 
\{x^y)  =  o  pour  une  valeur  arbitraire  donnée  à  y.  Sauf  pour 
certaines  valeurs  de  j'a  en  nombre  fini,  l'ensemble  des  courbes  a 
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ne  présenle  pas  de  points  multiples;  les  valeurs  de  j'2,  pour  les- 
quelles cet  ensemble  a  un  point  multiple,  correspondent  aux. 
coefficients  de  i  dans  les  valeurs  de  y  pour  lesquelles  Téquation 
A(a?,  y)=  o  a  une  racine  multiple. 

Ceci  posé,  revenons  à  notre  surface  fermée  S  d'intégration 
conçue  tout  à  fait  d'une  manière  générale.  La  surface  étant  tout 
entière  à  distance  finie,  il  n'y  aura  de  points  de  la  surface  que  pour 
des  valeurs  dey^  comprises  entre  deux  certaines  limites  ai  et  a^ 
(a,  <  ^2).  Quand  ^2  en  croissant  devient  égale  à  a« ,  une  courbe 
correspondante  commence  h  paraître  sur  S.  Deux  cas  peuvent  se 
présenter  :  ou  bien  cette  courbe  se  réduit  à  un  point,  ou  elle  est  la 
limite  de  deux  courbes  qui  sont  venues  se  confondre;  dans  toute 
autre  hypothèse  la  surface  ne  serait  pas  fermée.  La  courbe  ne  peut 
d'ailleurs,  pour  ^2=^1?  se  réduire  à  un  point  si  l'on  veut  que 
l'intégrale  soit  difi*érente  de  zéro,  car  pour  j'2  arbitraire  la  courbe 
correspondante,  extension  de  ce  point,  ne  tournerait  pas  autour 
des  courbes  a,  et  l'on  pourrait,  par  une  déformation  continue, 
réduire  à  zéro,  sans  rencontrer  aucune  singularité,  une  portion 
fermée  de  la  surface.  Nous  avons  donc  pour^'2=  ^i  "ï^c  certaine 
courbe,  enveloppant  quelques-unes  des  lignes  a;  quand«>'2  croît, 
cette  courbe  se  dédouble,  et  l'on  a  ainsi  pour  j'2  arbitraire  des 
couples  de  courbes  qui,  pendant  la  variation  continue  de  )'2i  "e 
peuvent  disparaître  que  deux  par  deux  en  venant  à  coïncider. 
Nous  désignerons  par  C  une  de  ces  courbes  correspondant  i\  une 
valeur  d'ailleurs  quelconque  de  >'2. 

Considérons  alors  une  courbe  C  et  les  lignes  a  qui  corres- 
pondent à  la  même  valeur  de  ^'2.  Par  cette  courbe  C  faisons  passtîr 
une  surface  S  ayant  C  pour  contour.  Cette  surface  rencontrer;! 
une  ou  plusieurs  lignes  a;  soient  M  ces  points  de  rencontre.  Une 
tléformation  continue  de  C  permettra,  en  supprimant  des  lignes 
|)arcourues  deux  fois  en  sens  inverse,  de  la  réduire  à  de  petites 
courbes  entourant  les  points  M.  On  pourra  ensuite  déplacer  ces 
dernières  courbes  de  manière  qu'elles  soient  chacune  dans  un  plan 

yi  —  const., 

toutes  ces  réductions  et  tous  ces  déplacements  s'efVectuant  d'ail- 
leurs sans  traverser  les  lignes  a. 

De  cette  façon  nous  avons  remplacé  la  surface  initiale  S  piu* 
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un  certain  nombre  de  surfaces  engendrées  par  une  petile  courbe 
située  dans  un  plan 

.Vi  =  K, 

K  étant  une  constante,  qui  varie  avec  ^2  suivant  une  loi  en  grande 
partie  arbitraire.  Chacune  de  nos  nouvelles  surfaces  rentre  dans 
le  type  des  surfaces  étudiées  au  paragraphe  précédent;  Tensemble 
des  valeurs  de  j'2  et  de  yi  donne  sur  le  plan  de  la  variable  y 
une  courbe  fermée,  et  à  chaque  point  de  cette  courbe  fermée 
correspond  une  petite  courbe  dans  le  plan  de  la  variable  x.  Le 
théorème  est  donc  établi. 

Il  est  donc  démontré  que  tout  résidu  de  lUntégrale  double 

V  { jr,    y  )  Ht  fh- 


f.r 


A(^,7) 


peut  être  regardé  comme  une  période  logarithmique  ou  cj  - 
clique  d'une  intégrale  abélienne. 

23.  Considérons,  comme  application,  une  intégrale  doubla 
étudiée  il  y  a  longtemps  déjà  par  Didon  [Sur  une  formule  de 
Calcul  intégral  (Annales  de  l'Ecole  Normale,  1873)].  Ce  géo- 
mètre, guidé  sans  doute  par  la  pensée  de  trouver  le  nombre  des 
racines  communes  à  deux  équations  simultanées 

fi-r.y)  =  0,        ©(^,r)  =  o- 

racines  pour  lesquelles  Vx  fût  compris  dans  un  certain  contour  (] 
du  plan  des  x,  tandis  que  Vy  devait  être  à  l'intérieur  d'un 
contour  C  du  plan  des  y^  considéra  l'intégrale  double 

r    ridjrdy 
^'•^  J    ~f~' 

OÙ  A  =  -T"  T-  —  3^  ^»  'a  variable  x  décrivant  C  et  la  variable  r 
dx  dy         ôy  ox 

décrivant  C.  On  suppose,  bien  entendu,  qu'il  n'^  a  pas  de  sjs- 

t(*me  (j7,  y)  annulant  soit  /,  soit  o  pour  lequel  x  soit  sur  C  et  y 

sur  C   Celle  intégrale  offre  évidemment  une  certaine  analogie 

avec  rinlégrale  de  Cauchj 

àf 
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qui  est  égale  au  produit  par  2Tzi  du  nombre  des  racines  contenues 
dans  C. 

Didon  démontre  que  l'intégrale  (4)  est  égale  au  produit  de 
(a-ni)*  par  un  nombre  entier,  mais  ici  ce  nombre  entier  n'a,  eu 
général,  aucune  relation  avec  le  nombre  des  racines  communes 
aux  deux  équations.  Au  point  de  vue  où  nous  sommes  placé,  le 
résultat  de  Didon  devient  évident,  et  l'on  peut  même  lui  donner 
une  forme  plus  générale  en  considérant  l'intégrale  double 

'  A  rix  dy 


IS- 


/? 


étendue  à  une  surface  fermée  quelconque  à  deu\  dimensions  S 
de  l'espace  à  quatre  dimensions,  pourvu  que  sur  celte  surface  fo 
soit  toujours  différent  de  zéro.  Posons 

à  la  surface  S  de  l'espace  à  quatre  dimensions  (j7,  y)  correspond 
une  surface  fermée  S  de  l'espace  (X,  Y);  on  a  donc  à  considérer 
l'intégrale  double 


//^ 


d\  d\ 


Or  tous  les  résidus  de  cette  intégrale  double  sont  égaux  à  un 
multiple  de  (zizi)^;  on  a  donc  pour  valeur  de  l'intégrale  (4)  une 
expression  nécessairement  de  la  forme 

p  étant  un  entier  positif  ou  négatif. 

Il  serait  facile  de  démontrer  directement  ce  résultat  sans  re- 
courir à  aucune  théorie  sur  les  intégrales  de  fonctions  de  deux 
variables  complexes;  c'est  ce  que  fait  Didon.  Considérons  d*al)ord 
l'intégrale 


ff 


/    dxdy 


Désignons  par  x^  et  Vq  les  valeurs  iniliaies  d'iulcgration  sur  C 
et  C;  prenons  une  détermination  initiale  de 

log/CJ-o.^o)' 
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et,  dans  la  suite,  log/(x,^')  désignera  la  détermination  obtenue  du 
logarithme,  quand  x  ^\,  y  ont  marché  respeclivemenl  sur  C  et  (7 
depuis  x^  et  j'o  dans  le  sens  positif.  En  intégrant  par  parties, 
ou  a 

d£    do 

'^^/(•^oO*)  indique  la  valeur  de   logy*(x,j^)  quand  x  revient 
.    en  x^\  la  différence  des  logarithmes  qui  figurent  dans  Tintégrale 
double  du  second  membre  est  donc  égale  à  S4  7w//w,  m  étant  un 
enlier.  On  a  de  la  même  manière 

et  la  valeur  de  log/(x,  j''^)  —  log/(j:-,^'o)  est  égale  à  2Tzinj  n  étant 
un  entier.  La  valeur  de  l'intégrale  (4)  se  met  alors  sous  la  forme 

or  on  a  évidemment 

m'  et  n!  étant  des  entiers;  nous  arrivons  donc  à 

—  .\t.-{  mil    -  m'//), 

qui  est  bien  de  la  forme  voulue.  La  signification  des  entiers  m 
et  n  est  d'ailleurs  immédiate,  mais  le  coefficient  de  —  /\t^^  peut 
avoir  une  valeur  absolue  différente  du  nombre  des  racines  des 
équations  f==o^  'f  =  ^;  pour  lesquelles  Yx  est  compris  dans  C 
et  Vy  dans  G . 

C'est  par  une  tout  autre  voie  qu'on  pourrait  obtenir  le  nombre 
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des  racines  des  deux  équations 

pour  lesquelles  Vx  est  contenu  dans  le  contour  C,  et  Vy  contenu 
dans  le  contour  C.  On  sait,  en  effet,  qu'on  peut  représenter  (*) 
par  une  intégrale  triple  le  nombre  des  racines  des  deux  équations 
précédentes  contenu  à  l'intérieur  d'un  continuum  fermé  ïà  trois 
dimensions  situé  dans  l'espace  à  quatre  dimensions  (x^j');  celte 
intégrale  triple  est  étendue  à  ce  continuum  S.  Il  suffira  ici  de 
prendre  pour  continuum  £  la  somme  du  continuum  obtenu  en 
donnant  à  x  une  position  quelconque  à  l'intérieur  de  C  tandis 
que  y  reste  sur  C,  et  du  continuum  analogue  qui  correspond  à  x 
restant  sur  C  tandis  que  y  occupe  une  position  quelconque  à  l'in- 
térieur de  C.  La  solution  du  problème  proposé  est  donc  fournie 
par  une  intégration  triple,  et  non  par  une  intégrale  double. 

24.  Faisons,  en  terminant,  une  remarque  importante  (^),  qui 
accuse  une  différence  profonde  entre  la  théorie  des  intégrales 
doubles  de  deux  variables  complexes  et  celle  des  intégrales 
simples  d'une  variable  complexe.  Dans  cette  dernière  théorie  on 
ne  peut  faire  passer  le  chemin  d'intégration  par  un  point  oii  la 
fonction  devient  infinie  :  bornons-nous  aux  intégrales  de  fractions 
rationnelles;  l'intégrale 


/ 


Q(-) 


n'a  aucun  sens,  si  le  chemin  d'inlégralion  passe  par  une  racine 
du  polynôme  Q(3),  11  peul  en  êlre  aulremenl  dans  le  cas  des 
intégrales  doubles;  soit  l'intégrale 


// 


P(T.y),     , 
djr  a  y. 


Elle  pourra  avoir  un  sens  bien  déterminé  si  la  surface  d'inté- 
gration S  rencontre  le  continuum  défini  par  l'équation 

Q{T.r)  --0. 


(*)  On  peut  consulter  le  Chapitre  VII  de  ce  Volume,  uù  sont  exposés  les  ira- 
vaux  de  Kronecker  et  de  M.  Picard  sur  ces  questions. 

(^)  Celle  remarque  a  été  faile  par  M.  Poincaré  dans  le  Mciiioire  déjà  cité 
{Acta  mathematica,  t.  IX,  p.  36.S). 
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Il  en  sera  ainsi  si  les  points  de  rencontre  des  continuum  S  et  Q 
ne  forment  pas  une  ligne,  c'est-à-dire  sont  des  points  isolés,  et  si 

P         .         .        . 
en  ces  points  le  quotient  ^  devient  infini  seulement  du  premier 

ordre.  On  sait,  en  effet,  qu'une  intégrale  double  ordinaire  a  un 
sens,  quand  Télément  devient  infini  en  un  point  Â,  pourvu  que  la 

fonction  sous  le  signe  d'intégration  soit  de  l'ordre  -*  en  désignant 

par  p  la  distance  du  point  variable  au  point  Â. 
Prenons,  comme  exemple,  l'intégrale 


//; 


;  dx  dy, 


ax  -h  by 

le  rapport  j-  n'étant  pas  réel.  Supposons  que  la  surface  S  d'inté- 
gration corresponde  à  un  ensemble  de  valeurs  réelles  de  x  et  v, 
parmi  lesquelles  se  trouvent  x  =  y=:o.  L'intégrale  aura  un  sens, 
quoique  la  fonction  sous  le  signe  d'intégration  devienne  infinie 
pour  j7  =  o,  ^  =  o  [nous  supposons  P(o,  o)  y^  o].  Nous  pouvons, 
en  effet,  sur  S,  poser 

jr=pcos6,        j'  =  psin6, 
p  et  6  étant  réels  ;  nous  avons  nlors  l'intégrale 

rrP(pcose.psinO)^^^^ 
J  J     acosO-HosinO      ' 

Avec  l'hjpolhùse  faite  sur  le  quotient  ^>  le  dénominateur  ne 

peut  s'annuler  pour  une  valeur  réelle  de  6,  et  l'intégrale  a,  par 
suite,  une  valeur  parfaitement  déterminée.  Le  conlinuum  d'inté- 
gration et  le  continuum 

ax  -+-  h  y  =  o 

ont  ici,  comme  seul  point  de  rencontre,  Torigine.  Les  circon- 
stances seraient  autres  si  j  était  réel;  il  y  aurait  alors  une  courbe 

de  rencontre  entre  les  deux  continuum  et  l'intégrale  n'aurait  au- 
cun sens. 

Revenons  au  cas  général  de  l'intégrale 


// 


jr- — ^  (Ix  dy, 


p.  -  II. 
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et  supposons  que  ia  surface  d'intégration  S  rencontre  en  un  point 
le  continuuni  Q.  On  déforme  la  surface  S  en  lui  laissant  le  inéme 
contour.  Le  point  de  rencontre  (x^r)  avec  Q  va  se  déplacer; 
il  va  passer  de  la  position  Â|  de  coordonnées  (^i,^i)  à  la  posi- 
tion Aa  de  coordonnées  {x2^  y 2)-  La  valeur  de  l'intégrale  ne  restera 
pas  constante,  comme  dans  le  cas  où  S  ne  rencontrait  pas  Q;  il 
est  facile  de  trouver  la  différence  des  valeurs  finale  et  initiale  de 
l'intégrale.  Cette  différence  sera  égale  à  la  valeur  de  l'intégrale 
prise  le  long  de  la  surface  engendrée  par  une  courbe  infiniment 
petite  entourant  le  point  x^  racine  de  Téquation 

quand  (x^y)  se  déplace  de  (j?i,  yi)  à  (x^jy^)]  elle  sera  donc 
égale  à  l'intégrale  simple 


,(^,.r«) 


comme  on  le  voit  de  suite,  en  faisant  des  calculs  analogues  à  ceux 
du  §21. 


rv.  —  Formule  de  Lagrange  pour  une  et  deux  équations. 

25.  Nous  terminerons  ce  Chapitre  en  démontrant  une  formule 
célèbre  due  à  Lagrange.  Cette  formule  établie  par  le  grand  géo- 
mètre pour  le  cas  d'une  seule  équation  a  été  étendue  par  Laplace 
à  deux  ou  plusieurs  équations.  On  peut  traiter  les  deux  cas  par 
une  méthode  analogue;  aussi,  pour  ne  pas  les  séparer,  avons- 
nous  placé  ici  l'étude  de  cette  importante  série. 

La  série  de  Lagrange  a  pour  objet  d'obtenir  l'une  des  racines 

de  l'équation 

z  —  a  —  a/(2)  =  o, 

développée  suivant  les  puissances  de  a,  ou,  plus  généralement,  le 
développement  d'une  fonction  holoniorphe  quelconque  de  cette 
racine.  Nous  allons  suivre  la  même  marche  que  M.  Hermite  dan  s 
son  Cours  lithographie  de  la  Faculté  des  Sciences  (4*  édition, 
p.  182);  nous  renverrons  aussi  à  cet  Ouvrage  pour  la  bibliogra- 
phie de  la  question. 
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Nous  démontrerons  d'abord  un  lemme  préliminaire.  Soient  F 
et  ^  deux  fonctions  holomorphes;  les  équations 

F  =  o,        F-i-4>  =  o 

ont  le  même  nombre  de  racines  comprises  dans  un  contour  fermé 
S,  sous  la  condition  que,  tout  le  long  de  ce  contour,  on  ait  con- 
stamment 


<i. 


La  dilTérence  entre  le  nombre  des  racines  de  ces  deux  équations 
comprises  à  l'intérieur  de  S  est,  en  effet. 


qui  peut  s'écrire 


^./^.og(..î). 
<;  I  tout  le  long  de  S,  il  en  résulte  que  cette  inté- 


et,  puisque 

grale  est  nulle. 

Appliquons  ce  résultat  à  l'équation 

z  —  a  —  ^f(s)  =  o. 

On  suppose  que  a  représente  un  point  situé  à  l'intérieur  d'un 
contour  S,  et  que  la  constante  a  soit  assez  petite  pour  que  l'on 
ait  sur  ce  contour 


(H) 


<i, 


ce  qui  peut  évidemment  être  réalisé.  Alors  l'équation  proposée 
aura,  à  l'intérieur  du  contour,  le  même  nombre  de  racines  que 
Féqualion  >3  =  a,  c'est-à-dire  une  seule  :  c'est  cette  racine  que 
nous  allons  envisager  dans  la  suite. 

26.  Soit  donc  2^  la  racine,  contenue  dans  S,  de  l'équation 

F(^)  =  o, 

en  posant  F(5)  =  z  -^  a  —  a/(3). 
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En  désignant  par  11(2)  une  fonction  holomoqphe  quelconque 
de  Zy  on  aura 

n(;)  ^    1     rn(z)dz 

Or  on  peut  développer  ^        en  série  suivant  les  puissances 
de  a 

série  qui  converge  d'après  Tinégalilé  (8). 
Nous  aurons  donc  le  développement 

Pour  être  entièrement  rigoureux,  il  eût  fallu  considérer  le  reste 
dans  le  développement  (9),  et  montrer  que  son  intégrale  tendait 

vers  zéro  avec  -;  mais  il  est  inutile  de  s'arrêter  sur  ce  point  qui 

se  traite  de  la  même  manière  que  dans  la  démonstration  de  la  série 
de  Taylor  diaprés  Cauchj. 

L'expression  du  coefficient  J;,  est  facile  à  trouver.  Nous  avons 
vu,  en  effet,  que  l'on  a  d'une  manière  générale 

Dg*r>(a)  _  _i_    r    ^(z)dz 
i.'À...n   ~  iT.iJ^  {z  —  a)"-^»' 

ce  qui  donne 

,    _  13;i|/"(n)ll(  a  .] 

On  a  donc  le  développement 

n(;)  _-^a^D2[/^(a)ll(a)]  .  ^^ 

ftô"2- txttt; (/i  =  o, ,,.,  ..... 

De  ce  développement,  on  peuten  déduire  un  second,  en  posani 
^(v)  étant  une  fonction  holomorphe  arbitraire  de  z.  11  vient 


>(o=2 


t"D:\\\f"{a)^{a)\x-0Lf\a)\^ 
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el,  en  groupant  les  termes  qui  correspondent  à  une  même  puis- 
sance de  a,  on  a,  après  des  réductions  immédiates, 

4»(!;)  =  'l>(a)-+-^ ^\.^     ^[ (n  =  i,  2,   ...). 

Pour  les  applications  de  cette  formule,  nous  renverrons  au 
Cours  de  M.  Hermile,  où  Ton  trouvera,  en  particulier,  une  élude 
approfondie  de  Téquation  connue  en  Astronomie  sous  le  nom 
adéquation  de  Kepler, 

27.  Comme  nous  l'avons  dit  plus  haut,'  Laplace  a  généralisé 
la  formule  de  Lagrange  en  considérant  deux  équations 

ar— a  — a/(ar,  ^)  =0, 

iNous   supposons  que  f  el  ^  soient  des  fonctions  holomorphes 
de  ^  et  ^  (*). 

Il  importe  d'abord  de  bien  préciser  le  système  de  racines  que 
nous  allons  envisager.  On  suppose  que  x  el  y  restent  respective- 
ment à  l'intérieur  de  deux  contours  C  et  C;  a  est  à  l'intérieur 
du  contour  C  et  6  à  Tinlérieur  du  contour  C.  Quand  y  a  une  va- 
leur arbitraire  à  l'intérieur  de  C,  si  l'on  choisit  la  constante  a 
assez  petite  pour  que 


(10) 


X  —  a     I 


X  décrivant  le  contour  C,  on  est  assuré  que  l'équation  en  x 
X—  a  —  a/(x,y)z=o 

a  une  racine  et  une  seule  à  l'intérieur  de  C,  et,  d'après  le  théo- 
rème général  sur  les  fonctions  implicites,  cette  racine  x  sera 
fonction  holomorphe  de  a  ely. 

Nous  la  substituons  dans  l'équation 


(')  Comparer  avec  le  §  5  du  Mémoire  de  M.  Puincaré,  intitulé  :  Méthode  de 
V.  Stieltjes. 
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si  ^  est  assez  petit  pour  que 

(11) 

??(^,r) 

< 

X  étant  quelconque  à  l'intérieur  de  C,  eiy  décrivant  le  contour  C, 
celte  équation  en  y  aura  une  seule  racine  contenue  dans  G.  Ainsi, 
moyennant  les  deux  inégalités  (lo)  et  (i  i),  on  est  assuré  que  les 
deux  équations  proposées  ont  un  système  de  racines  (^,  y)  et  un 
seul,  pour  lequel  x  ei  y  sont  respectivement  à  Tintérieur  des 
courbes  C  et  G'.  Nous  désignerons  par  (Ç,  tj)  ces  racines. 

28.  Nous  avons  calculé  (§  18)  la  valeur  de  l'intégrale 


// 


¥(x^  y)dx  dy 

P(^,r)Q(^,r)' 


en  prenant  une  certaine  surface  d'intégration.  Posons  ici 
P(^»  y)=x  —  a  —  oi/{x,  y), 

Considérant  toujours  les  deux  contours  C  et  C  du  paragraphe 
précédent,  voyons  si  les  conditions  du  §  19,  sous  lesquelles  nous 
avons  fait  le  calcul  de  l'intégrale,  sont  vérifiées. 

Tout  d'abord  nous  avons  à  vérifier  que  ni  l'une  ni  l'autre  des 
fonctions  P  et  Q  ne  s'annule  quand  x  el  y  sont  respectivement 
sur  C  et  C.  Or  il  en  est  bien  ainsi,  puisque 


«/ 


<i, 


P? 


<i, 


quand  x  el  y  sont  respectivement  sur  C  et  G,  En  second   lieu, 
et  pour  la  même  raison,  Téqualion  en  x 

a:  — a  — «/(j-,  ^)  =  o 

aura  une  racine  à  l'intérieur  de  C^y  étant  sur  G.  Enfin  Téquation 
en  X 

n'aura  pas  de  racine  à  l'intérieur  de  C,  y  étant  toujours  sur  C, 
puisque,  d'après  nos  hypothèses,  x  étant  quelconque  à  l'intérieur 
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y^b 


<i. 


Ainsi,  en  prenant  comme  sur/ace  d'intégration  les  coiirbes  C 
et  G  parcourues  positivement,  nous  avons 


J  J   (x-a- 


F(:r,^) 


«/)(r-^-P?) 


dx  dy  =  - 


rD(p,Q)]     ' 


y^fi 


(Ç,  7j)  désignant,  comme  il  a  été  dit,  la  racine  commune  à  P  =  o, 
Q  =  o. 

Nous  allons  maintenant  suivre  absolument  la  même  marche  que 
dans  le  cas  d'une  seule  variable.  Nous  pouvons  développer  en  série 
les  deux  fonctions 


et 


X  —  a  —  a/  y  —  b  —  p©' 


puisq 


ue 


«/ 


<i         et 


bo 


<i; 


on  a  ainsi 


\y-f> 


{T  —  a  —  j.f)(y—b  —  ^^) 
Nous  avons  donc  la  formule 


^1  aWM/iy//lm/l 

—  p©)  ~2d{x  —  a  )"»-^»  (y  —  b )"-»-»  ' 


[D(:r,^)J.=  l 


■  < 


OU 


celte  intégrale  double  étant  prise  dans  les  mêmes  conditions  que 
rintégrale  dont  nous  sommes  parti.  Or  nous  avons  déjà  calculé  la 
valeur  de  celte  intégrale;  on  a 

-       __  —  47:«  ^m-H/»[F(a,  b)f'f^(a,b)^"(a,  b)] 

""*~   i.i...m.i.2.../i  da'ndbn  ' 
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Cl  l'on  a  enfin  la  formule 

F(S,T))  _  'y^  OL»'^»  d'"-^"lF(a,  b)f'n{a,b)^"{a,  b)] 

[D(l%  Q)l  ^  1.2...//I.I.9..../J  da»*  db'' 

qui  rappelle  complètement  la   première  forme  de  la  formule  de 
Lagrange  pour  une  variable. 

D'une  manière  toute  semblable,  on  obtiendrait  une  seconde 
formule,  donnant  le  développement  de  la  fonction  <I>(Ç,  tj),  en  po- 
sant 

Nous  n'écrirons  pas  ce  développemeul  dont  les  coefncients  sont 
moins  simples  que  dans  le  ras  d'une  variable. 
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CHAPITRE  X. 

SUR  LA  REPRÉSENTATION  CONFORME. 


I.  —  Quelques  remarques  générales.  Arcs  analytiques. 

i.  Nous  avons  déjà  Indiqué  (t.  l,  p.  45'{)les  propriétés  élémen- 
taires de  la  représentation  conforme;  nous  voulons  maintenant 
nous  occuper  particulièrement  de  la  représentation  conforme  d'une 
aire  donnée  sur  une  autre  aire  également  donnée.  Mais,  avant  d'a- 
border ce  problème,  faisons  quelques  remarques  générales. 

Soit 

(•)  Z=/(^), 

/{z)  étant  une  fonction  holomorphe  dans  le  voisinage  de  z  =  a  cl 
/'{ci)  étant  différent  de  zéro;  en  posant /(a)  =  6,  d'après  le  théo- 
rème démontré  (Cliap.  IX,  §9),  on  peut,  autour  de  «  et  6  comme 
centres,  décrire,  dans  les  plans  respectifs  des  variables  z  et  Z,  des 
cercles  y  cl  F  tels  que,  pour  une  valeur  de  Z  contenue  dans  F,  Fé- 
qualion  (i)  n'ait  qu'une  seule  racine  z  contenue  dans  y;  de  plus, 
la  fonction  implicite  z  est  une  fonction  holomorphe  de  Z  dans  F. 
Aux  points  5  de  Y  pourront  correspondre  des  points  Z  en  dehors 
de  F-,  réduisons  alors  la  région  dans  le  plan  5,  en  prenant  un 
cercle  yi  concentrique  à  y,  tel  qu'à  tout  point  de  l'intérieur  de  yi 
corresponde  un  point  Z  situé  dans  F.  Ceci  posé,  si  à  Fintérieur 
de  yi  on  décrit  une  courbe  fermée  c,  ne  se  coupant  pas  elle-même, 
il  lui  correspondra  dans  le  plan  F  une  courbe  fermée  C  et  l'on 
aura  une  représcn talion  conforme  Fune  sur  l'autre  des  deux  aires 
limitées  par  c  et  C.  Cette  représentation  sera  telle  qu'à  chaqw* 
point  de  Vune  quelconque  des  deux  aires  correspondra  un  seul 
point  de  l'autre.  La  chose  est  évidente,  puisque,  d'après  ce  qui 
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a  élé  dît,  à  deux  points  différents  z  ne  peut  correspondre  la  même 
valeur  de  Z. 

2.  Il  nous  faut  maintenant  définir  ce  qu'on  appelle  un  arc  de 
courbe  analytique.  Supposons  qu'une  courbe  soit  telle  que  les 
coordonnées  x  et  y  d'un  point  arbitraire  soient  des  fonctions  ana- 
lytiques d'un  paramètre  / 

r  =  ?(0; 

/(/)  et  o(t)  sont  supposées  des  fondions  holomorplies  de  /  dans 
le  voisinage  de  la  valeur  réelle  /  =  Iq,  les  coefficients  du  dévelop- 
pement en  série  suivant  les  puissances  de  /  —  ^o  étant,  bien  en- 
tendu, réels.  Nous  dirons  que  cet  arc  est  analytique;  de  plus,  cet 
arc  analytique  sera  régulier  au  point  correspondant  à  (  =  t^^  si 
l'on  a  pu  choisir  le  paramètre  i,  dont  dépendent  analjtiquement  j? 
et  y,  de  telle  sorte  que 

f((o)    et    o'(/o) 

ne  soient  pas  nuls  à  la  fois.  Un  arc  déterminé  a^  sera  dit  régulier, 
s'il  est  régulier  en  tous  ses  points. 

La  notion  d'arc  régulier  joue  un  rAle  important  dans  les  ques- 
tions relatives  à  l'extension  des  fonctions  harmoniques.  Ainsi, 
soit  un  contour  fermé  C,  et  admettons  qu'une  portion  a^  de  ce 
contour  forme  un  arc  régulier  de  ligne  anal^'lique.  On  se  donne 
sur  le  contour  une  succession  de  valeurs,  et  l'on  suppose  que  l'en- 
semble des  valeurs  données  le  long  de  Tare  a^  forme  une  fonction 
analytique  du  paramètre  t.  Dans*ces  conditions,  nous  allons 
démontrer  le  théorème  suivant  dû  à  M.  Schvvarz  : 

La  fonction  harmonique  prenant  les  valeurs  données  sur  le 
contour  peut  se  prolonger  analyiiquement  au  delà  de  l^arcoL^. 

3.  Nous  établirons  d'abord  deux  cas  parliculiers  de  ce  théo- 
rème. Supposons  que  l'arc  a^  se  réduise  a  un  segment  de  Taxe 
des  0?,  et  que  les  valeurs  données  le  long  de  a^  se  rcdiiisent  à  ^ero. 
D'un  point  Xq  de  a^  décrivons  une  demi-circonférence  y  contenue 
dans  l'intérieur  de  l'aire  {fig-  3o).  La  fonction  harmonique  u 
(jue  nous  éludions  prend  certaines  valeurs  le  long  de  y.  Or  com- 
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piétons  la  demi-circonférence  y  par  la  demi-circonférence  y'  sy- 
mélriqiie  par  rapport  à  Ox.  Formons  maintenant  la  fonction  har- 


monique ç^  continue  à  l'intérieur  du  cercle  limité  par  y  et  y', 
prenant  sur  y  les  mêmes  valeurs  que  u  et  prenant,  en  chaque 
point  de  y',  une  valeur  égale  et  de  signe  contraire  à  la  valeur  de  a 
au  point  symétrique  par  rapport  à  Ox  qui  lui  correspond  sur  y. 
Il  est  aise  de  voir  que  la  fonction  v  ainsi  définie  s'annule  sur  le 
diamètre  Ox;  c'est  ce  que  montre  la  formule  de  Poisson 

7.TzJ^        R*-— 2R/-cos(<|;  —  (p)-i-r** 
puisque,  d'après  nos  hypothèses 

La  fonction  v  et  la  fonction  u  prennent  donc  les  mêmes  valeurs 
sur  la  demi-circonférence  y  et  sur  son  diamètre  O^.  La  fonction  u 
coïncide  donc  avec  i^;  v  est  une  fonction  harmonique  définie  dans 
tout  le  cercle  limité  par  y  et  y'.  Il  en  résulte  que  u  peut  se  pro- 
longer analytique  ment  au  delà  de  0:r,  comme  nous  voulions 
rétablir. 

Examinons  maintenant  le  cas  moins  particulier  où,  l'arc  a^ 
étant  toujours  un  segment  de  l'axe  de  x^  les  valeurs  données  le 
long  de  a|3  forment  une  fonction  analytique  de  x.  Soit,  dans  le 
voisinage  de  x^^ 

/{x)  =  ao-hatiCa-  — 3-0)-+- «2(3:*  — ^0 )*-+-..  . 
la  valeur  de  cette  fonction.  La  fonction 

/(2)  =  ao-4-  a,(5  —  j^o)-H  «iC-î  —  a^o)*-^-.•• 
se^a  une  fonction  holomorphe  de  z  dans  le  voisinage  de  z  =  Xo' 


300  CHAPITRE   X. 

Mellons-la  sous  la  forme 

Soit,  d'autre  part,  notre  (onction  harmonique  w(:r,  ^)  satisfaisant 
au  problème  proposé.  La  différence 

sera  une  fonction  harmonique  s'annulant  sur  Taxe  des  x  dans  le 
voisinage  de  Xq,  On  pourra  donc,  d'après  ce  qui  vient  d'être 
établi,  la  prolonger  anal^tiquement  au  delà  de  l'axe  des  x.  Or 
P(x,  y)  est  définie  des  deux  côtés  de  cet  axe  ;  il  en  est,  par  suite, 
de  même  de  u(x,y)  dont  le  prolongement  analytique  devient  dès 
lors  évident. 

Nous  arrivons  enfin  au  cas  général  qui  va  se  ramener  au  cas 
précédent.  Nous  avons,  pour  définir  l'arc  a^  dans  le  voisinage  d'un 
de  ses  points  (^o?  J'o), 

ar  =  aro  H- a(t—/o) -H  a'(<—  /o  )'-+-..., 

les  coefficients  a  et  b  n'étant  pas  nuls  tous  deux.  On  peut  effectuer 
une  transformation  conforme  qui  transforme  une  petite  aire,  autour 
du  point  (xo^yo)  dans  la  figure  proposée,  en  une  autre  où  la 
courbe  correspondant  à  l'arc  a^  sera  un  segment  de  l'axe  des 
quantités  réelles.  Il  suffit,  en  effet,  de  faire  la  transformation  con- 
forme entre  5  et  T  représentée  par 

Le  coefficient  rt  H-  ib  n'étant  pas  nul,  nous  sommes  assuré  qu'à  une 
petite  région  du  plan  z  =  x  -\-  iy  (autour du  point  Zq=  Xo-{-  iyo\ 
traversée  par  l'arc  a^,  corres[)ondra,  dans  le  plan  de  la  variable  com- 
plexe T,  une  région  autour  du  point  Cq  situé  sur  l'axe  réel,  et  cet  axe 
réel  correspondra  à  l'arc  a^.  Nous  sommes  donc  ramené  au  second 
cas  particulier  que  nous  avons  examiné  ci-dessus.  La  fonction  har- 
monique de  X  et^  que  nous  étudions  se  transforme  en  une  fonction 
harmonique  de  /  et  t',  en  posant  ï  =  / H- /^'^  les  valeurs  qu'elle 
prend  sur  le  segment  de  Taxe  des  /,  où  nous  avons  à  la  considérer, 
forment  une  fonction  analytique  de  t  :  on  peut  donc  étendre  ana- 
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iyliquemenl  la  fonction  au  delà  de  l^axe  des  t^  et,  par  suite,  en 
revenant  à  la  figure  primitive,  au  delà  de  Tare  a^. 

4.  Un  cas  particulièrement  simple  et  intéressant  est  celui  d'un 
contour  fermé  C  qui,  pris  dans  son  ensemble,  forme  un  seul  arc 
régulier  de  ligne  analytique  :  tel  est  le  cas  d'un  cercle  ou  d'une 
ellipse.  Si  les  valeurs  données  sur  ce  contour  donnent,  dans  le 
voisinage  de  chaque  point,  une  fonction  analytique  du  paramètre, 
eu  fonction  duquel  on  peut  exprimer  les  coordonnées  d'un  point 
de  la  courbe,  la  fonction  harmonique  prenant  ces  valeurs  sur  le 
contour  pourra  être  étendue  au  delà  de  cetle  courbe  et  sera  néces- 
sairement déterminée  dans  un  certain  contour  G  comprenant  à 
son  intérieur  le  contour  C  et  en  étant  suffisamment  rapproché. 

Un  contour  C  peut  être  formé  de  plusieurs  arcs  réguliers  de 
lignes  analytiques,  comme  par  exemple  un  contour  pol)^gonal.  Les 
sommets,  c'est-à-dire  les  points  communs  à  deux  de  ces  lignes 
analytiques,  sont  des  points  autour  desquels  on  n'est  pas  assuré 
de  pouvoir  faire  le  prolongement  analvtique  de  la  fonction;  il 
arrivera  même,  en  général,  qne  ce  prolongement  analytique  sera 
impossible.  Ainsi,  dans  le  cas  actuel,  le  prolongement  analytique 
de  la  fonction  harmonique  est  possible  en  tous  les  points  du  con- 
tour, sauf  aux  sommets. 

II.  —  Représentation  conforme  d'une  aire  simple 
sur  un  cercle. 

o.  Une  des  applications  les  plus  intéressantes  que  Riemann  ait 
faites  du  principe  de  Dirichlet  est  relative  à  la  représentation  con- 
forme d'une  aire  limitée  par  un  seul  contour  (ou  simple)  sur  la  sur- 
face d'un  cercle  (*).  Ainsi,  étant  donnée  une  aire  simple  A  limitée 
par  un  contour  C,  dans  le  plan  de  la  variable  z^  et  un  cercle  dans  le 
plan  de  la  variable  Z,  nous  allons  montrer  qu'on  peut  trouver  une 
fonction  analytique  uniforme 

telle  qu'à  chaque  point  <le  A  corresponde  un  point  du  cercle  et 


C)  KiKMANX,  Dissertation  inaugurale  {Œuvres  complètes,  p.  ^o)- 
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qu'inversement  à  chaque  point  du  cercle  corresponde  un  point  et 
un  seul  de  A. 

Admettons  l'existence  de  la  fonction  précédente  :  nous  suppo- 
sons que  le  cercle  ait  l'origine  pour  centre  et  l'unité  pour  rayon, 
et  de  plus  que  le  centre  du  cercle  corresponde  au  point  Zq  de 
l'aire  A,  c'est-à-dire  que 

/(«6)=0, 

Zo  étant  une  racine  simple  de  celte  équation. 

De  la  définition  même  de  la  représentation  conforme  résulte 
quey(^)  n'a  pas  d'autre  racine  à  l'intérieur  de  l'aire  A  et  sur  son 
contour  C  ;  par  suite,  cette  fonction  est  nécessairement  de  la 
forme 

ll{z)  étant  une  fonction  holomorphe  à  l'intérieur  de  l'aire  A,  qu'il 
s'agit  de  déterminer.  Posons 

H(^)=P-htQ        et        z^Zo=re*9; 

on  peut  alors  écrire  /{z)  sous  la  forme 

OÙ  Logr  désigne  le  logarithme  arithmétique  de  r  ou  de  |  5  —  3o  |. 
Pour  qu'à  chaque  point  du  contour  C,  dans  le  plan  des  :;,  cor- 
responde un  point  de  la  circonférence  de  rayon  un  dans  le  plan 
des  Z,  il  faut  que  la  fonction  Logr  H-  P  s'annule  sur  le  contour  C. 
Donc  P  est  une  fonction  harmonique  uniforme  et  continue  dans 
toute  Taire  A  et  prenant  sur  C  la  succession  de  valeurs  indiciuéc 

par  la  fonction 

—  Logr. 

Nous  pouvons,  d'après  le  principe  de  Dirichlet,  former  une  fonc- 
tion harmonique  ainsi  définie,  et  la  fonction  Q,  qui  est  la  fonction 
associée  de  P,  est  alors  déterminée  par  l'intégrale 

où  Y  désigne  une  constante  arbitraire. 

6.  Nous  connaissons  donc,  une  fois  fixé  le  point  ^o  ^^  A  qui 
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doit  correspondre  au  centre  du  cercle,  la  forme  nécessaire  de  la 
fonction  H(-3)  el,  par  suite,  de  la  fonction  de  transformation. 

Partant  maintenant  a  yy/ior*  de  l'expression  précédente,  mon- 
trons qu'elle  donne  bien  la  transformation  cherchée.  Soit 

U  =P  -4-Logr, 

V  =  Q+cp; 

on  suppose  qu'on  donne  une  valeur  déterminée  à  la  constante 
arbitraire  y  qui  entre  dans  l'expression  de  Q. 

La  fonction  harmonique  U  sera  nulle  sur  C,  égale  à  — oo  au 
point  Zq  et  continue  en  tout  autre  point  de  l'aire;  elle  sera  donc 
négative  pour  tous  les  points  de  A.  Les  courbes 

(2)  V{x,y)  =  a        (a<o) 

seront  des  courbes  fermées  ne  se  coupant  pas  elles-mêmes  et 
séparant  la  région  de  l'aire  A  où  U  >  a  de  celle  où  U  <  a;  elles 
comprennent  Zq  à  leur  intérieur.  Tout  cela  résulte  des  propriétés 
des  fonctions  harmoniques  :  la  courbe  (2)  contient  Zq  à  son  inté- 
rieur, sinon  la  fonction  U,  constante  sur  la  courbe,  serait  constante 
à  son  intérieur  et,  par  suite,  dans  toute  l'aire;  pour  la  même  raison 
également  la  courbe  ne  se  coupe  pas  elle-même.  A  la  courbe  (2) 
correspond,  par  la  transformation 

Z=/(iï)  =  eUH-'V 

dans  le  plan  Z,  la  circonférence  du  rayon  e^  ayant  Torigine  pour 
centre.  Nous  allons  voir  qu'à  un  point  de  cette  circonférence  cor- 
respond un  point  et  un  seul  de  la  courbe  (2).  Des  deux  relations 

dx        Oy 
dy  ~~       Ox 
on  déduit,  relativement  à  une  courbe  fermée  quelconque, 

dn  ~~        ds 
la  dérivée  -p  étant  prise  dans  le  sens  de  la  normale  intérieure  et 


s\o\  (:IIAI*1TRK    \. 

\  -  r«»|UH^<^ntuiU  lu  dorivôo  île  V  considéré  comme  fonctioa  de 
Ttirt'  j(  iW  U  courlK\  roi  arc  tUaiit  compté  positivement  dans  le  sens 
*lii^cL  Oi\  îHirltt  eowrhe  \^u^,  —oslconslammtnl  néj^atif,  par  suite 

\    o^llmijour*  posilir.  Ui  lonotion  \\r,  v^  va  donc  constamment 

on  or\MjL»«iil  i|u«iui  io  point  (x«  i*^  niarcho  sur  la  courbe  (2^  dans 
lo  *0W*  posilit\  ot  puis«]ue,  dans  roxpression 

4'  A  ^nujitn^t^nlt^  de  «n  apr^s  lo  tour  complot,  il  on  est  do  même  de 
\\  U  ow  n^swho  ^«o  le  point  /.  cv^nrospondant  à  z  décrit  d'une 
u)i*iù\^ro  Cv^nliiiuo^  toujours  dans  lo  mémo  sons,  lo  cercle  de  raTon 
,"*^  V  uo  pvMiil  /.  do  cotto  cîrv^Mitoivnco  corrt^s^^^ud  donc  uo  point 
iS  ««  M*«l  do  la  c\*«rbo  ya\  NvMis  \o\oîis  mahueuant  Lien  nette- 
t«ko«(  %|«"à  «tt  jSMut  /,  du  corvU*  do  ra\  n  .-.  îji:i>  i^  pi^u  de  la 
x^r^Kv'  /x  c\Mrrx"sjs*wd  un  |KMnt  j  ol  un  >ou.  da::>  Tiirv"  A.  A  un 
jVM^ri  /  v\\nv>{K^«six  ou  offot,  uuo  xa  our  J?  itTa-.iiiço  d<  .:  :  c'est 
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mais  il  n'en  est  pas  de  même  de  la  fonction  associée  Q.  Celle-ci 
est,  en  effet,  définie  par  l'intégrale 


/ 


Cl  nous  ne  savons  rien,  du  moins  en  général,  sur  les  valeurs  Ai\ 

OP        dP 

-T-  et  — -  sur  le  contour  C.  En  s'en  tenant  aux  raisonnements  des 

ôx       ôy 

précédents  paragraphes,  on  ne  peut  donc  rien  affirmer  sur  la  cor- 
respondance des  points  des  contours  limitant  les  deux  aires. 

Dans  un  cas  particulier,  d'ailleurs  très  étendu,  la  difficulté 
se  lève  immédiatement.  Supposons  d'abord  que  le  contour  C  soit 
formé  toul  entier  d'un  seul  arc  régulier  de  ligne  analytique  (une 
ellipse,  par  exemple).  Comme  la  succession  des  valeurs  donnée  par 

—  Log  r, 

que  prend  P(j:,y)  sur  C,  est  une  fonction  analytique  de  x  el  y, 
elle  est  aussi  une  fonction  analytique  du  paramètre  avec  lequel 
on  exprime  analytiquement  les  coordonnées  d'un  point  de  C. 
Nous  pouvons  donc  faire  usage  de  la  remarque  du  §  4;  la  fonc- 
tion  V[x,y)  peut  s'étendre   un  peu  au  delà  de  C  :  les  dérivées 

ôP        dP  .  ^ 

y-  et  -y-  soni,  par  suite,  déterminées  pour  tous  les  points  de  C,  et 

il  en  est  alors  de  même  de  Q(^î^).  La  difficulté  est  levée;  nous 
sommes  assuré  de  la  correspondance  unique  entre  les  points  du 
contour  Va  et  de  la  circonférence. 

Si  Ton  a  un  contour  formé  de  plusieurs  arcs  réguliers  de  ligne 
ar)alytique,  la  question  est  un  peu  moins  simple.  La  fonction 
V[x,y)  pourra  bien  s'étendre  au  delà  de  tous  les  points  du  con- 
tour, mais  à  l'exclusion  des  sommets  (*).  Nous  allons  montrer  en- 
core que  les  difft'Tents  points  de  C  correspondent  à  des  points 
différents  de  la  circonférence.  Il  suffira  de  considérer  un  con- 
tour C  présentant  une  pointe  unique  A.  Envisageons  les  courbes 

U(x,j>')  =  a, 


C)  On  ne  «loit  pas  oublier  qu'un  point  du  contour,  où  se  renconlrcnl  deux 
li^nes  analyLi(iucs  dilTcrenies  tangentes  entre  elles,  est,  dans  nos  raisonnements, 
à  (  t»nsi<lt''rer  ct>nime  un  sommet. 

I».  -  II.  20 
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~rr  représentant  la   dérivée   de  V  considéré  comme  fonction  de 

l'arc  s  de  la  courbe,  cet  arc  étant  compté  positivement  dans  le  sens 

d\} 

dn 
dW 


<Hrect.  Or,  sur  la  courbe  (2),  -j— est  constamment  négatif,  par  suite 


-T-  est  toujours  positif.  La  fonction  \{x^y)  va  donc  constamment 

en  croissant  quand  le  point  {x^y)  marche  sur  la  courbe  (2)  dans 
le  sens  positif,  et  puisque,  dans  l'expression 

^  a  augmenté  de  'itz  après  le  tour  complet,  il  en  est  de  même  de 
V.  Il  en  résulte  que  le  point  Z  correspondant  à  z  décrit  d'une 
manière  continue,  toujours  dans  le  même  sens,  le  cercle  de  rayon 
e**.  A  un  point  Z  de  cette  circonférence  correspond  donc  un  point 
et  un  seul  de  la  courbe  (2).  Nous  voyons  maintenant  bien  nette- 
ment qu'à  un  point  Z  du  cercle  de  rayon  un,  dans  le  plan  de  la 
variable  Z,  correspond  un  point  z  et  un  seul  dans  Taire  A.  A  un 
point  Z  correspond,  en  effet,  une  valeur  déterminée  de  a  :  c'est 

celle  pour  laquelle 

^-=|Z|. 

On  a  alors  dans  le  plan  z  une  courbe  (2)  et  sur  celle-ci,  comme 
nous  venons  de  le  dire,  un  point  et  un  seul  correspond  à  Z.  On 
voit  qu'il  reste  dans  la  fonction  employée  pour  la  transformation 
une  indéterminée  réelle,  la  constante  y;  elle  sera  déterminée  si 
Ton  se  donne  le  point  du  contour  C  qui  devra  correspondre  à  un 
point  de  la  circonférence. 

7.  Le  problème  de  la  représentation   conforme  de  Taire  A  sur 
un  cercle  est  complètement  résolu  par  la  formule 

c'est-à-dire  qu'à  chaque  point  de  Tinlérieur  d'une  (|uclconqiie  de 
ces  deux  aires  correspond  un  point  et  un  seul  de  Tinlérieur  de 
Tautre.  Relativement  aux  points  du  contour  C  et  de  la  circonfé- 
rence du  cercle,  une  difficulté  se  présente  dont  Kiemann  ne 
paraît  pas  s'être  préoccupé.  Revenons,  en  eflel,  aux  deux  fonc- 
tions P  et  Q  qui  ont  joué  le  rôle  essentiel.  La  fonction  P(-t',j^') 
est  définie  à  l'intérieur  de  Taire  A  et  sur  le  contour  G  lui-même, 
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mais  il  n^en  est  pas  de  même  de  la  fonction  associée  Q.  Celle-ci 
est,  en  effet,  défînie  par  l'intégrale 


/ 


^  ^.   dx    -^       Oy 


et  nous  ne  savons  rien,  du  moins  en  général,  sur  les  valeurs  de 

OP        âP 

-^  et  -—  sur  te  contour  C.  En  s'en  tenant  aux  raisonnements  des 
ojp       dy 

précédents  paragraphes,  on  ne  peut  donc  rien  affirmer  sur  la  cor- 
respondance des  points  des  contours  limitant  les  deux  aires. 

Dans  un  cas  particulier,  d'ailleurs  très  étendu,  la  difficulté 
se  lève  immédiatement.  Supposons  d'abord  que  le  contour  G  soit 
formé  tout  entier  d'un  seul  arc  régulier  de  ligne  analytique  (un(» 
ellipse,  par  exemple).  Comme  la  succession  des  valeurs  donnée  par 

—  Log  r, 

que  prend  P(a:,  j^)  sur  C,  est  une  fonction  analytique  de  x  et  ^, 
elle  est  aussi  une  fonction  analytique  du  paramètre  avec  lequel 
on  exprime  analytiquement  les  coordonnées  d'un  point  de  C. 
Nous  pouvons  donc  faire  usage  de  la  remarque  du  §  4;  la  fonc- 
tion P(x,y)  peut  s'étendre   un  peu  au  delà  de  C  :  les  dérivées 

ùP        àP 

-r-  et  -T-  soni,  par  suite,  déterminées  pour  tous  les  points  de  C,  et 

il  en  est  alors  de  même  de  Q(^î^).  La  difficulté  est  levée;  nous 
sommes  assuré  de  la  correspondance  unique  entre  les  points  du 
contour  C  et  de  la  circonférence. 

Si  l'on  a  un  contour  formé  de  plusieurs  arcs  réguliers  de  ligne 
analytique,  la  question  est  un  peu  moins  simple.  La  fonction 
V{x,y)  pourra  bien  s'étendre  au  delà  de  tous  les  points  du  con- 
tour, mais  à  l'exclusion  des  sommets  (*).  Nous  allons  montrer  en- 
core que  les  difft'*rents  points  de  C  correspondent  à  des  points 
différents  de  la  circonférence.  Il  suffira  de  considérer  un  con- 
tour C  présentant  une  pointe  unique  A.  Envisageons  les  courbes 

\]{x.y)  =  a, 


C)  On  ne  duil  |)as  oublier  qu'un  point  du  conlour,  où  se  renconlrent  deux 
li^'nes  analytiques  dilTérenics  tangentes  entre  elles,  est,  dans  nos  raisonnements, 
à  considérer  comme  un  sommet. 

\\   -  II.  20 
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el  ieors  trajectoires  orlbogooales  partant  de  deu!L  points  z  et  ^ 
de  C  situés  de  part  et  d*autre  de  A.  Pour  une  valeur  de  a  néga- 
tive et  très  petite,  nous  aurons  une  courbe  voisine  de  A.  qui  ren- 
contrera en  2'  et  ^'  les  deux  trajectoires  orthogonales. 

Considérons  alors,  au  lieu  du  contour  C  i^fig-  -^i  ^  celui  qu'on 


obtient  en  remplaçant  Tare  atAS  par  les  arcs  atz',  2' 3',  3  3.  Les 
fonctions  P  et  Q  et,  par  suite,  L  et  V,  sont  parfaiteoienl  détlnies 
en  tous  les  points  de  ce  contour,  ainsi  que  leurs  dérivées  du  pre- 
mier ordre.  Dans  le  plan  Z  va  correspondre  à  ce  contour  une  |>or- 
tion  déterminée  de  la  circonférence  de  ravon  un  el  un  arc  inl»*- 
rieur.  Or,  en  se  servant  toujours  de  la  relation 

dn  ds 

et  en  remarquant  que,  sur  aCSVz'z.  -^  est  toujours  néiralif  on 

nul  (celle  dérivée  est  nulle  sur  les  porlions  az',  33'  des  Irajeclolres 
orthogonales),  on  volt  que  les  points  Z  de  la  circonférence  de 
rayon  w/i,  correspondant  aux  différents  points  de  Tare  zC3  de  (I, 
sont  eux-mêmes  différents  :  ils  forment  un  arc  F.  Faisons  tendre 
maintenant  z  el  ^  vers  A;  Tare  F  ira  toujours  en  grandissant  à 
mesure  que  z  et  ,3  se  rapprocheront  respectivement  de  A.  Nous 
allons  montrer  que  la  limite  de  F  formera  la  circonférence  tout 
entière,  c'est-à-dire  qu'il  ne  peut  pas  arriver  que  la  limite  de  F 
soit  un  arc  donl  les  extrémités  a  et  6  ne  coïncident  pas.  En  effet, 
dans  ce  cas,  un  certain  arc  ab  de  la  circonférence  de  ravon  un 
correspondrait  au  point  A  :  en  d'autres  termes,  z  considérée 
comme  fonction  de  Z  serait  une  fonction  holomorphe  à  iinlérieiir 
du  cercle  de  rayon  un  et,  quand  Z  tend  vers  un  point  quelconque 


SUR    LA    REPRÉSENTATION   COxNFORME.  So^ 

de  Tare  ab^  z  tendrait  toujours  vers  la  même  coDSlanle.  Or  ceci 
est  impossible  :  nous  le  montrerons  bien  nettement  en  nous  repor- 
tant aux  théorèmes  généraux  établis  au  commencement  de  ce 
Chapitre.  Si  Ton  pose,  en  effet, 

z  =  9(X,Y)-M-4'(X,Y)        (Z  =  X^.-Y), 

les  deux  fonctions  harmoniques  o  et  A  prenant  des  valeurs  con- 
stantes en  tous  les  points  de  ab  pourront  se  prolon^^er  analytique- 
ment  au  delà  de  ab  (§  3);  la  fonction  5  de  Z  pourra  donc  se 
prolonger  analytiquemcnt  au  delà  de  Tare  «6,  mais  comme  elle 
est,  par  hypothèse,  constante  en  tous  les  points  de  aè,  elle  devra 
être  constante  dans  toute  la  région  où  elle  est  définie,  ce  qui  est 
absurde.  On  voit  donc  qu'au  point  A  de  C  correspond  un  seul 
point  de  la  circonférence  de  rayon  un.  Il  y  a  donc  bien  corres- 
pondance unique  entre  les  points  des  deux  contours  (*). 

M.  Painlevé  {-)  s'est  occupé,  dans  l'étude  de  la  représentation 
conforme  pour  les  points  du  contour,  du  cas  où  celui-ci  n'est  pas 
formé  de  lignes  analytiques.  Nous  renverrons  à  l'intéressant  ar- 
ticle du  savant  géomètre;  les  considérations  délicates  dont  il  fait 
usage  nous  entraîneraient  trop  loin. 

III.  —  Quelques  exemples  de  représentation  conforme.  Méthode 
de  M.  Schwarz  pour  le  principe  de  Dirichlet. 

8.  Indiquons  quelques  exemples  de  représentation  conforme, 
où  nous  pourrons  effectuer  la  transformation  à  l'aide  de  fonctions 
déjà  étudiées. 

11  sera  généralement  plus  simple  de  considérer,  au  lieu  d'un 
cercle,  un  demi-plan,  c'est-à-dire  la  portion  d'un  plan  située  du 
même  côté  d'une  droite  indéfinie.  Ces  deux  aires  se  ramènent 
immédiatement  l'une  à  l'autre;  nous  avons  vu,  en  effet  (t.  I, 
p.  4^^2),  qu'une  transformation 

7  —  ^^  "^~^ 


(^  )  J'ai  donné  pour  la  première  fois  la  démonstration  précédente  dans  mon 
Cours  en  i888. 
(')  Paul  Painlevé,  Comptes  rendus^  l.  CXII,  1891. 
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transforme  une  circonférence  en  une  circonférence,  et,  par  con- 
séquent, une  ligne  droite  en  une  circonférence.  Les  points  d'un 
demi-plan,  dans  le  plan  des  -3,  correspondront  donc  aux  points 
d'un  cercle  dans  le  plan  des  Z. 

Cherchons  à  eflectuer  sur  un  demi-plan  la  représenlation  con- 
forme d'une  aire  A  limitée  par  deux  arcs  de  cercle.  Soient  Zq  et  x;, 
les  deux  sommets  de  cette  aire,  et  oltz  l'angle  des  deux  tangenles 
en  Zq  et  z^. 

La  transformation 

va  nous  permettre  de  faire  la  représenlation  conforme  de  Taire  A 
sur  un  demi-plan.  Nous  supposerons,  pour  simplifier,  que  5,, 
et  Zi  soient  réelles;  z  étant  à  l'intérieur  de  Taire,  nous  pouvons 
prendre  pour  argument  de 

(4)  f^' 


Tangle  z^zzt  compté  de  ^0  C"  ^i  (cel  angle  sera  compris  entre  o 
et  TT  quand  z  sera  au-dessus  de  Ox,  et  il  sera  compris  entre  tc  el 
27:,  si  z  est  au-dessous  de  cette  même  ligne).  On  voit  de  suilo 
qu'à  chacun  des  deux  arcs  de  cercle  limitant  A  correspond  dans 
le  plan  Z  une  demi-droile  issue  de  Torigine,  puisque  Tangle  ZqZZi 
est  constant  sur  chacune  de  ces  deux  lignes.  De  plus,  la  diflTérence 
des  arguments  de  (4). sur  chacune  de  ces  deux  lignes  sera  égale  à 
Tangle  des  deux  circonférences,  c'esl-à-dire  à  oltz.  Les  deux  demi- 
droites  feront  donc  entre  elles  un  angle  égal  à  tt,  c'cst-à-diie 
qu'elles  seront  sur  le  prolongement  Tune  de  Taulre.  Il  est  alors 
évident  que  Taire  A  correspond  à  Tun  des  deux  demi-plans  déter- 
minés par  celte  droite  indéfinie. 

En  particulier,  considérons  un  demi-cercle;  on  aura  a  =  -  et  la 
transformation  cherchée  sera  réalisée  par  la  l'ornuile 


= mîf- 


Considérons  encore  Taire  d'un  secteur  et  cherchons  à  en  faire  la 
représentation  conforme  sur  un  demi- plan.  11  suffira  de  transfor- 
mer d'abord  le  secteur  en  un  demi-cercle,  ce  qui  se  réalisera  par 
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la  formule 

si  oLTz  désigne  Touvcrlure  d'angle  du  seclcur. 

9.  Faisons  mainlenanl  une  remarque  générale  avant  d'aborder 
des  cas  un  peu  moins  simples.  Soit  Z  = /(z)  une  fonclion  liolo- 
niorplie  à  Tintéricur  de  Taire  limitée  par  un  contour  simple  (c) 
sur  le  plan  des  z^  et  supposons  que,  sur  ce  contour,  la  fonction 
prenne  une  série  de  valeurs  toutes  différentes  et  formant  une 
suite  continue.  Au  contour  (c)  correspond  alors,  dans  le  plan  des 
'/,  un  contour  simple  (C)  ne  se  coupant  pas,  et  tel,  par  consé- 
<|uent,  que  la  variaîion  de  l'argument  de  Z  —  Z'  soit  nulle  ou 
•'•gale  à  iT.^  suivant  (|ue  le  point  TJ  est  extérieur  ou  intérieur  à  ce 
contour,  lorsque  le  point  Z  décrit  le  contour  (C). 

Cela  posé,  soit  z'  un  point  de  Taire  limitée  par  le  contour  (c)  el 
VJ z=^  J\z')  le  point  correspondant  dans  le  plan  des  Z  :  lorsque  le 
point  z  décrit  le  contour  (c),  le  point  Z  décrit  le  contour  (G),  et 
l'argument  de  la  fonction /(s)  — f{z')  est,  à  chaque  instant,  iden- 
tique à  l'argument  de  Z  —  Z'.  Par  suite,  la  variation  de  l'argument 
(le  f{z)  — /(^')  ne  peut  être  égale  qu'à  zéro  ou  à  itz.  Or  elle  esl 
«liflTércnte  de  zéro  puisque  le  point  5  =  5'  est  une  racine  de  la 
fonclion  f{z) — /{^')  '•  donc  elle  est  rigoureusement  égale  à  27t. 
On  en  conclut  immédiatement  qu'à  tout  point  z'  pris  à  l'intérieur 
«le  (c)  correspond  un  point  TJ  intérieur  au  contour  (C)  et  un  seul. 
et  que,  réciproquement,  à  tout  point  TJ  intérieur  au  contour  (Cj 
rorrespond  un  point  z'  intérieur  au  contour  (c)  et  un  seul. 

10.  Un  exemple  intéressant  sera  fourni  par  la  considération  de 
rinlégrale  ellipti(pic 


.->)  Z^-  f 


dz 


Ai --*;(' -A-*- 


/,  élant  réel  et  compris  entre  o  el  1 ,  et  la  détermination  initiale  du 
ladical  élant  -f-  i.  Envisageons,  dans  le  plan  de  la  variable  z,  le 
demi-plan  situé  au-dessus  de  Ox,  et  évitons  les  points  critiques 

n  I ,  ih  7  au  uioyeii  de  demi -circonférences  infiniment  petites  dé- 
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criles  au-dessus  de  O^.  Cherchons,  dans  ces  condilions,  quelle 
va  être  Taire  du  plan  Z  correspondant  à  ce  demi-plan  :  z  allant  de  o 
à  I ,  en  étant  réel,  Z  décrira  la  droite  allant  de  l'origine  au  point  K; 

ensuite,  quand  z  va  de  i  à  -r  *  en  ayant  évite  le  point  i  par  une  demi- 
circonférence  située  au-dessus  de  Ox^  le  point  Z  décrit  la  droite 
allant  de  K  à  /K'-f-  K;  enfin,  z  allant  de  t  à  -+-00,  Z  suit  la  droite 

allant  de  iK! -\-  Kà  tR'.  En  faisant  allers  de  oà  —  00,  on  voit  de  la 
même  manière  que  Z  décrit  un  contour  symétrique  du  premier  par 
rapport  à  OY(Z  =  X  -h  tY).  Il  en  résulte  qu'à  l'axe  des  x  dans  le 
plan  des  z  correspond  dans  le  plan  Z  le  périmètre  d'un  rectangle  R 
do  côté  aK  et  de  hauteur  R'. 

II  nous  suffit  niaintenant  de  remarquer  qu'aux  différents  points 
de  Taxe  réel  et  au  point  à  l'infini  du  demi-plan  correspondent  des 
valeurs  de  Z  toutes  différentes.  On  peut  alors  appliquer  au  pro- 
blème actuel  la  remarque  du  paragraphe  précédent,  puisque  la 
fonction  Z  est  holomorphe  à  l'intérieur  du  contour  simple  formé 
par  l'axe  réel,  par  les  demi-circonférences  infiniment  petites  dé- 
crites au-dessus  de  Oo:  pour  éviter  les  points  critiques,  et  par  une 
circonférence  do  rayon  infiniment  grand.  Nous  pouvons  donc  con- 
clure que  la  formule  (5)  permet  de  faire  la  représentation  con- 
forme du  demi-plan  sur  le  rectangle  R. 

H.  Cherchons  encore  à  représenter  d'une  manière  conforme 
un  triangle  sur  un  demi-plan.  Nous  parlons  à  cet  effet  de  rimé- 
grale 

=  f   (^  — a)«-»(z  — 6)P-»(2  — c)Y-»rf«        (rt<6<c); 


Z 

^5, 


a,  6,  c  désignent  trois  constantes  réelles,  les  quantités  a,  p,  y 
sont  des  quantités  positives  telles  que 

enfin  Zq  est  une  constante  dans  laquelle  le  coefficient  de  i  est  po- 
sitif. On  considère,  dans  le  plan  de  la  variable  z,  le  demi-plan  situé 
au-dessus  de  l'axe  des  j;.  L'intégration  est  faite  dans  ce  demi-plan, 
et,  quand  on  intègre  le  long  de  l'axe  réel,  on  évite  les  points  cri- 
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tiques  a,  6,  c  par  des  derai-ciiconférences  infiniment  petites  si- 
tuées au-dessus  de  Ox. 

Dans  ces  conditions,  cherchons  quelle  est  la  portion  du  plan  Z 
correspondant  au  demi-plan.  Quand  z  varie  entre  deux  des  points 
critiques,  soit,  par  exemple,  a  et  6,  en  suivant  Taxe  des  x^  l'inté- 
grale 

aura  visiblement  un  argument  invariable,  c'est-à-dire  que  le 
point  Z  décrira  un  segment  de  droite  AB,  et,  z  marchant  dans  le 
même  sens  de  a  à  6,  le  point  Z  marchera  aussi  dans  le  même  sens 
de  A  en  B,  puisque  la  dérivée  de  Z  ne  peut  s'annuler  quand  z  est 
compris  entre  a  et  b.  Ce  que  nous  venons  de  dire  de  a  à  6  s'ap- 
plique à  l'intervalle  de  6  à  c,  auquel  correspond  BC;  mais,  quand 
z  décrit  un  demi-cercle  infiniment  petit  autour  de  è,  l'argument 
de  {z  —  6)P~*  a  diminué  de 

les  deux  directions  BA  et  BC  font  donc  un  angle  égal  à  ^tt;  avec 
plus  de  précision,  une  rotation  de  ^tc  dans  le  sens  négatif  amène 
la  direction  BA  sur  la  direction  BC.  Si  maintenant  :;  va  de  e  à 
-1-00,  Z  décrira  un  segment  de  droite  CC,  partant  de  C  et  faisant 
avec  lui  un  angle  yu  et  CC  est  tellement  placé  que  la  direction  CB 
coïncide  avec  CC  par  une  rotation  de  ■n'Tw  dans  le  sens  négatif.  Re- 
marquons maintenant  que,  de  quelque  manière  que  z  aille  à  l'in- 
fini dans  le  demi-plan,  Z  tend  toujours  vers  C;  de  plus,  en  ap- 
pelant [jl'  l'affixe  de  C,  on  a  pour  z  très  grand  le  développement 

conséquence  immédiate  de  la  relation  a  -+-  ^  -}-  y  =  i .  L'argument  * 
de  Z  —  [jl'  augmente  donc  de  —  tc  quand  z  passe  de  -♦-  oo  à  —  oo, 
et  il  en  résulte  que,  z  variant  de  —  oo  à  a,  le  point  Z  décrit  le  seg- 
ment rectiligne  C'A  qui  est  le  prolongement  de  CC.  Nous  arri- 
vons ainsi  à  la  conclusion  suivante  :  Le  périmètre  du  triangle  ABC 
correspond  à  l'axe  réel  du  plan  z. 

Nous  n'avons  plus  maintenant  qu'à  appliquer  la  remarque  du 
§  9  pour  en  conclure  que  le  demi-plan  correspond  uniformément 
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à  Taire  du  iriangle  ABC  au  moyen  de  la  transformation 

Nous  savons  donc  faire  la  représentation  conforme  sur  un  demi- 
plan  d'un  certain  triangle  dont  les  angles  sont  égaux  à  lit,  ^t:  et 
"I't:.  Tout  triangle  étant  semblable  a  un  tel  triangle  pour  des  va- 
leurs convenables  de  a,  p,  y,  il  en  résulte  que  le  problùmc  de  la 
représentation  conforme  d'un  triangle  sur  un  demi-plan  est  com- 
plètement résolu. 

12.  On  peut  d'une  manière  plus  générale  considérer  la  trans- 
formation 


Z 


=  f  i z  --  a)"»--^  (z  —  b)^-K  ,  A  z  --  1  )>^'Ulz, 


où  rt,  è,  .  .  . ,  /  sont  m  constantes  réelles;  a,  p,  .  .  . ,  X  sont  des 
quantités  positives  telles  que 

a  -f-  [i  -4- . . .  -i-  X  =  //i  —  '2, 

et  Z'Q  est  encore  une  constante  dans  laquelle  le  coefficient  de  /  esl 
positif.  Quelle  sera  la  portion  du  plan  Z  correspondant  au  demi- 
plan  supérieur  du  plan  des  z'i  On  verra,  comme  dans  le  cas  du 
triangle,  qu'à  l'a\e  Ox  correspond  une  ligne  polygonale  fermée, 
et  les  angles,  comptés  comme  précédemment,  que  font  enlrc  eux 
les  divers  côtés  de  cette  ligne  sont  respectivement 

ar,     pTT,      ...,     )-. 
La  ligne  polygonale  fermée  limitera  une  certaine  aire.  Celle-ci 


A< 


sera  nécessairement  connexe  comme  celle  du   demi-plan.   C'est- 
à-dire  qu'on  pourra  passer  d'un  point  à  un  autre  de  Taire  en  res- 


SIR    LA    REPRÉSKNTATION    CONFORMK.  3l3 

tant  à  son  intérieur;  en  d'autres  termes  encore,  l'aire  limitée  par 
la  ligne  brisée  ne  pourra  se  fractionner  en  plusieurs  autres  aires 
polygonales  n'ayant  que  des  sommets  communs.  Ainsi,  pour  le  cas 
(le  /??  =  4i  O"  ïïc  pourra  avoir  la  configuration  ci-contre  repré- 
soniée  par  ABCDA  {ftg.  3'2). 

Il  est  important  de  remarquer,  et  c'est  ici  une  différence  avec 
le  cas  du  triangle,  qu'à  une  valeur  de  Z  ne  correspond  pas  d'une 
manière  nécessaire  une  seule  valeur  de  z  ou,  en  d'autres  termes, 
(|uo  la  série  des  valeurs  que  prend  la  fonction  Z  sur  l'axe  réel  et  à 
rinfini  ne  forme  pas  ncccssairenienl  urie  suite  do  valeurs  loules 
différentes.  L'aire  polygonale  peut,  en  effet,  se  recoui'rir  partiel- 
lement elle-même  ;  c'est  ce  qu'indique  la  fig.  33.  I/aire  limitée 


par  la  ligne  poKgonalc  ABCDEFGll  se  recouvre  partiellement 
elle-même;  on  voit  bien  en  effet  que  la  partie  ombrée  appartient 
deux  fois  à  Taire  polygonale.  A  une  valeur  de  Z  répondant  à  un 
point  de  cette  partie  ombrée  correspondront  deux  valeurs  de  z. 
Mous  n'insisterons  pas  davantage  sur  cette  question  de  la  repré- 
sentation conforme  d'un  poljgone  rectiligne  sur  un  demi-plan.  La 
forme  de  la  fonction  à  em[)loyer  pour  cette  représentation  con- 
forme et  dont  nous  venons  de  faire  usage  a  été  obtenue  par 
M.  Schwarz  et  par  M.  Cbrisloffel.  Quant  à  la  détermination  effec- 
tive des  constantes  a,  6,  .  .  .,  /  pour  un  polygone  donné,  elle 
n'est  pas  sans  présenter  quelques  difficultés;  nous  y  reviendrons 
dans  la  ihéorie   des  équahons  aux   dérivées   partielles  (*).   Nous 


(  ')  On  consultera,  sur  rc  sujet,  un  Mémoire  de  M.  Schlâffli  :  Zur  Théorie  der 
citnformen  Abbildung  {Journal  de  Creile,  t.  78). 
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aurons  à  ëtudîer  aussi  plus  tard  la  représentation  des  aires  limitées 
par  des  arcs  de  cercle,  qui  se  rattache  à  la  théorie  des  équations 
linéaires  du  second  ordre  (*). 

13.  Je  terminerai  ce  qui  a  trait  à  la  représentation  conforme 
en  considérant  un  cas  très  simple  relatif  à  deux  aires  limitées  par 
plusieurs  contours.  Deux  aires  A  et  A'  limitées  chacune  par  un 
seul  contour  peuvent  être  représentées  d'une  manière  conforme 
l'une  sur  l'autre  :  on  peut,  en  elîel,  faire  la  représentation  conforme 
de  chacune  d'elles  sur  une  circonférence  et  cet  intermédiaire 
permet  de  réaliser  la  transformation  cherchée.  Des  circonstances 
toutes  différentes  se  présentent  pour  les  aires  limitées  par  plu- 
sieurs contours;  deux  aires  A  et  A',  limitées  chacune  par  un 
même  nombre  de  contours,  ne  peuvent  pas,  en  général,  être  re- 
présentées d^une  manière  conforme  Cune  sur  Vautre,  L'étude 
approfondie  de  ce  nouveau  problème  a  été  faite  par  M.  Schotlky 
dans  un  beau  et  important  Mémoire  ('•*);  celte  intéressante  ques- 
tion se  rattache  étroitement  à  l'étude  de  la  correspondance  entre 
les  points  de  deux  courbes  algébriques,  et  nous  nous  en  occupe- 
rons à  la  fin  de  ce  Volume  quand  nous  animons  tous  les  éléments 
nécessaires  pour  la  résoudre. 

En  ce  moment,  je  ne  prends  qu'un  cas  extrêmement  parliculiei-, 
sur  lequel  nous  nous  sommes  appuxé  au  (!lhapitre  W . 

Établissons  entre  le  plan  des  z  et  le  plan  des  Z  la  correspon- 
dance 

c  désignant  une  constante  positive.  A  une  valeur  de  :;  correspond 
une  seule  valeur  de  Z;  mais  à  une  valeur  de  Z  correspondent  les 
deux  valeurs 


5' = Z  -+-  sfiy—i 


(V^  Voir^  sur  ces  questions,  le  Tome  II  des  Mémoires  de  M.  Schwurz,  où  l'on 
trouvera  encore  beaucoup  d'autres  exemples  do  représenUilion  conforme.  On  lira 
aussi  dans  le  Tome  Ides  f.eçons  de  M.  Darboux  le  Chapitre  qu'il  ronsacro  à  celte 
théorie. 

(')  ScuoTTKY,  Conforme  Abbildung  mekrfack  zusamtnenhàngencler  ebener 
Flàchen  {Journal  de  Crelle,  t.  83). 


^ 
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entre  lesquelles  existe  la  relalion  z'z"=:C^,  Considérons  le  cercle 
(C)  (Jig'  33)  décrit  de  Torigine  comme  centre  avec  c  pour  rayon; 

Fig.  3^. 

Y 


on  peut,  en  choisissant  poui  le  radical  y/Z^  —  c-  une  détermination 
convenable,  supposer  que  le  points'  est  extérieur  à  la  circonfé- 
rence (C);  le  point  5"  est  alors  intérieur  à  cette  circonférence,  et 
on  l'obtient  en  prenant  Tinversc  du  symétrique  du  point  z'  par 
rapport  à  Taxe  des  x  relativement  à  la  circonférence  (G). 

Su[)posons  que  le  point  z  décrive  dans  le  plan  des  z  une  circon- 
férence de  rayon  /*  et  de  centre  O,  et  cherchons  la  ligne  que  le 


Fig. 

35. 

Y 

.■^ 

-— • 

(, 

F' 

\ 

^ 

0 

•c 

)  * 

point  Z  va  décrire  dans  son  plan  (Jig*  34).  On  aura,  en  posant 

r  =  e^?, 
•2(\  -^  /Y)  =  ^r  -+-  —  j  coso  -+-  i\r—  ^  j  sin©, 

et,  par  suite,  la  courbe  décrite  par  le  point  Z  sera  l'ellipse 

4Xî  4  Y» 


(-?)■  (^-?)'"' 
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dont  les  foyers  F  el  F'  sont  les  poinls  +  c  et  —  c  dans  le  plan  des  Z. 
Donc  à  la  série  des  cercles  ayant  l'origine  pour  centre  dans  le  plan 
des  s  correspond  une  série  d'ellipses  homofocales  dans  le  plan 
des  Z  et  inversement.  Mais,  tandis  qu'à  un  cercle  dans  le  plan  des  z 
correspond  une  seule  ellipse  dans  le  plan  des  Z,  à  une  ellipse  E 
dans  le  plan  des  Z  correspondent  deux  cercles  (C)  et  (C)  dans 
le  plan  des  Sj  dont  les  rayons  sont  liés  par  la  relation  r'r^=  c^  : 
l'un  est  par  conséquent  extérieur  au  cercle  (C)  etTautre  intérieur. 
lA)rsque  le  point  Z  décrit  l'ellipse  E,  les  points  z^  et  z"  décrivent 
simultanément  ces  deux  cercles  en  sens  inverse,  avec  des  argu- 
ments à  chaque  instant  égaux  et  de  signe  contraire. 

Lorsque  r  partant  de  zéro  augmente  jusqu'à  c,  l'ellipse  E  par- 
lant de  l'inGni  balaye  tout  le  plan  des  Z  en  s'aplatissanl  et  se  ré- 
duisant pour  /*  =  cà  la  droite  double  FF'.  Si  Ton  continue  ensuite 
a  faire  varier  r  de  cà  l'infini,  on  balaye  de  nouveau  tout  le  plan 
des  Zen  repassant  par  la  même  série  d'ellipses  dont  les  dimensions 
vont  sans  cesse  en  augmerilant.  Donc  au  plan  Z  tout  entier  cor- 
respond, d'une  part  la  portion  du  plan  des  2  extérieure  a  la  circon- 
férence Cet  d'autre  part  la  portion  du  plan  des  z  intérieure  à  celte 
circonférence. 

Bornons-nous,  pour  fixer  les  idées,  à  la  partie  du  plan  z  exté- 
rieure à  C;  nous  partirons  de  la  correspondance 

«  =  Z  -h  v^Z»— c*. 

On  suppose  tracée  dans  le  plan  Z  la  coupure  ( — c,  -h  c)  que  Z 
ne  devra  pas  franchir;  la  fonction  y/Z*-*  —  c'^  est  alors  uniforme 
et  on  la  suppose  positive  quand  Z  est  réel  et  supérieur  à  c,  La 
formule  précédente  fait  correspondre  le  |)lan  Z,  où  est  tracée  la 
coupure  ( —  c,  -i-  c),  à  la  partie  du  plan  z  extérieure  à  C.  En  |)arti- 
culier,  l'aire  comprise  entre  deux  ellipses  homofocales  de  foyer 
( —  c,  +  c)  se  trouve  transformée  en  une  aire  limitée  par  deux  cir- 
conférences. Il  en  résulte  que  le  problème  de  Dirichlet  peut  être 
facilement  résolu  pour  deux  ellipses  homofocales,  puisqu'il  se 
résout  très  simplement  pour  deux  circonrérences  concentriques. 
L'une  des  ellipses  homofocales  peut  se  réduire  à  la  droite  joignant 
les  deux  foyers;  c'est  de  ce  cas  particulier  que  nous  avons  fait 
usage  en  exposant  la  méthode  de  M,  Poincaré  (p.  99). 
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1  i.  On  peiil,  du  mode  de  corn.'spondance  préct^denl,  déduire, 
à  l'aide  du  ihéorème  de  Laurent,  une  forme  de  développement  en 
série  pour  une  fonction  de  /{z)  lioloniorphe  dans  Taire  comprise 
entre  deux  ellipses  homofocules.  Il  suffira  d*énoncer  les  résultats 
que  le  lecteur  démontrera  sans  peine.  On  aura  d'abord  de  suite  le 
développement 

-4-  • 

les  a  étant  des  constantes.  Un  cas  particulier  intéressant  est  celui 
où  la  fonction  /(z)  est  holomorphe  à  l'intérieur  d'une  ellipse  de 
foyers  ( —  c,  -H  c);  on  peut  facilement  montrer  que  l'on  a  dans  ce 
cas 

cl  Ton  Irouvera  alors  le  développcmcnl 

m  —  u 

P,;, (v)  désignant  le  polvnome  d'ordre  m 

Une  fonction  holomorphe,  à  r intérieur  d\ine  ellipse,  se 
trompe  ainsi  développée  en  une  série  de  polynômes.  Pour 
r  r^i  (),  on  retombe  sur  le  développement  de  Ta^lor. 

lo.  Nous  reviendrons  une  dernière  fois,  en  terminant  ce  Ciia- 
pilre,  sur  le  problème  de  DIriclilet,  qui  nous  a  déjà  occupé  dans 
cet  Ouvrage,  |)Our  indiquer  la  méthode  de  M.  Sch\varz(*).  En  fait, 
une  partie  de  cette  méthode  a  été  exposée  quand  nous  avons  parlé 
du  procédé  alterné  (p.  8i)^  nous  allons  avoir  à  en  faire  usage. 
M.  Schwarz  ramène  la  solution  au  problème  de  la  représentation 
conforme  ;  on  sait,  en  effel,  résoudre  le  problème  de  Dirichlet  pour 
toute  aire  dont  on  a  fait  la  représentation  conforme  sur  un  cercle. 

xNous  nous  bornerons  au  cas  où  le  contour  serait  formé  d'arcs 

(•)  Tome  II  dc'àOLuK'rcs  complètes  de  M.  Schwarz  (p.  \\\). 
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réguliers  de  lignes  analytiques  faisant  entre  eux  des  angles  diffé- 
rents de  zéro  (*).  Il  suffit  évidemment  de  montrer  que  nous  pou- 
vons décomposer  l'aire  S  limitée  par  ces  arcs  en  un  nombre  limité 
d'aires  partielles  représentables  sur  le  cercle  et  empiétant  les  unes 
sur  les  autres,  car  alors  le  procédé  alterné  donnera  la  solution. 

Sur  un  arc  régulier  de  ligne  analytique  nous  pouvons  prendre 
UD  arc  assez  petit  a^  pour  qu'une  représentation  conforme  (§  3) 
transforme  a|3  en  segment  de  droite  a'^'  dans  le  plan  de  la  va- 
riable V.  En  joignant  rx!  et  ^'  par  un  arc  de  cercle,  on  aura  dans  le 
plan  z  une  aire  limitée  par  la  courbe  a^  et  par  un  certain  arc  ne  la 
coupant  pas  sous  un  angle  nul,  et  l'on  pourra  manifestement  en  faire 
la  représentation  conforme  sur  un  cercle.  Ceci  posé,  on  pourra 
fractionner  l'arc  analytique  AMB  en  un  certain  nombre  d'arcs  suf- 
fisamment petits  et  tels  que  deux  arcs  conséculifs  empiètent  Tun 
sur  l'autre.  On  joindra  deux  à  deux  les  extrémités  de  ces  arcs  par 
des  lignes  situées  dans  S  et  telles  qu'elles  limitent,  avec  l'arc  cor- 
respondant, des  aires  dont  on  puisse  faire,  comme  il  vient  d'être 
dit,  la  représentation  conforme  sur  un  cercle.  L'ensemble  de  ces 
aires  formera  une  nouvelle  aire  limitée  par  Tare  AB  et  un  arc  APB 
situé  dans  S,  et,  pour  cette  aire,  on  saura  résoudre  le  princi|)e  de 
Diricblet  par  l'emploi  du  procédé  alterné.  On  peut  supposer  que 
l'arc  APB  coupe  Tare  AB  sous  des  angles  différents  de  zéro.  Nous 
répéterons  la  même  construction  pour  tous  les  cotés  du  contour. 

En  cliaque  sommet  S  nous  placerons  le  centre  d'un  secteur  cir- 
culaire intérieur  à  S  et  empiétant  sur  les  deux  aires  limitrophes 
que  nous  venons  de  construire.  Ceci  sera  toujours  possible,  puisjjue 
ces  aires  ont,  aux  sommets,  des  angles  différents  de  zéro  et  que 
l'angle  du  contour  en  chaque  sommet  est  différent  de  zéro. 

Enfin  nous  tracerons  une  série  de  cercles  tout  entiers  intérieurs 
à  S  et  qui  ne  soient  jamais  tangents  entre  eux  ni  aux  contours  des 
aires  auxiliaires,  et  en  assez  grand  nombre  pour  (jue  tout  point  en  S 
soit  intérieur  à  un  de  ces  cercles  ou  à  l'une  des  aires  auxiliaires. 
Il  suffira  évidemment  pour  cela  d'un  nombre  limité  de  cercles.  La 
décomposition  de  l'aire  S  en  aires  partielles  empiétant  les  unes 


(*)  On  trouvera  dans  le  Mémoire  de  M.  Schwarz  l'examen  du  cas  où  l'angle 
est  nul;  certaines  hypothèses  sont  alors  à  faire  reialivcmeni  à  l'ordre  de  contact 
des  deux  arcs. 
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sur  les  autres,  pour  lesquelles  on  sail  résoudre  le  problème  de 
Dirlchlel,  est  donc  effectuée,  et  la  question  est  dès  lors  résolue. 

16.  11  ne  sera  pas  inutile  de  rappeler  que  nous  avons  en  défini- 
tive fait  connaître  dans  ce  Livre  trois  méthodes  essentiellement 
distinctes  pour  la  solution  du  problème  de  Dirichlet.  Ce  sont  la 
méthode  de  M.  Neumann  (p.  44)  sappliquant  aux  contours  con- 
vexes, celle  de  M.  Poincaré  (p.  89)  qui  est  absolument  générale, 
et  enfin  celle  de  M.  Scbwarz  qui  s'est  trouvée  présentée  en  deux 
fois,  d'abord  (p.  81)  et  ensuite  au  paragraphe  précédent.  On 
trouvera  une  quatrième  méthode  dans  le  Livre  déjà  cité  de  M.  Har- 
nack  sur  le  potentiel  logarithmique,  mais  nous  nous  contenterons 
A' y  renvoyer  le  lecteur. 


IV.  —  Sur  un  développement  en  séries  de  polynômes 
déduit  de  la  représentation  conforme. 

17.  Nous  avons  déduit  (§  14)  de  la  représentation  conforme 
d'une  aire  elliptique  un  développement  d'une  fonction  en  série  de 
polynômes.  D'une  manière  générale,  pour  un  contour  régulière- 
ment analytique,  on  peut  avoir  des  développements  analogues 
avec  des  polynômes  qui  dépendent  uniquement  du  contour;  c'est 
ce  que  nous  allons  établir  avec  M.  G.  Faber  (*). 

Soit  donc  S  une  aire,  située  tout  entière  à  distance  finie  dans 
le  plan  de  la  variable  5,  limitée  par  le  contour  C  régulièrement 
analytique;  désignons  par  A  l'aire  extérieure  à  C.  D'après  ce  que 
nous  avons  vu  dans  ce  Chapitre,  on  peut  faire  une  représentation 
conforme  de  l'aire  A  sur  l'intérieur  du  cercle  F  de  rayon  w/i,  dans 
le  plan  d'une  variable  complexe  /,  et  cela  de  telle  manière  que  le 
point  ^  =  oc  corresponde  au  point  ^  =  0.  On  aura,  pour  cette 
représentation  conforme, 

(S)  z=f{t), 

et  la  fonction /(ï)  sera  holomorphe  dans  le  cercle  de  rayon  uny 


(' )  G.  Fabeu,  Ueber  polynoniische  Entwickelungen  {Math,  Annalen,  t.  LVII, 

1903). 
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sauf  au  point  /  =  o,  qui  sera  pour  elle  ud  pôle  simple.  La  fonc- 
tion précédente  sera  aussi  holomorphe  sur  la  circonférence  et  un 
peu  au  delà,  puisque  C  est  régulièrement  anal)^tique.  Soit  main- 
tenant une  circonférence  T^  extérieure  et  concentrique  à  F,  et  de 
ra^ron  très  peu  différent,  de  manière  que  /(t)  soit  encore  holo- 
morphe  sur  Fi.  La  transformation  (}C)  fera  correspondre  à  \\  une 
courbe  C|  intérieure  à  C,  et  qui  sera  très  voisine  de  cette  der- 
nière. 

Ceci   posé,  le   point  x  étant  à  l'intérieur  de  Ci,  nous  avons, 
d'après  la  formule  de  Cauchy, 


2 


si  F(5)  est  une  fonction  holomorphe  dans  G.  En  faisant  le  chan- 
gement de  variable 

nous  aurons 


Cette  formule  va  nous  donner  très  aisément  un  développement 
de  F(:r)  en  série  de  polynômes,  ceux-ci  dépendant  uniquement 
du  contour  Cet  nullement  de  la  fonction  F(j7)  que  Ton  développe. 

18.   (Considérons  l'expression 


en  supposant  t  à  l'intérieur  de  la  circonférence  F,  ou  sur  celle 
circonférence.  Celle  expression  sera  liolomorplie  dans  celle  cir- 
conférence, sauf  au  point  /  =  o  qui  sera  visibleineiit  un  pôle, 
avec  résidu  égal  à  — i.  Si  Fon  développe  suivant  les  puissances 
de  ^,  on  aura 

/'(O     _      I 


n  =,  X 


n=ii 


el  Fon  voit  aisément  que  Pw(x)  est  un  polynôme  en  x  de  de^no  n. 
Soit,  en  effet, 
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Q  étant  une  série  entière;  on  aura 

fit)      _-7^-^Q'(^^^   ,     ^a^t^q'it) 

~  t  a-htQii)—  tx 

En  développant  le  second  terme  suivant  les  puissances  positives 
de  /,  il  apparaît  de  suite  que  le  coefficient  de  t'^  est  un  polynôme 
de  degré  /i  +i  en  j?. 

19.   Si  nous  revenons  maintenant  à  la  formule 

on  aura  un  développement  de  la  forme 

F(x)=ao-^aiP,(a7)-h...-4-anP«(a?)-h..., 

où  les  a  sont  des  constantes  :  c'est  le  développement  cherché. 

Les  polynômes  P(x)  ne  dépendent  que  du  contour  C;  les  coef- 
ficients a  sont  donnés  par  des  intégrafles  définies.  Ainsi,  on  a 


'"■=d;iX/[/('>]"-"''- 


La  série  précédente  généralise  manifestement  la  série  de  ïayior, 
avec  laquelle  elle  se  confond,  si  le  contour  C  est  une  circonfé- 
rence. On  pourrait,  à  l'occasion  des  séries  de  la  forme 

ao-haiPi(iF)-h...-4-a;»P«(ar)-f-..., 

développer  une  théorie  analogue  à  celle  des  séries  entières;  mais 
il  nous  suffira  d'avoir  indiqué  un  mode  de  développements  en 
séries  de  polynômes,  de  nature  différente  de  celui  qui  nous  avait 
antérieurement  occupé. 


■■■■M 


P.      —     II. 
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CHAPITRE  XL 

THÉORÈMES   GÉNÉRAUX    SUR' LES   ÉQUATIONS 
DIFFÉRENTIELLES. 


I.  —  Méthode  de  Gauchy-Lipschitz  relative  à  Texistence 
des  intégrales. 

1.  Nous  commencerons  par  donner  la  première  démonstration 
de  Cauchy  relative  à  Texistence  des  intégrales  d'un  système 
d'équations  différentielles  ordinaires  du  premier  ordre 


dy 


Celle  démonstration  nous  est  seulement  connue  par  les  leçons 
du  grand  géomètre  publiées  en  i844  par  M.  Moigno;  elle  con- 
cerne spécialement  le  cas  où  les  fonctions  /  et  les  variables  sont 
réelles.  Son  point  de  départ,  aussi  naturel  que  possible,  consiste 
à  regarder  les  équations  différentielles  comme  limites  d'une  suc- 
cession d'équations  aux  différences.  Lipschitz  (')  a  simplifié 
notablement  la  démonstration  de  Cauclij  et  a  bien  mis  en  évi- 
dence les  hypothèses  fondamentales  nécessaires  pour  la  démon- 
stration. 

(  '  )  Lipschitz,  Lelirbuck  der  Analj  sis,  p.  juj. 
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Pour  simplifier  Texposition  et  éviler  des  indices  multiples,  nous 
nous  bornerons  au  cas  d^une  seule  équation;  la  méthode  s'étendra 
d'elle-même  aux  m  équations  écrites  plus  haut.  Partons  donc  de 
V équation  différentielle  du  premier  ordre 

^-/<«.r). 

Nous  faisons  ^uv  f{x^y)  les  hypothèses  suivantes.  Dans  le  voi- 
sinage d'un  certain  système  de  valeurs  (^oîJ^o)ï  correspondante 

(I)  \x  —  Xo\<a,         1^  — ^J<6, 

la  fonction  réelle  f{^^  y)  des  deux  variables  réelles  x  et  j^  est 
continue,  c'est-à-dire  que,  étant  donnée  une  quantité  \  aussi 
petite  qu'on  voudra,  on  pourra  déterminer  8  lel  que  pour 

I  Ax  |<  a,     I A^  I  <  a, 

on  ait 

|/(  X -h  Ax,  7 -t- A7)  -  7(07,  ^)  |<  X, 

les  points  (x,  )),  (.r  -h  Ao?,  v  +  A^)  étant  dans  la  région  définie 
par  les  inégalités  (i). 

De  plus,  et  c'est  l'hypothèse  bien  mise  en  évidence  par  Lip- 
schilz,  il  sera  nécessaire  de  supposer  qu'il  existe  une  quantité 
positive  k  telle  que 

\fix,yi)^f(x,y,)\<k\y^-y,\. 

Celte  hypoihèse  est  manifestement  d'un  caractère  très  général; 
elle  est  vérifiée,  d'après  le  théorème  des  accroissements  finis,  si  f 
a,  par  rapport  à  y^  une  dérivée  partielle  qui  reste  finie. 

Ceci  posé,  soit  A  une  quantité  positive  satisfaisant  aux  inéga- 
lités 

A^rt,        AM<6, 

eu  appelant  M  la  valeur  absolue  maxima  Ae  f[x,y)  pour  les 
points  du  domaine  (i). 

Nous  allons  montrer  qu'fV  existe  une  fonction  continue  y  de  x 
satisfaisant  à  Véquation  différentielle 
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définie  pour  toute  valeur  de  x  telle  que 

|:r  — a^oK  A. 

et  prenant  pour  x  =  Xo  la  valeur  y ç,. 

C'est  le  théorème  fondamental  de  la  théorie  des  équations  dillV*- 
rentielles  ordinaires. 

2.  Notre  point  de  départ  sera  le  même  que  pour  arri\er  à  la 
notion  de  l'intégrale  définie  au  début  du  Tome  1  de  ce  Trailé. 
Considérons  une  valeur  x  pour  laquelle 

I  ^  —  a7o  1  <  A 

(nous    pouvons  supposer  x>Xq^.    On   partage   l'inlervalle  .i\x 
en  intervalles 

Formons  alors  les  équations  aux  différences 

y\-yo       =(Xi  —  Xo)        fiXo.Vo). 


y   — r/i-l=(^   —3r„-x)f{^n-\.yn-\)^ 

qui  détermineront  successivement  les  quantités  r,,  y^y  ..., 
yn-i't  y*  On  doit  remarquer  que  chacune  des  valeurs  trouvées 
pour  les  K,  soit  pour  yi,  est  telle  que 

\yi—  y^\  <i^' 

On  a,  en  effet,  d'abord  pour  y,, 

I.Ti-roKMCa',  — :ru)<  AM<^>; 
pour  y 2  on  aura 

yi=y^-^{3P\  —  a7o)/(a"o,  .Vo)  -H  (  OTt—Tx  )f{Xx,   V,  )  ; 

donc 

I  yt—y^  I  <  M(a7,-  a^oX  MA  <  b, 

et  ainsi  de  suite. 

La  valeur  finale  y  est  donc  une  expression  parfaileinenl  délcr- 

minée  dépendant  de  J7 et  des  points  de  subdivision  jc,,  Xj,  ...,  r,^,,. 

Par  analogie  avec  la  question  que  nous  avons  traitée  dans  le  cas 
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(le  réqualion  très  simple  (t.  I,  p.  2) 

nous  devons  nous  demander  si  cette  expression  y  tend  vers  une 
limite  déterminée,  quand,  x  restant  fixe,  tous  les  intervalles 
tendent  vers  zéro,  leur  nombre  augmentant  indéfiniment. 

Nous  allons  monlrer  qu'il  y  a  bien  une  limite,  et  celle-ci  est  la 
fonction  de  x  que  nous  cherchons. 

3.  Notis  considérerons  d'abord  une  première  loi  de  subdivision 
telle  que  Ton  passe  d'un  mode  d'intervalles  au  suivant  en  fraction- 
nant chacun  des  intervalles  précédents.  Nous  allons  établir  que, 
pour  une  telle  loi  de  subdivision,  y  tend  vers  une  limite. 

Soit 

le  premier  mode  de  subdivision;  nous  mar<|uerons  par  un  accent 
le  second  mode  de  subdivision,  et  pareillement  les  valeurs  de  y 
auront  des  lettres  accentuées.  Soient  l'intervalle  x^Xfi^\  et 

^'1  =  ^ai      "M      ^'m-      •  •  •  î     ^w  =  ^a-+-l 

les  valeurs  intermédiaires  des  x' » 
On  aura 

I  7m  —  y'l\<  {^',n—^'l)  M  <  (ra^.,  —  J?a)M. 

Nous  supposons  la  première  subdivision  poussée  assez  loin 
pour  que 

.ra-Hi  — ^a<o  et  (a?a^-i  — ^a)M  <  8. 

On  aura  par  suite,  0  et  A  se  correspondant  d'après  les  notations 
du§  1, 

<  K  )  I  J'{x,n.  y,n  )  -  f(^h   y'i)\<  ^. 

Oi'  on  a 

y't^i  —  y'ux  =  ' ^'t.i  —  ^/4. : .)  /( ar^^i .  >'/+i ), 
» 
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donc,  en  faisant  la  somme  et  se  servant  des  inégalités  (E), 
^i-/,  =  {a?«^i-ar«;[/(arJ,/,)-4.0X|         |6|<i. 
D'ailleurs 

on  en  conclut 

y»  — J^cw-i  =  r/  — ra-H(ar«4.|  — ira)[/(x;,jrj)  — /(ar«,ra)-H6X); 

mai8a?/=â?a;  nous  avons  donc,  en  nous  servant  de  la  seconde 
hypothèse  faite  sur/, 

mégalité  fondamenlale  dont  nous  allons  tirer  la  démonstra- 
tion de  Inexistence  de  la  limite. 

On  voit  que  cette  inégalité  donne  une  limite  de  la  différence 
des  valeurs  des  lettres  accentuées  et  non  accentuées  en  x^^^  en 
fonction  de  leur  différence  en  J?a*  Nous  sommes  donc  assuré,  en 
allant  de  proche  en  proche,  de  trouver  une  limite  supérieure  de 
\y  —  y\  en  J7. 

Désignons,  pour  abréger,  par ¥«^.1  la  différence  |>'/;— J^a+i  |- 
L'inégalité  précédente,  à  savoir 

V«+.  <  V« -f.  («•«+!  — «•«)[  kWa.  -h  XJ, 

pourra  s^écrire 


ou 


Va-hi  -^  J  <  (V«  -4-  j^  j[i  -h  X(a^a-Hi  —  ar«)]  ; 


par  conséquent,  puisque  Vo==o, 
Vflw-t  '^'jç<-iç\^'^  ^(^ï "" ^«)]  f  '  ■♦"  ^*(^«—  a-,  )] . . .  1 1  -r-  A  (  o-a^t  —  Toi ) 
Or,  pour  X  positif,  on  a 


on  en  conclut 


V«^.i<  ^.f<rA.r.+.-',  -i], 
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OU 

I  y'n  -  ra-Hi  I  <  j,  [e*(-^a-K.-^o)  -  i]. 

Prenant  le  point  extrême  J7,  nous  aurons,  d'après  ce  qui  précède, 
en  désignant  par  jk  ia  valeur  à  laquelle  conduit  le  premier  mode 
de  subdivisions,  et  par  y  celle  à  laquelle  conduit  le  second  mode, 

Cette  inégalité  obtenue  y  la  démonstration  s^  achève  (V  elle- 
même,  A  partir  du  mode  de  subdivision  j7,  tous  les  autres  modes 
de  sul)divisions  suivants  x^  donnent  pour  y  des  valeurs  comprises 
entre 

y-^-rX  e^^'-'^o»  —  I  ]      et     J  —  t  [  e^^*  -'0)  —  i] . 

Prenant  alors  une  suite  de  quantités  \  décroissantes  et  tendant 

vers  zéro,  on  formera,  d'après  un  mode  de  raisonnement  bien 

connu,  une  suite  d'intervalles  décroissants,  tous  compris  les  uns 

dans  les  autres  et  tendant  vers  zéro;  la  limite  commune  des  deux 

extrémités  de  ces  intervalles  est  la  limite  cherchée. 

Ainsi,  nous  avons  une  limite  pour  j^  quand  on  adopte  une  loi 

de  subdivisions  de  la  nature  indiquée.  Je  dis  que  toute  autre  loi 

conduira  à  la  même  limite.  Soient  deux  modes  quelconques  de 

subdivisions  de  l'intervalle  x^x^  marqués  respectivement  par  les 

lettres 

X    et    x' \ 

nous  désignerons  par  x"  la  subdivision  formée  avec  l'ensemble 
des  deux  premières.  Si  les  intervalles  x  et  x^  sont  moindres  que  8 
(8  correspondant,  comme  plus  haut,  à  une  valeur  donnée  de  X), 
on  aura 

l7'-rl<  J:[^'-^'-^«^-il> 
donc 

Il  en  résulte  bien  évidemment,  puisque  X  est  pris  aussi  petit  que 
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l'on  veut,  que  y'  aura  une  limite  si  y  en  a  une,  et  ces  deux  limites 
seront  les  mêmes. 

En  résumé,  nous  avons  établi  que,  qi/ef  que  soit  le  mode  de 
subdivision^  y  a  une  limite  parfaitement  déterminée.  Cette 
limite  est  une  fonction  de  x,  qui  pour  x=^  Xq  se  réduit  à  y^. 

4.  Il  reste  à  montrer  que  la  fonction  y  de  x,  qui  vient  d'être 
obtenue,  satisfait  à  Téquation  différentielle 

Soient,  dans  l'intervalle  A,  les  trois  points  j:©?  ^-t  ^\  et  supposons, 
pour  fixer  les  idées, 

Soient^  la  valeur  de  la  fonction  précédemment  trouvée  en  x^  et 
y  sa  valeur  en  x^ ,  Pour  trouver  y ^  on  peut  concevoir  qu'on  parte 
de  X  avec  la  valeur  y  et  qu'on  fractionne  l'intervalle  xx^  en  un 
nombre  de  parties  grandissant  indéfiniment.  D'autre  part,  si  l'on 
ne  prend  qu'un  seul  intervalle,  on  obtiendra  la  quantité  Y' définie 
par 

mais,  si  |  xf —  a:  |  <!  8  (8  correspondant  toujours  à  une  quanliié  X), 
on  a,  d'après  le  paragraphe  précédent, 

|Y'-yi<^[eA'^-'-^-ij. 

Nous  pouvons  écrire  cette  inégalité  sous  la  forme 

Y'  — y=  -_[eAi-ï'-^J-iJ         Oc^<i). 
On  aura  donc 


et  enfin 


y—  y  =  {x'—x)f{x',  y)  —     l\ef^<^-^^  - 


y'—  y  .^  ^        OX   e^(^'   .r)_  , 


d'où  résulte  (en  faisant  tendre  a:' vers  x  et  remarquant  qu'alors  on 
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peut  prendre  X  de  plus  en  plus  petit)  que  y  a  une  dérivée  -^*  eti*on 
a  bien 

ce  qui  achève  la  démonstration. 

o.  Le  théorème,  fondamental  que  nous  venons  d'élablir  s'étend 
sans  modifications  essentielles  au  cas  de  m  équations  du  premier 
ordre 

^y  ni  y-     /  _  \ 

On  suppose  que  les  fondions  y  soient  continues  pour  les  valeurs 
des  X  et  des  y  satisfaisant  aux  inégalités 

^  -  -^0 1<  «,       \yx-'y\\<h,       . . . ,      \y,n-y^,n\<h^ 

soit  M  la  valeur  absolue  maxima  des  fonctions  f  dans  ce  do- 
maine. De  plus,  on  a,  pour  deux  systèmes  quelconques  de  points 
de  ce  domaine, 

<^i  y\  —  y\  I-hA:, ly,  —  j^,  I -»-... -h A:/«i^;«—7m|, 

les  k  étant  des  constantes  positives. 

En  remplaçant,  comme  plus  haut,  les  équations  différentielles 
par  des  équations  aux  différences,  on  établira,  sans  autre  peine 
que  quelques  longueurs  d'écriture,  que,  dans  la  région  déGnie  par 

I  ar  — :ro  I  <  A, 
où 

A<a,         AM<6, 

Il  existe  m  fon(;tions  continues  yi,  y^^  ...,  ym  de  x  satisfaisant  au 
système  d'équations  différentielles,  et  prenant  respectivement  pour 
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X'=.x^  les  valeurs  y^,  y®,  .-.,  J^^,.  La  rc^'gion  dans  laquelle  les 
intégrales  sont  définies  correspond  donc  à  un  intervalle  tracé  de 
part  et  d'autre  de  x^y  et  dont  la  longueur  est  la  plus  petite  des 
deux  quantités 

"    •"    M- 

6.  Nous  venons  de  trouver  un  système  d'intégrales  continues 
prenant  des  valeurs  données  pour  x=^Xq,  Nous  allons  mainte- 
nant démontrer  que  ce  système  est  unique. 

Il  suffira  de  prendre  le  cas  d'une  seule  équalion;  le  raisonne- 
ment est  général  (*).  Soit  donc  l'équation 

Nous  avons  trouvé  une  intégrale  y^  fonction  eonlinue  de  x  et 
prenant  pour  x=-Xq  la  valeur  ^j,.  Supposons  qu'il  existe  une 
seconde  intégrale  Y  jouissant  des  mêmes  propriétés  dîins  un  cer- 
tain intervalle  à  partir  de  Xq^  et  soit 

l'intervalle  dans  lequel  y  elY  sont  toutes  deux  délinies. 
Soit  d'abord 

B<i. 
•ik 

Dans  l'intervalle  {Xq,  x^-^  B)  la  dilTôrencc 

lr-vi 

a  un  maximum^  qu'elle  atteint  ellectivcmenl,  et  que  nous  dési- 
gnerons par  e,  si  les  deux  fonctions  y  et  Y  ne  sont  pas  identi(|nes. 
Or  on  a 

— -j^ —  =  /(^'  r  )  -/<  ^.  ^  )' 

Or 

I  /(^.  y)  -  /Cr,  Y  )  !  <  k     ,'  _  V  ,  <  /  =. 

et,  par  suite,  dans  l'intervalle  considéré, 

-      <  <  - 


(*)  Nous  empruntons  cette  démonstration  au   Traite  d'Analyse  do  M.  Jorddi». 
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11  y   a   donc  conlradiciion,    puisque    \y — Y|  doit  avoir  s  pour 


maximum. 


Si  B  esl  supérieur  à  — r»  on  considère  d'abord  rinlervalle 


K  ^^•-^;r;f)î 


soil  e  le  maximum  de  \y  —  Y  |  dans  cet  intervalle.  On  aura,  dans 
celui-ci,  d'après  rc(|uation 

— •^^^=/(^>r)-/(^,  Y), 

U-Y|<.-.J^  =  i, 

résullal  qui  nous  conduit  à  la  même  contradiction.  II  en  résulte 
que  dans  Tinlervallc  (-^oj  ^0+ rr)  '^^  deux  fonctions  >'  et  Y 
coïncidenl.  On  continuera  ainsi  de  Xo H r  à  J^o-H  2— y  et  ainsi  de 

^  A  '2.  ftî 

suite  jusqu'à  ce  qu'on  ail  tout  Tintervalle  de  Xq  àXo-i-B.  Il  est 
donc  bien  établi  que  /es  deux  intégrales  y  et  Y  coïncident  dans 
cet  iiitciKalle  ('). 


(  '  )  Si  dans  l'cqudtion 

on  suppose  seulement  que  f{x.y)  est  une  fonction  continue  de  x  et  y  dans  le 
voisinage  de  ix^^y^)^  sans  faire  aucune  hypothèse  relative  à  la  condition  de 
Lipschiiz,  il  pourrait  arriver  qu'il  y  eût  plusieurs  solutions  prenant  pour  a?  =  a;„ 
la  valeur  j'j.  Un  exemple  de  ce  cas  a  été  donné  par  M.  Peano  {Aïath.  Annaten, 
t.  XXWII):  il  est  fourni  par  Téqualiou 

dy  _     ^rx 
dx  ~~  y--t-  X* 

Le  second   membre  est   une   fonction  continue  de  x  et  y  dans  le  voisinage  de 
X  —  0,  y  =  o,  car  on  peut  l 'écrire 

2  yx- 

y-  ^-  x^ 

et  le  second  facteur  a  évidemment  une  valeur  absolue  inférieure  à  l'unité.  D'autre 
part,  Téqualion  rentre  dans  un  type  élémentaire  classique,  en  regardant  ^  comme 
fonction  de  ^',  ei  Ton  obtient  facilement  l'intégrale  générale 


y  —  C  —  v'^'~*~  ^*         (^  constante  arbitraire). 
Donnons  à  C  une  valeur  positive,  el  prenons  la  détermination  positive  du  ra- 
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On  a  de  même 

el  ainsi  de  siiiie.  En  multipliant  ces  diverses  inégalités  membre  à 
membre,  on  a 

I  .>'  —  y\<\  yo  -  fo  I  ^^'^-^  -•^-'  • 

Soient,  d'antre  part,  Y  et  Y'  les  deux  intégrales  de  l'équation 
prenant  respectivement  pour  .r  =  .r(,  les  valeurs  T'q  ^^-^o*  D'après 
ce  qui  a  été  vu  au  paragraphe  3,  on  a,  A  ayant  la  signification  de 
ce  paragraphe, 


cl 


On 


a  donc 


I  Y  -  Y'  |<  1  ^0  -  /o  I  ^'■^'-'"'  +  X  f  ^*''~'''  ~  '  '• 

Or.  A  est  aussi  petit  que  Ton  veut,  si  la  subdivision  a  été  poussée 
suffisamment  loin.  Donc,  si  |yo  —  ^o  I  ^^^  P^*^  ^"f'^*^™™®'^^  P^^'^ 
on  voit  que  |  Y  —  Y'  |  sera  aussi  petit  que  Ton  voudra,  ce  qui  établit 
la  continuité  annoncée  des  deux  intégrales  Y  et  Y'  correspondant 
aux  valeurs  initiales  j^^,,  ^^  Xo- 

8.  iNous  sommes  maintenant  en  mesure  d'indiquer  une  pro- 
priété' (*)  de  la  méthode  de  Cauchy,  presque  évidente  en  elle- 
même,  mais  qui  présente  un  certain  intérêt,  surtout  quand  on  la 
rapproche  de  quelques  travaux  récents  sur  les  développements  en 
séries  de  diverses  fonctions.  Soit  toujours  l'équation 

et  considérons  l'intégrale  Y  prenant  pour  x  =  Xq  la  valeur  ^q. 
Supposons  que,  x  croissant  à  partir  de  Xq,  Y  soit  continue  tant 


(*)  J'^i  indiqué  celle  propriété  dans  une  Note  Sur  les  développements  en 
séries  des  intégrales  des  équations  différentielles  par  la  méthode  de  Cauchy 
{Comptes  rendus,  5  juin  i8i)(j).  M.  Painlevé  avait,  de  son  côté,  fait  la  même 
remarque,  comme  il  l'a  indiqué  dans  les  Comptes  rendus  (19  juin  1S99). 
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que  X  ne  dépasse  pas  Xq-\- h^  et  que,  «le  plus,  pour  ch«TCune  des 
valeurs  {x^  Y)  correspondanl  à  notre  intégrale,  la  fonction  f  ne 
cesse,  pour  un  petit  domaine  autour  de  {x.  Y),  de  remplir  les 
conditions  de  Lipschitz  indiquées  au  paragraphe  1.  Dans  cette 
hypolhèse,  prenons  un  point  x  entre  Xf^  et  x^-^  h  et  partageons 
l'intervalle  Xç^x  par  les  points  x^,  x^^  ..,  Xn-i-,  de  manière  à 
avoir  la  suite 

^Oî       ^1»       ^îî        •••>       ^«-1»       ^■ 

Soit  d'une  manière  génrrale  Y|  la  valeur  de  noire  intégrale  pour 
a:  =  Xi;  on  peut,  d'après  nos  hypothèses,  prendre  les  intervalles 
assez  petits  pour  que  dans  chacun  des  intervalles 

Xi,      Xi^i 

la  méthode  de  Cauchy  soit  applicable  et  que  l'intégrale  de  l'équa- 
tion prenant  la  valeur  Y,  pour  x  =z  xt  puisse  être  donnée  par  cette 
méthode.  Ces  conditions  remplies,  les  intervalles  précédents  vont 
rester  fixes. 

Imaginons  alors  que  Ton  fractionne  chacun  des  intervalles  pré- 
cédents; l'intervalle  {x^x)  sera  alors  partagé  par  des  subdivisions 
comprenant  les  Xi  et  d'autres  points  de  subdivision,  et  soit  dé- 
signé par  x'  ce  mode  de  subdivision.  Pour  cette  subdivision,  for- 
mons directement  les  équations  aux  difTérences,  dont  l'emploi 
caractérise  la  méthode  de  Cauchy,  et  cela  depuis  ^o  juscju'à  x.  On 
se  rend  compte  aisément  que  les  valeurs  des  v  aux(|uell<'s  condui- 
ront les  différences  successives  resteront  dans  le  champ  o\xf[x,  >) 
est  définie,  si  la  subdivision  x  a  tous  ses  intervalles  assez  petits. 
En  effet,  tout  d'abord  en  x,,  on  trouve  une  valeur  Y'^  très  peu 
différente  de  Y|  ;  ensuite,  quand  on  arrive  en  j?^,  on  trouve  une 
valeur  très  peu  diflérente  de  l'intégrale  de  Trcjualion  qui  prend 
en  Xx  la  valeur  Y',  et,  par  suite,  très  peu  différente  (d'après  le  pa- 
ragraphe précédent)  de  l'intégrale  qui  prend  en  x^  la  valeur  Y,, 
c'est-à-dire  de  Y^.  On  peut  aller  ainsi  de  proche  en  proche  (n  étaiit 
fini),  et  finalement,  quand  on  arrive  en  x,  la  valeur  donnée  au 
moyen  des  équations  successives  aux  différences,  diffère  très  peu 
de  la  valeur  Y  de  notre  intégrale,  cela,  bien  entendu,  sons  la  con- 
dition que  tous  les  intervalles  correspondant  aux  ./'  soi^Mit  snfli- 
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sammcnt  petits.  Écrivons  la  subdivision 

Xq^      ^U       ^2»       •••?      ^n'—H       ^'i 

il  résulte  de  ce  qui  précède  que  les  équations  successives 

fi  —  J'i  =  (  ^2  —  ^'l  )/(  ^\  ,  fl  ), 


y  -yn'-i=(^  —  <'-i)/(^;«'-i»7n'-i) 

donnent  pour  y'  une  valeur  très  peu  différente  de  Y.  La  méthode 
(le  Cauchy  est  donc  valable  dans  tout  Vintervalle  XqX^  où  l'in- 
tégrale est  continue,  avec  la  condition  imposée  en  plus  ci-dessus 
àf{x^  y).  Elle  donne  dans  cet  intervalle  une  valeur  approchée  de 
rintégrale,  et  il  est  clair  que|j'' — Y|  est  inférieur  à  tel  nombre 
que  Ton  voudra,  si  chacun  des  intervalles  oc'  est  assez  petit,  cela 
d'ailleurs  quel  que  soit  x  dans  Tintervalle  (j^o,  ^©"t"  ^')?  ^"  ^'  ^^^ 
inférieur  au  nombre  h  dont  il  a  été  parlé  plus  haut. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'intervalle  {Xq,  x)  ait  été  partagé 
en  n  parties  égales.  Pour  n  assez  grand,  les  équations  aux  diffé- 
rences conduisent  à  une  expression 

et  l'on  peut  prendre  [jl  assez  grand  pour  que  dans  tout  Tintervalle 

(  jTq,  jTo  -h  h')  on  ait,  pour  /ï  ^  [x, 

|Y-P,,,^:r)|  <£, 

£  étant  une  quantité  donnée  à  Tavance,  aussi  petite  que  Ton 
voudra. 

Arrivé  à  ce  point,  nous  pouvons,  si  nous  voulons,  représenter 
notre  inlégrale  Y  par  une  série.  Reprenons  en  effet  l'expression 
P,,  (j:),  et  donnons  à.  n^  une  valeur  fixe  suffîsamment  grande. 

l^osons  alors 

/n-^l{X)=  Pn-Hl(^)—  Pn{x 

La  série 


336  CHAPITRE    XI. 

est  uniformément  convergente  dans  l' intervalle  (xo,  Xo-h  A'). 
En  effet,  la  somme  de  ses  n  —  /lo-h-i  premiers  termes  est  égale  à 
P,,(:r),  et,  par  suile,  pour  n^u,  cette  somme  différera  de  Y  de 
moins  de  e,  et  cela  dans  Pinlervalle  considéré;  ce  qui  établit  la 
convergence  uniforme. 

9.  Les  résultats  précédents  s'appliquent  manifestement  au  cas 
d'un  système  d'équations 

dy- 

la  fonction  F/  satisfaisant  aux  conditions  de  Lipschilz,  comme  il  a 
été  dit  au  paragraphe  5. 

10.  Arrêtons-nous  un  moment  sur  un  cas  particulier.  Soient 
les  p  équations  simultanées  du  premier  ordre 

diXfi 

(3)  -^    =\i{Xi,Xt,   ...,Xp)  (l  =  I,  -2,   ...,/?), 

où  les  X  sont  des  polynômes  en  x^  et  considérons  les  intégrales 
prenant  pour  t  =  o  les  valeurs  x%  xj,  . . .,  x^p. 

Les  conditions  de  Lipschitz  sont  évidemment  vérifiées  ici,  tant 
que  les  valeurs  absolues  des  x  restent  moindres  qu'un  noml>re 
fixe.  D'ailleurs,  les  équations  aux  dilVérences  de  la  méiliode  de 
Cauchy  donneront  de  proche  en  proche,  si  nous  parla<^cons  l'in- 
tervalle 

(o,     /), 

en  n  parties  égales,  des  polynômes  en  t.  Donc  les  r  pourront  être 
représentés  par  des  séries  dont  les  termes  seront  des  poly- 
nômes en  t.  Ces  développements  seront  convergents  tant  <|ue  les 
intégrales  x  correspondant  aux  conditions  initiales  j^",  xl,  . . .,  j^" 
(pour  ^  =  o)  seront  des  fonctions  continues  de  t.  On  peut  ajouter 
que  les  termes  de  ces  séries  sont  aussi  des  polynômes  en  j:", 
x^  x^ 

Le  résultat  précédent  est  intéressant,  mais,  malheureusement, 
il   n'a,   en  général,   qu'un  intérêt  théorique,    car    il  semble   bien 
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difficile  de  déduire  de  ces  développements  quelques  renseigne- 
ments sur  le  champ  de  la  variable  ty  où  les  intégrales  restent  con- 
tinues. Dans  certains  cas  particuliers  cependant,  on  peut  tirer 
parti  très  utilement  des  remarques  précédentes;  nous  allons  en 
donner  quelques  exemples  simples. 

11.  Supposons  que,  pour  les  équations  delà  forme (3),  quelque 
considération  soit  susceptible  d'apprendre  que  les  \x\  restent 
toujours  inférieurs  à  un  nombre  fixe.  Sous  cette  condition,  les 
intégrales  considérées  se  trouvent  définies  autour  de  toute  valeur 
de  t  dans  un  champ  Jlxe^  et  Ton  a  alors  des  développements  en 
séries  de  polynômes  valables  pour  toute  valeur  de  t. 

Un  exemple  intéressant  de  la  circonstance  précédente  sera 
fourni  par  les  équations  du  mouvement  d'un  corps  solide 
pesant  mobile  autour  de  l'origine  O.  Les  équations  classiques  de 
ce  problème  peuvent  s'écrire 


A  ^  =  (B  -  C)qr  +  ^g{y,^-z,i),  J  =  ''T'  - 


^T 


^^^     {   bJ  =(C-A)r)D-hMA'(^oT  -^o/),  ^=p'f-ry, 

c^  ={X  —  B)pç-^Mff(xoY  —  yo'^h       -^  =gy  —py'^ 

où  /^,  y,  /•  désignent  les  composantes  de  la  rotation  instantanée 
sur  les  axes  d'inertie  du  point  O,  et  y,  y',  y"  les  cosinus  directeurs 
de  ces  axes  avec  la  verticale;  A,  B,  G  sont  les  moments  d'inertie, 
i^'o^  yoi  ^o)  représentent  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  par 
rapport  aux  axes  d'inertie  et  M^  est  le  poids  du  corps.  Nous  avons 
là  six  équations  différentielles  du  premier  ordre  en  p,  q,  r,  y,  y', 
y".  On  a  d'abord  l'intégrale  première 

Y*  -H  y'*-4-  y  =  const. 

Dans  le  problème  qui  nous  occupe,  la  constante  doit  être  prise 
égale  à  un  ;  écrivons  donc 

Y* -H  y'* -H  y'*  =  '• 

Une  seconde  intégrale  première  est  fournie  par  le  théorème 

P.    -    II.  32 
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des  forces  vives  et  s'écrit 

A/?«-h  Bq^-+-  Cr*— •2M^(a:oY^-^oY'-4-^oT')  =  ''7 

h  élaat  une  constaale  arbitraire.  Des  deux  équations  précédentes, 
il  résulte  de  suite  que,  pour  des  conditions  initiales  données  (évi- 
demment réelles),  les  valeurs  absolues 

\Pl     \9l     \rl     iTh     lï'h     \Y\ 

restent  moindres  qu'un  nombre  fixe.  Nous  pouvons  donc  appli- 
quer ce  qui  vient  d'être  dit,  et  nous  arrivons  à  la  conclusion  que, 
pour  le  système  (4),  on  peut  développer  />,  y,  /•,  y,  y'  et  y"  en 
séries  de  polynômes  convergentes  pour  toute  valeur  du  temps  /. 

12.  Un  exemple  plus  général  sera  fourni  par  un  tjpe  d'équa- 
tions dont  M.  Volterra  (')  a  montré  l'intérêt  dans  certains  pro- 
blèmes de  Dynamique.  Ce  sont  les  équations 

r=n   tt  =  n 

où  les  constantes  a  satisfont  aux  conditions 
On  a  alors  l'intégrale  première 

/>J  -+-/?î  -h. .  .H-/?,7  =  COIlSt. 

Il  en  résulte  que  les  p  restent  moindres  qu'un  nombre  fixe,  l^ar 

suite,  on  aura  encore  des  développements  des  intégrales  en 

I  séries  de  polynômes,  valables  pour  toute  valeur  du  temps. 

i 

I 

I  13.  Dans  les  exemples  des  deux  paragraphes  précédents,  les 

j  seconds  membres  étaient  des  polynômes.  Notre  remarque  peut 

!  s'appliquer   encore   dans    d'autres    cas.    Soient,    plus   générale- 


(*)  VoLTBRRAf  Sopra  una  classe  diequationi  dinamiche  {A tti  deUa  R.  Acca- 
demia  di  Torino,  1898). 
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ment,  les  équations 

les  F  étant  des  fonctions  définies  pour  toutes  valeurs  des  x.  Sup- 
posons (|ue  Ton  ait  pu  démontrer  que,  pour  un  système  d'inté- 
grales déterminé  par  certaines  conditions  Initiales ,  les  valeurs 
absolues  des  F  restent  toujours  moindres  qu'un  nombre  fixe, 
quand  à  la  place  des  x  on  met  les  fonctions  de  t  correspondant 
à  ce  système.  Admettons  de  plus  que, 

désignant  ce  système  d'intégrales,  on  puisse  déterminer  une 
quantité  fixe  (c'est-à-dire  indépendante  de  t)  b,  telle  que  les 
fonctions  des  x 

FiixuXi,  ...,x^)  (1  =  1,2,  ...,/?) 

restent  moindres  qu'un  nombre  fixe  M,  quand 

$/— 6  <xt<ii-hb         (i  =  1,2,  ...,^), 

et  satisfassent  à  la  condition  de  Lipschitz. 

On  sera  assuré,  dans  ces  conditions,  que  le  système  d'intégrales 
envisagé  est  défini  autour  de  toute  valeur  de  C  dans  un  champ  fixe 

26 
de  longueur  -rr-,  et  par  suite,  en  allant  de  proche  en  proche,  le 

système  d'intégrales  est  défini  pour  toute  valeur  de  t, 

La  remarque  générale  faite  plus  haut  sur  la  méthode  de  Gauchy- 
Lipschitz,  appliquée  dans  l'intervalle  (o,/)  partagé  en  n  parties 
égales,  nous  donne  le  système  d'intégrales  prenant,  pour  ^  =  0, 
les  valeurs  x,,  j?!!,  . . .,  x^,  sous  la  forme  de  séries  convergentes 
pour  toute  valeur  de  /;  ces  développements  seront  uniformé- 
ment convergents  dans  tout  champ  fini  de  la  variable  /. 

Comme  application,  considérons  p  points  se  repoussant  deux  à 
deux  en  raison  inverse  de  la  jx*'^"*'  puissance  de  la  distance  ([^>i); 
ce  problème  a  été  examiné,  à  un  autre  point  de  vue,  parM.  Volterra. 
En  désignant  par  /n<  la  masse  du  point  M/,  nous  avons  les  équations 

en  désignant  par /7,>i  la  dislance  des  points  M/  et  M>i,  et  /  étant 
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un  coefficient  positif,  avec  des  équations  analogues  pour  les  y  et 
les  z.  Or  le  théorème  des  forces  vives  donne 

-  2^  'w/(j'/*-hj;*-hZ|«)H 17"  y]y]--|rn   =  ^        (^  éLV^\i\.  une  constante). 

Il  résulte  de  là  que,  pour  des  conditions  initiales  données  et, 
par  suite,  pour  une  valeur  de  la  constante  C,  les  \x\\^  les  |  r\  |  et 
les  \z'i  I  restent  inférieurs  à  un  nombre  fixe,  et  les  rfi.k  supérieurs 
à  un  nombre  fixe.  Toutes  les  conditions,  postulées  ci-dessus,  sont 
vérifiées;  car,  les  points  M/etM/i  restant  à  une  distance  supérieure 
SI  un  nombre  fixe,  on  peut  trouver  un  nombre  fixe  b  répondant  à  la 
seconde  condition.  Les  seconds  membres  des  équations  resteront 
donc  moindres  qu'un  nombre  fixe  M.  Donc,  les  équations  diffé-- 
rentielles  du  problème  de  p  points  se  repoussant  en  raison 
inverse  de  la  [jl'*™''  puissance  de  la  distance  (a  >  i)  s^ intègrent 
par  des  séries  convergentes  pour  toute  valeur  de  t. 


III.  -  Démonstration  de  l'existence  de  Tintégrale  par  une  méthode 
d'approximations  successives. 

14.  Indiquons  une  autre  méthode  pour  établir  l'existence  des 
intégrales  des  équations  différentielles  ordinaires  (*).  Nous  envi- 
sageons, comme  plus  haut,  en  changeant  seulement  un  peu  les 
notations,  le  système  des  n  équations  du  premier  ordre 

du        ^  , 

—  =/i(:r,  «,r,  ....«•), 


Les  fonctions  f  sont  des  fonctions  continues  réelles  des  quan- 
tités réelles  J7,  z^,  r,  . . .,  (v  dans  le  voisinage  de  Xq,  Uq^Vq,  . . .,  (Vq. 


(')  J'ai  indiqué  pour  la  première  fois  ces  considérations  dans  mon  Mémoire 
du  Journal  de  Mathématiques  (1890).  -  Voir  aussi  E,  Lindelôff,  Comptes 
rendus,  26  février  i8y4)  et  Bendixon,  Académie  de  Stockholm,  novembre  1893. 
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Elles  sont  définies  quand  j?,  m,  c,  ...,  w  restent  respectivemfent 
compris  dans  les  intervalles 

a  et  b  étant  deux  constantes  positives. 

De  plus,  on  suppose  que  l'on  puisse  déterminer  n  quantités 
positives  A,  B,  ...,  L,  telles  que 

<i\\u'—  u\-\-B\  p'— f  I  -i-...-i-  L|  w' —  w\, 

X  ainsi  que  les  a,  v^  ...,  w  restant  dans  les  intervalles  indiqués. 
On  voit  que  ces  hypothèses  sont  celles  que  nous  avons  faites 
en  étudiant  la  démonstration  de  Cauchj. 

15.   Ceci  posé,  nous  allons  procéder  par  approximations  succes- 
sives. 

Considérons  d'abord  le  système 

nous  en  tirons,  par  quadratures,  les  fonctions  ^i,  i^i,  ...,  cï*^,  en 
les  déterminant  de  manière  qu'elles  prennent  pour  Xq  les  valeurs 
//oî  t'o,  .  .  .,  (Vq.  On  forme  ensuite  les  équations 

et  l'on  détermine  Ui^  ^j,  . . .,  w^  par  la  condition  qu'elles  prennent 
respectivement  pour  x^  les  valeurs  Wo»  ^o?  •••>  <^o«  On  continue 
ainsi  indéfiniment.  Les  fonctions  Um^i,  ^m-i,  ••.»  ^^m-i  seront 
liées  aux  suivantes  u„t,  Vmi  ...,  <Vm  par  les  relations 


^^     =  JnK^^  W/;i-l,  ^m-l,  •  •  . ,  W,„-i  ), 


et,  pour  x=-Xç^^  on  a 
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Ndus  allons  établir  que,  m  augmentanl  indéfinimenl,  Um^  r^)  >  •  •} 
il'/,*  tendent  vers  des  limites  qui  représentent  les  intégrales 
cherchées,  pourvu  que  x  reste  suffisamment  voisin  de  x^. 

Soit  M  la  valeur  absolue  maxima  des  fonctions  /,  quand  les 
variables  dont  elles  dépendent  restent  dans  les  limites  indiquées. 
Désignons  par  p  une  quantité  au  plus  égale  k  a  :  s\  x  reste  dans 
rintervalle  {xo —  p,  Xq-\-  p),  on  aura 

|ai— ao|<Mp,         ...,         |«'i— wo|<Mp. 

Par  suite,  si  Mp<;6,  les  quantités  i/|,  i^o  . . .,  ^'i  resteront  dans 
les  limites  voulues,  et  il  est  évident  qu'alors  il  en  sera  de  même 
pour  tous  les  autres  systèmes  de  valeurs  w,  i^,  .. .,  n\  Désignant 
par  8  une  quantité  au  plus  égale  à  p,  nous  allons  supposer  que  x 
reste  dans  l'intervalle  {xq —  8,  Xq-^-  o). 

En  posant 

M//I  —   M//I-1  =    U/;/^  ....  W„i  —    KV,„      1  =    W//I, 

on  peut  écrire 


y    dx 


=  /l(a7,  Ufn-U   '  •  •:  «•///-!)  —/l  (^7  W//I-S,    .  •  .,  W,n     i) 


(5)     {     }    (m  =  2,  ...,Qc). 

f    -^^  =/n(^,  Wm-1,  ...7  W/w-l)  —  //i(^5  "//i-î,  .  •.,  «•///    i) 

Or  on  a  tout  d'abord 

\ui—ito\<M\T^Xol  ..  .,  I  cr,  — «'o|  <  M  |x  — ^o|, 

comme  le  montrent  les  relations 
d(  ui  —  I/o) 


dcr 


=  /i(^,  Wo,  ...,  «'o), 


d(Wi—   H'o)  . 

d^ =^(^."0, 


Il  en  résultera,  d'après  les  équations  (5),  pour  m  =  :>., 
|wi— wi|<  /      |.r  — 5-o|M(A-hB-h...-h  L)r/.r 


=  M(A4-B-+-...-4-L)!'^      ^' 


I  .'2 

et  cette  limite  convient  aussi  pour  |i^2 —  <'«  |î  •  •   j  |  t^'a —  <^'i  I 
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Les  équations  (5),  pour  m  =  3,  donnent  alors 

|"s-wi|<  f    M(A-4-B-4-...4-Lv''^7^"''^^ 

1.2.3 

En  continuant  ainsi,  on  a  d'une  manière  générale 
(6)  I  Un  -  un-i  |<  M(  A  H-  B  4-. . .-+-  L)«-»  1^7"^"^'' . 

Or  la  série  de  terme  général 

(A4-...-hL)«-'  |j7  — a:o|« 

est  convergente.  Par  suile,  la  série 

u  =  ao-4-(Mi  — tto)-4-...-H(w/i—  w«-i)-4-.. . 
sera  uniformément  convergente  dans  l'intervalle 
il)  (xo— 8,  370-4-8), 

3  étant  la  plus  petite  des  deux  quantités 

h 

et  l'on  a  des  résultats  analogues  pour  les  lettres  i^,  . . .,  iï'. 
On  a  d'ailleurs 

el  puisque  les  w«,  Vn^  ...,  Wn  convergent  uniformément  vers  leurs 
limites 

on  peut  passer  à  la  limite,  et  l'on  a 

**  =  /    f\(x,u,v,  ,..,w)dx-\-u^. 
On  arrive  donc  enfin  à  l'équation 
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et  de  même  pour  les  autres  équations.  Les  fonctions  w,  i^,  . .  ,  sv 
sont  donc  les  intégrales  cherchées;  elles  sont  définies  dans 
l'interçalle  (7). 

16.  En  modifiant  un  peu  les  raisonnemenls  précédents,  M.  E. 
Lindelnff(')  a  montré  qu'on  pouvait  avoir,  dans  certains  cas,  une 
limite  plus  étendue  comme  domaine  assuré  pour  l'intégrale. 

En  effet,  l'intervalle  convenable  autour  de  ^o?  dans  lequel  doit 
rester  la  variable  x^  se  trouve  uniquement  assujetti  à  la  condition 
que  les  valeurs  des  u,  r,  .  .  . ,  w,  déduites  des  approximations 
successives,  soient  comprises  respectivement  dans  les  intervalles 

(wo  —  6,  «(, -h6),     (vq  —  6,  t'o -t- 6  ),      ...,     (wo~b^Wo-hb), 

Or,  en  reprenant  les  calculs  qui  nous  ont  conduit  à  l'inté- 
grale (6)  du  paragraphe  précédent,  on  voit  immédiatement  que, 
dans  ces  calculs,  M  peut  être  remplacé  pnr  M©,  en  désignant  par 
Mo  la  plus  grande  valeur  absolue  des  fonctions  de  x 

quand  x  reste  dans  l'intervalle  (Xq — a^  Xq-{-  a).  Écrivons  donc 

I  Un-  Un-x  I  <  Mo(A  -+-  B  -+-. . .-  L,,''-i  iilZl^'. 
On  en  déduit  l'inégalité 

\ua-  Wo|<  Mo  l:r-Xo|  -+-  MoK  ^ISL^^  ^. . .  .^  M,K"-»  '•^~''^"'''  -+-..., 
'  '  I  . '2  \  .1.  .  .n 

en  posant 

K=  V-h  H-h...  f-L, 

ce  que  Ton  peut  encore  écrire 


Si  donc 


W;i  —  Wo  I  <  IT  ( ^"^ ' ■*  "  '"  '  —  »  ^• 
K 


M 


(  '  )  E.  LiNDELOFF,  Sur  V  application  des  met /iodes  d'approximations  succes- 
sives à  rétude  des  intégrales  réelles  des  équations  dijJércntit'Ues  ordinaires 
{Journal  de  Afat  hé  ma  tiques,  189^). 
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OU 

137- 


:-^.l<ll0g(.-H|^), 


Un  sera  compris  dans  rinlervalle  [uq — 6,  UQ-\-b)^  et  il  en  sera 
de  même  pour  v^^  •  •  •?  ^^/i-  Par  suite,  le  système  des  intégrales  //, 
i^,  . . .,  (V  sera  certainement  défini  dans  lUntervalle 

en  désignant  par  5'  la  plus  petite  des  deux  quantités 

Nous  avons  ici  un  intervalle  distinct  de  celui  de  tout  à  l'heure, 
qui  était 

3  désignant  la  plus  petite  des  deux  quantités 

b 
a    et     ^. 

11  est  clair  que,  dans  certains  cas,  o'  peut  être  supérieur  à  8. 
Par  suite,  dans  Phypothése,  qui  peut  être  réalisée,  où  l'on  a 

a>o'>a, 

la  limite  5'  est  intéressante,  et  Ton  a  avec  elle  un  champ  plus 
grand  qu'avec  la  limite  S  trouvée  plus  haut. 

17.  Arrêtons-nous  un  moment  sur  un  cas  particulier,  où  la 
méthode  d'approximations  successives  qui  précède  sera  d'un  em- 
ploi très  simple.  A-dmeltons  que  les  fonctions  f  soient  finies  et 
bien  déterminées,  quand  x  reste  dans  un  certain  intervalle  I,  et 
quand ^1,  y^^  ,.,^  yn  varient  entre  — oo  et  4-oo.  De  plus,  les  dé- 
rivées partielles  du  premier  ordre,  dont  nous  admettons  main- 
tenant Inexistence, 

^        (.•,A=i,2,...,/i), 
restent,  je  le  suppose,   toujours  moindres  en  valeur  absolue 
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qu'un  nombre  fixe  N,  quand  x  reste  dans  I,  et  quand  les  y 
varient  entre  —  oo  e/  -f-  oo. 

Dans  la  détermination  de  l'intervalle  dans  lequel  doit  rester  x^ 
nous  n'avons  pas  ici  à  considérer  la  seconde  expression  (soit  S, 
soit  8').  En  effet,  celle-ci  s'est  introduite  dans  la  méthode  des 
approximations  successives,  par  la  nécessité  que  les  j^  ne  sortent 
pas  du  champ  dans  lequel  les  fonctions  /sont  définies;  or,  ici  ce 
champ  est  illimité.  D'autre  part,  les  nombres  désignés  plus  haut 
par  A,  ...,  L  sont  actuellement  tous  moindres  que  N,  quels  que 
soient  les^.  Par  suite,  tout  système  d"*  intégra  les,  prenant,  pour 
la  valeur  Xq  de  l'intervalle  1,  des  valeurs  finies  quelconques 
y%  y 2^  •  •  •)  Xn't  f'^s^^  certainement  fini  et  bien  déterminé  dans 
tout  l'intervalle  I. 

Pour  citer  un  exemple,  prenons  l'équation  du  second  ordre 

^  =  P(x)y  -+-  Q(x)  sin  r  h-  R(:r), 

où  P,  Q,  R  sont  des  fonctions  continues  de  j:  dans  un  intervalle  I; 
on  peut  affirmer  que  toutes  les  intégrales  de  celle  équation  sont 
déterminées  et  restent  finies  dans  I.  L'équation  précédente  est  en 
effet  équivalente  au  système 

%  =  y,      %  =  P(^)^  -+-  Q(^)  ^«nr  +  Rr^), 

qui  rentre  évidemment  dans  les  conditions  ci-dessus. 


IV.  —  Cas  où  les  équations  sont  analytiques; 
sur  le  calcul  des  limites  de  Cauchy. 

18.  Les  méthodes  développées  jusqu'ici  ne  font  que  des  hypo- 
thèses très  générales  sur  la  nature  des  fondions  /  supposées 
réelles.  En  supposant  que  ces  fonctions  sont  des  fonctions  ana- 
lytiques des  lettres  dont  elles  dépendent,  Cauchy  a  indiqué  un 
type  de  démonstration  dont  nous  allons  mainlennnl  nous  occuper. 
L'illustre  géomètre  a  donné  le  nom  de  Calcul  des  limites  au 
principe  fondamental  de  comparaison  qui  joue  le  rôle  essentiel 
dans  cette  méthode.  Le  nom  n'est  pas  bien  heureux,  mais  l'idée 
est  réellement  féconde  :  elle  peut  être  appliquée,  et  de  la  manière 
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la  plus  variée,  à  d'aiUres  questions  qu'à  celle  qui  nous  occupe 
actuellement  (*). 

Briol  et  Bouquet  et  M.  Méray  en  France  ont  simplifié  notable- 
ment les  démonstrations  de  Cauchy  fondées  sur  le  Calcul  des  li- 
mites, et,  en  Allemagne,  M.  Weierslrass  a  fait  usage  aussi  des 
mêmes  principes  d'une  manière  un  peu  différente. 

19.  Nous  allons  suivre  Briot  et  Bouquet  dans  l'exposition  de  la 
démonstration  (•).  Prenons  d'abord  une  seule  équation 

La  fonction  /(^,  y)  est  supposée  holomorphe  dans  le  voisinage 
de  Xq  et^'o-  On  peut  supposer  évidemment,  en  faisant  un  change- 
ment de  variable,  que  070  =  ^0=0.  La  fonction /(j:,  y)  sera  donc 
holomorphe  par  rapport  k  x  ci  à  y  quand  xely  seront  respective- 
ment à  l'intérieur  des  cercles  C  et  C  décrits  des  points  x  =  o 
el  y  =  o  comme  centres  avec  les  rayons  a  et  6,  et  on  la  suppose 
continue  sur  les  circonférences  elles-mêmes.  Nous  appellerons  M 
le  module  maximum  de  la  fonction  y  dans  ce  domaine. 

Si  l'équation  (5)  admet  une  intégrale  holomorphe  dans  le  voi- 
sinage de  JT  =  o  et  s'annulant  pour  cette  valeur  de  la  variable, 
elle  sera  unique  et  Ton  pourra  obtenir,  au  moyen  de  Téquation 

différentielle  elle-même,  les  valeurs  des  dérivées  successives -î^» 
-j^  >  •  •  •  pour  J7  =  o.  Il  suffit  de  différentier  l'équation  (5),  d'abord 
une  fois,  pour  avoir  ^-î^,  et  de  substituer  dans  le  second  membre 


x=o^y  =  o'j  en  différentiant  une  nouvelle  fois,  on  aura  ^-^  et 
ainsi  de  suite.  Nous  pourrons  donc  former  le  développement 


(  '  )  Dans  les  Œuvres  complètes  de  Cauchy,  i"  série,  t.  VII,  on  trouvera  un 
^rand  nombre  d'articles  des  Comptes  rendus  se  rapportant  au  Calcul  des  li- 
mites. 

O  BniOT  et  Bouquet,  Journal  de  l'École  Polytechnique,  t.  XXI  et  Traite 
des  /onctions  elliptiques,  p.  325. 


348  CHAPITRK    XI. 

Le  point  essentiel,  dans  la  démonstralion,  consiste  à  faire  voir 
que  le  développement  ainsi  obtenu  converge  si  x  a  un  module  suf- 
fisamment petit.  Ce  point  une  fois  établi,  il  est  bien  clair  que  la 
fonction^ ainsi  définie  satisfait  à  Téquation  diflTérenlielIe,  puisque 
les  deux  fonctions  de  x 

ont,  d'après  la  manière  môme  dont  y  a  été  obtenu,  la  même  va- 
leur pour  j:  =  o  ainsi  que  leurs  dérivées  de  tout  ordre;  elles  coïn- 
cident donc,  c'est-à-dire  que  l'équation  (8)  est  vérifiée. 

C'est  en  comparant  l'équation  proposée  à  une  autre  que  nous 
allons  pouvoir  établir  la  convcrj;ence  de  la  série  (9),  et  l'idée  d'une 
telle  comparaison  forme  ce  qu'il  y  a  de  réellement  intéressant  et 
fécond  dans  ce  que  Caucliv  appelait  le  Calcul  des  limites. 

Rappelons  que,  é(ant  donnée  la  ronction/(vr,^'),  on  peut  trouver 
une  fonction  ¥{x^y)  holomorphe  dans  les  mêmes  cercles  C  et  F 
et  dont  les  dérivées  parlielles,  toutes  positives  pour  x  =  ^  =  o, 
sont  telles  que 


(*) 


I  dx-'  oj'P 


y^o 


c'est  ce  que  nous  avons  vu  (Chap.  IX,  p.  ^jp)  ;  entre  autres  déter- 
minations de  F,  nous  avons  indiqué 


(■'i)['-i) 


Ceci  posé,  considérons  l'équalion  difrérentielle  auxiliaire 

\dmctlons  qu'il  existe  une  inté<;rale  Y  de  celle  é(|ualion,  liolo- 
morphe  dans  le  voisinage  de  x  =  o,  et  s'annulanl  pour  x  ^=  o.  On 
aura,  pour  Y,  le  développement 

'■»>       -(S/-T^(£^)/— = -■^•---■- 

Les  coefficienls  des  puissances  de  x  dans  ce  développement  sont 
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positifs,  el,  d'après  les  inégalités  (a),  on  aura  visiblement 

I  dm  I  <  A,„. 

Le  développement  (9)  sera  donc  cerlainemenl  convergent  dans 
le  champ  où  converge  le  développement  (10).  Or  il  est  facile  de 
démontrer  directement  l'existence  de  la  fonction  Y.  Écrivons 
réc|ualion 

^Y M 

dx 


sous  la  forme 


(-i)(-i) 


'        7;  )  dx  " 


h  I  dx  X 

I 

a 


Si  la  fonction  Y  existe,  les  deux  membres  sont  respectivement 
les  dérivées  de 


^-Vh  ''  -Maiog(.-;r). 


Nous  prendrons  la  détermination  du  logarithme  s'annulant 
|)our  ^  =  o,  détermination  holomorphe  dans  le  cercle  de  rayon  a. 
Comme  Y  s'annule  pour  x  =  o,  on  devra  avoir 


V_f;=-Malog(.-î) 


et,  par  conséquent, 


er)  donnant  au  radical  la  détermination  -f-  i  pour  j?  =  o. 

//V 

La  fonction  Y,  ainsi  définie,  satisfait  à  Téquation  -^  ==  F( j:,  Y); 

elle  s'annule  pour  x  =  o,  et  elle  est  holomorphe  à  l'intérieur  d'un 
cercle  ayant  l'origine  pour  centre,  et  un  rayon  p  annulant  la  quan- 
tité placée  sous  le  radical,  c'est-à-dire  donné  par  l'équation 

2M0,      /        p\ 
ce  qui  donne 


=  a(i  — e    «"«)• 
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Nous  sommes  donc  assuré  que  le  développement  (lo)  converge 
à  l'intérieur  du  cercle  de  rayon  p  ;  il  en  est  donc  de  même  du  déve- 
Toppement  (g),  et,  par  suite,  nous  pouvons  affirmer  que  Véqua- 
lion  (8)  admet  une  intégrale  holomorphe  dans  le  cercle  de 
rayon  p  ayant  V  origine  pour  centre^  et  s' annulant  pour  x  =  o. 
Cette  inlégrale  holomorphe  est  unique. 

On  remarquera  qu'à  l'intérieur  du  cercle  de  rayon  p  on  a  cer- 
tainement 

|Y|<6; 

on  a  donc,  par  conséquent, 

à  l'intérieur  du  même  cercle. 

20.  L'anal} se  précédente  s'étend  sans  modification  au  cas  de  n 
équations 

'dJ  =/«^^' .>'".>'*'  '"^yn). 


dv 


On  suppose  que  les/ sont  holomorphcs  par  rapport  à  x  et  aux^ 
dans  les  cercles  de  rayon  a  et  6  décrits  respectivement  à  l'origine 
comme  centre  dans  le  plan  des  x  et  desj^'.  Si,  de  plus,  M  désigne 
encore  le  module  maximum  des  /,  on  comparera  ce  système  au 
suivant 


dx   ^    dx   =•••=    dx    ^>('^'^i'^^' 

•••,  V„j, 

en  posant 

Fr^:r   Y.    Y*             Y    »  — 

•(-v) 

Les  Y  s'annulant  tous  pour  j?  =  o  sont  identiques,  et  Ton  n'a  à 
considérer  que  l'unique  équation 


d\ M_ 

dx  "   /  .r\  /  Y 


(-m-if 
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Le  rajon  p  du  cercle,  dans  lequel  la  convergence  des  dévelop- 
pements est  assurée,  sera  ici 

On  le  voit  en  raisonnant  comme  plus  haut. 


V.  —  Extension  de  la  méthode  des  approximations  successives  et 
de  la  méthode  de  Cauchy-Lipschitz  au  cas  des  variables  com- 
plexes. Sur  l'étoile  correspondant  à  certaines  équations  diffé- 
rentielles (^). 

21.  La  méthode  des  approximations  successives  est  susceptible 
de  s'étendre  au  cas  des  équations  analytiques  et  elle  va  nous 
donner  un  champ  assuré  de  convergence,  plus  grand  que  celui  qui 
vient  d'être  fourni  par  le  calcul  des  limites.  Il  n'y  a  presque  rien 
en  effet  à  changer  à  l'analyse  du  paragraphe  14.  Bornons-nous, 
pour  simplifier  l'écriture,  à  une  seule  équation 

lc\/(Xjy)  est  holomorphe  par  rapport  aux  deux  variables  com- 
plexes X  et  y^  quand  x  reste  dans  son  plan  à  l'intérieur  d'une 
circonférence  C  ayant  Xq  pour  centre  et  le  rayon  a  (et  sur  cette 
circonférence  même)  et  que  y  resle  dans  son  plan  à  l'intérieur 
d'une  circonférence  C  ayant^o  pour  centre  et  le  rayon  6  (et  aussi 
sur  cette  circonférence).  Désignons  par  k  le  maximum  du  module 
de 

dans  les  cercles  C  et  C.  En  désignant  par  y<  et  y2  deux  valeurs 
quelconques  de  ^  à  l'intérieur  de  C,  on  a 

f(^,yi)-A^^ri)  =  Myi'-yi)/y[^,yi-^^(yt—yi)l   l^ol^i, 

en  appliquant  le  théorème  des  accroissements  finis,  tel  qu'il  a  élé 


(>)  J'ai  développé  les  considérations  qui  suivent  dans  le  Bulletin  de*  Sciences 
mathématiques,  1888,  et  dans  les  Comptes  rendus  {2%  février  i894)>  Voir  aussi 
ma  Note  déjà  citée  {Comptes  rendus^  5  juin  1899). 
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étendu  par  M.  Darboux  aux  fonctions  d'une  variable  complexe 
(t.  I,  p.  48).  De  Tégalité  précédente  on  conclut 

|/(^,r,)-/(^,ri)U^lji-.ri!- 

Désignons  encore  par  M  le  module  maximum  de  /{x,  y)  dans 
el  sur  C  et  C. 

Toutes  les  déductions  du  paragraphe  14  sont  alors  applicables 
au  cas  qui  nous  occupe.  En  considérant,  comme  précédemment, 
les  équations  successives 


nous  obtenons  la  série 

(  S  )  y\-^(yt  —  J'l)-^-"-^iyn-  J'n-i  j  -^ . . . . 

Le  terme  général  de  cette  série  est  une  fonction  holomorphe 
dans  le  cercle  F  de  rayon  8,  en  désignant  par  8  la  plus  petite  des 

deux  quantités 

b 

a    et     xï' 
M 

et,  en  raisonnant  comme  plus  haut,  on  a  à  Tintéricur  de  ce  cercle 

Dans  ces  conditions,  la  série  S,  dont  cha(|ue  terme  est  holo- 
morphe dans  le  cercle  F,  représentera  une  fonction  holomorphe 
dans  ce  cercle,  comme  il  résulte  d'une  remarque  générale  faite 
précédemment  (p.  i58). 


L équation  proposée 


£=-^''-'-^' 


admet  donc  une  intégrale  prenant  pour  x  =  Xq  la  valeur  yo^, 
et  holomorphe  dans  le  cercle  dont  le  rayon  est  la  plus  petite 
des  deux  quantités 


h 
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Il  est  bien  aisé  de  voir  que  ce  nouveau  rajon  de  convergence 
assurée,  pour  la  série  de  Taylor  représentant  Tiatégrale  holo- 
niorphe,  sera  supérieur  à  l'expression 


que  nous  a  donnée  le  calcul  des  limites.  La  chose  est  évidente,  si 

M' 


c'est  a  la  plus  petite  des  expressions  a  e\  -^'  Dans  le  cas  où  ce 
serait  ^>  nous  avons  à  vérifier  Tinégalité 


a{,-e    -'-)<f,, 


ce  qui  revient  à  voir  que,  pour  a:  positif,  on  a 

I  —  e-*<  9.J-, 

inégalilé  manifestement  vérifiée. 

2â.  La  méthode  de  Cauchj-Lipschitz  est  susceptible  aussi  de 
s  étendre  aux  éijuations  analytiques  et  aux  Jonctions  de  va- 
riables  complexes.  L'anal jse  du  paragraphe  3  s'étend,  sans  mo- 
(lincalions  sensibles,  en  substituant  seulement  aux  valeurs  absolues 
les  modules,  il  est  inutile  de  reprendre  les  calculs.  La  conclusion 
<si  la  suivante  :  Considérons,  dans'  le  plan  de  la  variable  x^  le 
cercle  V  ayant  pour  centre  Xq  et  un  rayon  égal  à  la  plus  petite 

des  deux  quantités 

b 
a    Cl    ^. 

Soil  un  rayon  parlant  du  point  j^o  i  ^"^  peut,  en  cheminant  sur 
ce  rayon,  former  les  équations  successives  aux  différences,  et,  sur 
ce  rayon,  on  obtient  une  intégrale  de  l'équation 

prenant  pour  Xq  la  valeur  y^.  Pour  chaque  point  x  à  l'intérieur 
de  r,  nous  déterminons  ainsi  une  valeur  pour  y^  relative  en 
(|uelque  sorte  au  chemin  rectiligne  XqX.  La  succession  des  va- 
leurs  ainsi  troussées  pour  y  coïncide- t-e lie  a\^ec  la  fonction 
holomorphe  trouvée  au  paragraphe  précédent?  C'est  ce  que 

\\  -  II.  ri3 
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nous  allons  facilement  élablir.  En  effet,  sur  un  rayon  déterminé, 
l'analyse  du  n®  6  relative  à  Vunicité  de  la  solution  est  encore 
applicable;  l'équation  différentielle 

sur  un  rayon  déterminé,  a  donc  une  seule  intégrale  prenant  pour 
a:  =  a^o  la  valeur ^o-  H  ^^  résulte  bien  que  la  méthode  de  Cauchy- 
Lipschitz  nous  donne  la  même  intégrale  que  la  méthode  des 
approximations  successives. 

23.  La  remarque  fondamentale  du  paragraphe  8  est  aussi  appli- 
cable au  cas  actuel.  Sur  une  droite  déterminée  partant  d* un 
point  X fi ^  la  méthode  de  C a uchy- Lipschitz  est  applicable  à  Vin- 
tégrale  prenant  en  Xq  la  valeur y^  tant  que  cette  intégrale  ne 
cesse  pas  d'être  holomorphc. 

Prenons,  en  particulier,  les  équations  considérées  au  para- 
graphe 10 

où  les  X  sont  des  polynômes  en  x. 

Envisageons  le  syslème  d'intégrales  prenant  pour  t  =  t^  les  va- 
leurs J7j,  xl,  . .  .,  Xp,  En  joignant  le  point  /q  »"  |)oinl  variable  t, 
et  partageant  l'intervalle  /q^  en  n  parties  égales,  on  arrivera, 
comme  plus  haut,  à  représenter  les  intégrales  x  par  des  séries 
dont  les   termes  sont  des  polynômes  en  /  (et    aussi    en  j:",  j:", 

'  '  '  y  -^p  h 

Quelle  sera  la  région  de  convergence  de  ces  séries?  Elles  con- 
vergeront, tant  que  les  intégrales  envisagées  resteront  liolomorphcs 
sur  le  rayon  allant  de  tg  en  /.  halles  seront  donc  convergentes 
dans  le  domaine  que  Af,  iMittag-LeJfler  appelle  une  étoile,  et 
dont  nous  avons  déjà  parlé  (p.  i63).  On  voit  que,  dans  le  cas  des 
équations  différentielles  de  la  forme  précédente,  les  développe- 
ments de  M.  Mittag-Lefller  se  déduisent  tout  nalurelleincnt  du 
procédé  élémentaire  et  classique  de  Caucliy  pour  déinoulrer  Tcxis- 
lence  des  intégrales. 

2i.  On  pourra  souvent  obtenir  de  cette  manière  des  dévelop- 
pements  de  fonctions  en  séries  de  polynômes.  Prenons  comme 
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exemple  la  fonclion 


I 


t 37 

Elle  salisfail^à  l'équalion  dilléreiuielle 

^y 

dx      -^ 

Donc,  d'après  ce  qui  précède,  la  fonction  précédenle />ea/  être 
développée  en  une  série  de  polynômes 

uniformément  convergente  à  l'intérieur  de  l'étoile  relative  à 
cette  fonction. 

Or  l'étoile  relative  à  la  fonclion  • 


est  manifestement  le  plan  tout  entier  à  l'exception  de  la  coupure 
(-f-  I,  -+-00)  sur  Taxe  des  quantités  réelles.  Nous  avons  donc  un 
développement  uniformément  convergent  dans  toute  aire  finie, 
n'a}'ant  aucun  point  commun  avec  la  coupure  précédente.  Ainsi 
se  trouve  établi  le  résultat  sur  lequel  nous  nous  sommes  appu^^é 
(p.  i63)  pour  démontrer  le  théorème  relatif  à  l'étoile  de  M.  Mit- 
lag-Leffler  (•). 


VI.  —  Détermination  unique  d'un  système  d'intégrales 
par  les  valeurs  initiales, 

2o.  Reprenons  le  système  de  n  équations 

-j^  =fii^.yurii  '".yn). 

dyt       r 

'dx    =/*<^'>'»'^^'  "'^yn), 


-jj^  =fn{x,yx,yt,  ...,r,,;. 


(')  Beaucoup  d'aulrcs  méthodes  oot  été  proposées  pour  oblenkr  le  déveluppc- 
mcnl  de dans  êon  étoile;  une  des  plus  élémentaires  est  celle  de  M.  Goursul 

l  —  X 

{/Jiillelin  des  Sciences  mathématiques,  igoS). 
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Nous  avons  vu  que,  si  les  /  étaient  holomorphes  dans  le  voisi- 
nage de  Xo,  y%  y?2*  •  •  •  -  yl^  ''  y  avait  un  système  unique  d'inté- 
grales holomorphes  dans  le  voisinage  de  Xo  et  prenant  pour  celte 
valeur  les  valeurs  respectives  ^",  y?^^  .  . . ,  j'J. 

Existe-t'il  un  autre  système  d'intégrales  non  holomorphes 
prenant  les  mêmes  valeurs  pour  x  =»  Xq?  Par  un  tel  système 
nous  entendons  un  syslème  d'intégrales  yh-^y^t  --  ^^  }'ti  jouissant 
de  la  propriété  suivante  : 

On  imagine  qu'autour  de  Xq^  y^^,  . .  ..^"  on  décrive  des  cercles 
de  rayons  très  petits,  et  l'on  suppose  que,  x  restant  à  Tintéricur  du 
premier  en  suivant  un  arc  de  courbe  C  aboutissant  au  point  x©, 
les  valeurs  correspondantes  des  y  restent  respectivement  à  Tinlé- 
rieur  des  autres  cerclçs;  de  plus,  quand  x  restant  sur  C  tend 
vers  Xq^  les  y  tendent  respectivement  vers  les  y*\  Ayant  ainsi 
bien  défini  ce  que  nous  entendons  par  intégrales  prenant  des  va- 
leurs données  pour  x  =  Xq,  nous  pouvons  chercher  à  établir  que 
le  système  d'intégrales  holomorphes  est  le  seul  jouissant  de  la 
propriété  précédente. 

Dans  le  Mémoire  que  nous  avons  déjà  cité,  Briol  et  Bouquet 
établissent  ce  théorème  en  se  bornant  d'ailleurs  au  cas  de  n  =  \ , 
De  plus,  et  c'est  le  point  sur  lequel  je  veux  insister,  leur  démon- 
stration suppose  implicitement  que  x  tend  vers  Xq  en  suivant  un 
arc  de  longueur  Jinic,  Si  l'on  admet  cette  restriction,  la  démon- 
stration pour  le  cas  de  n  quelconque  peut  se  faiie  en  suivant  la 
marche  indiquée  dans  le  cas  où  x  est  réel  (§  6).  Eu  eflet,  toutes 
les  considérations  développées  dans  la  première  Section  de  ce 
Chapitre  peuvent  être  étendues  au  cas  où  l'on  admet  que  x  reste 
sur  un  arcyî/i«  aboutissant  en  Xq.  Nous  nous  placerons  maintenant 
à  un  point  de  vue  différent  sans  faire  aucune  hypothèse  restric- 
tive dans  la  démonstration  ;  nous  parviendrons  au  théorème 
cherché  en  nous  appuyant  sur  le  théorème  fondamental  relatif  à 
l'existence  des  intégrales  dans  la  théorie  des  équations  aux  déri- 
vées partielles  (*). 


(')  J'ai  donné  plusieurs  fois  dans  mon  C'^ours  la  dcinonslralion  qui  suit,  vl  je 
l'ai  publiée  pour  la  première  fois  dans  la  première  édition  de  cet  Ouvrage, 
en  1893. 


^^m 


\ 
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26.   Soit  d'abord  l'équation  unique 
Nous  considérons  l'équation  aux  dérivées  partielles 

Il  y  a  une  infinité  de  fonctions  F(a:,  y)  des  deux  variables  indé- 
pendantes X  et  j^,  vérifiant  cette  équation.  Si,  comme  nous  le 
supposons,  /{x,  y)  est  holomorphe  dans  le  voisinage  de  x©,  y'oy 
nous  établirons  dans  un  moment  qu'on  peut  trouver  une  fonction 
¥(^x^y)  holomorphe  dans  le  voisinage  de  (xoî^o)>  satisfaisante 
cette  équation  et  se  réduisant  pour  x^=Xq  k  une  fonction  arbi- 
traire, donnée  à  l'avance,  ^{y)y  holomorphe  autour  de  j^o«  Nous 
admettons  ce  théorème  fondamental  qui  sera  démontré  dans  la 
Section  suivante. 

Ceci  dit,  soit  ¥{x^y)   une  telle   intégrale;  nous  supposerons 

seulement,  comme  il  est  possible,  que  F  s'annule,  tandis  que  j- 

ne  s'annule  pas,  pour  x  =^  x^^  y  =^  y^  [il  suffit  de  prendre  'f{y) 
telle  que  o{yo)=^o  et  'f'{yo)^o].  Si  l'on  substitue  dans  F(x,  y), 
à  la  place  de  y,  une  intégrale  quelconque  de  l'équation  (K),  on 
a  u  ra 

C  étant  une  constante  indépendante  de  x]  on  a,  en  effet, 

ÔF        âF  dy       OF        OF   ^, 

dx        dy  dx        Ox        ày  '^  ^      -^  ^ 

Si  maintenant  nous  revenons  à  une  intégrale  j^,  définie  comme 
au  paragraphe  précédent,  et  prenant  pour  Xo  la  valeur ^o>  Oïi  devra 
nécessairement  avoir 

puisque  F(j:oj  yo)  =■  o-  Toute  intégrale  y  satisfera  donc  à  l'équa- 
tion précédente.  Or,  si  nous  nous  reportons  au  théorème  de 
Weierstrass  (Chap.  IX,  §  8),  nous  savons  que  l'on  peut  écrire, 

/(iF\       . 
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'^{^ij")  ^^  s"annulanl  pas  dans  le  voisinage  de  (xq,  j'©)  et  P(x) 
ôlant  holomorphe.  L'intégrale^',  que  nous  étudions,  vérifie  donc 
la  relation 

Elle  coïncide  açec  F  intégrale  holomorphe  (*). 

27.  La  démonstration  s'élend  d'elle-même  à  un  système  d'équa- 
lions  différentielles 

-^  =/ii-r,j^i,rî rn). 


•^  =M^,y\^yt^  ^.-.yn): 


on  devra  ici  considérer  Téquation  aux  dérivées  partielles 

Nous  admettons,  comme  nous  Tavons  fait  plus  haut,  qu'il  exisie 

une  fonction  F  des  n  -h  i  variables  x,  v,,  Vj y„  satisfaisant 

à  cette  équation  et  se  réduisant  pour  x  =  Xq  k  une  fonction  arbi- 
traire donnée  à  l'avance  ^(Xt^yt y^^  holomorphe  dans  le 

voisinage  de  v*,  >*5, ij. 

Si,  dans  une  telle  fonction  F{j:*,  >'|.  y^ yn)*  *>"  remplace 

V|,  >*, Yn  par  un   système  d'intégrales  des  équations    pro- 
posées, on  aura 

F(^j,  ji.  V, .v„  I  =  C. 

C  étant  une  constante  indépendante  de  x. 

Prenons   alors  n  fonctions  F,    que   nous  désignerons   par  F,, 
Fj F„:  elles  seront  déterminé«^s  par  les  fonctions  ^|,  c^ 


V*^  On  Toil  qu'il  <^l  utile  jK^ur  la  théorie  des  èquati-»n>  di!T- rf  Dt:eîîe5  .-ic  »^ 
pas  êtaulir  Teiistenoe  *ie*  fonciion*  implicitff  en  *\irru\inî  fjr  i^^  îiitoirme- 
relatifs  à  re\istenee  de*  inlecraïe*.  .\j^>ii:«  n>  que  là  ii.r-ric  dt-  i<:.'::-  r.y  inipli- 
oites  peut  ^^t^e  présentée  trè>  simplement  en  ?-  servant  i  une  n;-::.  i^  î"àfpi%>».j- 
mations  successi^e*^  c\^mme  Ta  fait  M.  Gours-»:     BulUîin  dt  ;  ;  S-ci-t':  r*\athé- 
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'fft  qui  sonl  leurs  valeurs  pour  x=^Xo*  Nous  supposons  que 

el  que  le  déterminant  fonctionnel 

D(  ?i>  ?i>  -  -t  ?/i) 

ne  s'annule  pas  pour  j^",  rj,  . . .,  J^". 

Un  système  quelconque  d'intégrales  j'i,  j^2,  ...,  j^;,,  prenant 
pour  Xo  les  valeurs  respeclives  j^'J,  y?^^  .  .  . ,  ^J,  satisfera  aux 
équations 


F/i(^»ri»  J^J»  ...,r/«)  =  o- 


Or,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  (Chap.  IX,  §  H),  les  valeurs 
des  j',  satisfaisant  à  ces  équalipns,  restant  dans  le  voisinage  de 
^'n  ^'î?  •  •  î  .>'!!^  q"2i"^i  ^  reslc  lui-raéme  dans  le  voisinage  de  .ro, 
et  prenant  pour  :r-=XQ  les  valeurs  ^®,  ^J,  .  .  ,,  ^®,  sont  des 
fonctions  holomorplies  de  x.  Nous  arrivons  donc  encore  à  la  con- 
clusion :  //  n'y  a  pas  d'autre  système  dUntégrhles  satisfaisant 
aux  conditions  requises  que  le  système  holomorphe , 

28.  J'ai  insisté  sur  l'existence  unique  du  système  d'intégrales 
dans  le  cas  général  où  les  équations  ne  présentent  aucune  circon- 
stance singulière;  c'est,  en  effet,  une  proposition  tout  à  fait  fonda- 
mentale et  la  base  même  de  l'emploi  des  équations  différentielles 
dans  toutes  les  applications.  Il  semble  de  plus,  à  lire  certaines 
phrases  d'un  Mémoire  de  M.  Fuchs  (*),  que  ce  théorème  puisse 
être  mis  en  doute.  Je  ne  puis  partager  le  scepticisme  de  l'illustre* 
géomètre.  Sans  doute,  on  peut  faire  une  critique  à  la  démonstra- 
tion de  Briot  et  Bouquet  qui  suppose  fini  le  chemin  considéré, 


(  '  )  Fuchs,  Sitzungtberichte  der  Berliner  Akademie,  1886.  On  retrouve  un 
écho  de  l'opinion  de  M.  Fuchs  dans  un  Traité  récent.  J'ai  insisté  à  nouveau  sur 
colle  quc<iiion  importante  (  Proceedinf!;s  of  the  London  Mat hematical  Society, 
l.  \\\V;.  M.  I'ainle\é  a  douné  récemment  une  seconde  démonstration  {Bulletin 
de  la  Sorieié  mathématique,  k/k)). 
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mais  la  proposition  elle-même  n^en  subsiste  pas  moins,  comme  je 
viens  de  le  montrer,  si  l'on  précise  bien  Ténoncé.  Prenons,  en  le 
simplifiant,  un  exemple  cité  par  M.  Fuchs  :  soit  Téqualion 

dx  X  ' 

dont  rintégralc  générale  est  visiblement 

_         i 

G  étant  une  constante  arbitraire.  Soit  Xq^  o]  lorsque  x  part  du 
voisinage  de  Xq  et  y  revient  après  avoir  tourné  un  très  grand 
nombre  de  fois  autour  de  l'origine,  une  intégrale  quelconque  y  a 
une  valeur  de  plus  en  plus  petite,  mais  il  est  bien  clair  que  l'on 
ne  peut  pas  dire  qu'on  a  là  une  intégrale  s'annulant  pour  x  =  x^^ 
au  sens  que  nous  avons  spécifié  au  §  25. 


VII.  —  Existence  des  intégrales  des  systèmes  d'équations  linéaires 
aux  dérivées  partielles. 

29.  Nous  nous  sommes  appu}'é,  dans  la  Section  précédente, 
sur  un  théorème  relatif  à  l'existence  des  intégrales  d'une  équa- 
tion linéaire  aux  dérivées  partielles.  Nous  aurons  plusieurs  fois 
encore,  dans  la  théorie  des  équations  difl'érenllelles  ordinaires,  à 
l'employer;  aussi  allons-nous  établir  de  suite  ce  tliéorèinr  en  le 
prenant  sous  sa  forme  la  plus  «générale. 

Les  propositions  relatives  à  rexislence  des  intégrales  des  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  ont  été  dénionlrros,  pour  la  pre- 
mière fois,  par  Cauchy,  à  l'aide  du  Calcul  des  limites  (*).  On  a 
simplifié,  de  différentes  manières,  les  démon-lralions  de  Caucliy 
et  nous  devons  citer,  en  particulier,  M.  Darboux,  M.  Mérav  et 
M"®  Kowaleski.  Le  Mémoire  de  Téminente  analyste  sur  ce  sujet 
est  devenu  classique  (^);  c'est  ce  travail  que  nous  prentlrons  pour 
guide  dans  l'exposé  de  la  démonstration.  Démontrons  d'abord  un 
théorème  préliminaire. 


(^)  Œuvres  de  Cauchy  {loc.  cii.)^ 

(')  Sophie  Kowaleski,  Journal  de  C relie,  t.  80. 
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On  considère  le  système  d'équations  aux  dérivées  partielles 


i,A 

iE)  ]     dx        ^    '^  àxA 


i,k 

où  les  A,  B,  .  ..,  L  représentent  des  fondions  holomorphes  des 
seules  lettres  Wj,  W2,  .,  ^^  Um  dans  le  voisinage  de  i/®,  wj,  .  . .,  wj,. 
On  se  donne  d'autre  part  m  fonctions  de  Xx ,  x^^  , , ,,  Xp 

^i{xuXi,  ..  .,  Xf,).     ^lioTi.Xt,  ...,Ty,  ),     ?/«(^i,ir,,  ...,Xf,), 

holomorphes  dans  le  voisinage  de  J7J,  x?^^  ...,  j:"  et  se  réduisant 
respectivement  à  w",  wj,  ...,  u^^  pour  ces  valeurs  des  variables 

X  j  ,  ;^'2  ,    .  .  . ,   Xp . 

Ceci  posé,  nous  allons  établir  qu'o/j  /?ew^  trouver  m  fondions 
//, ,  //2î  •  •  •  ^  Um  des p  -4-  I  variables  indépendantes  x,  x^ ,  x^^  . . ., 
Xp  satisfaisant  au  système  {Vu)  et  se  réduisant  respectii^enient 
pour  x  =  x^  h  ©,,  ©2,  ...,  'f,„. 

Nous  faisons  d'abord  la  remarque  évidente  qu'on  peut  sup- 
poser nulles  les  constantes  initiales  u^yX^jX^,  Si  les  fonctions 
satisfaisant  aux  conditions  de  l'énoncé  existent,  on  pourra,  à 
l'aide  des  équations  (E),  effectuer  leurs  développements  suivant 
les  puissances  de  .r.  On  aura,  en  effet,  les  valeurs  de  toutes  les 
dérivées  partielles  des  u  pour  j™  =  a;,  =. .  .=  j?^=  o.  Cela  est 
évident  pour  les  dérivées  où  x  m*  figure  pas,  puisque  les  valeurs 
des  u  sont  données  pour  x  =  o.  Quant  aux  autres  dérivées  par- 
tielles, on  les  aura  de  proche  en  proche;  ainsi  les  dérivées,  où  la 
dérivation  est  faite  une  fois  seulement  par  rapport  à  x^  seront 
données  par  les  équations  (E)  différentiées  un  nombre  quel- 
con()ue  de  fois  par  rapport  à  j^i,  0:2,  .  •-,  Xp.  On  dérivera  ensuite 
les  équations  (E)  par  rapport  à  x,  et,  en  s'appujant  sur  le  calcul 
des  dérivées  précédentes,  on  aura  les  dérivées  partielles  où  la  dé- 
rivation est  faite  deux  fois  par  rapport  à  x^  et  ainsi  de  suite. 
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On  aura  donc  les  développements 


où  les  P  sont  des  fonctions  connues  holomorphes  de  J7|,  x^-,  ..., 
Xp.  Sî  ces  développements  sont  convergents,  ils  satisferont  au 
système  (E);  cela  résulte  de  la  manière  même  dont  ils  ont  été 
obtenus. 

Le  point  capital  de  la  démonstration  est  la  convergence  des 
séries  précédentes  dans  un  certain  domaine  autour  des  valeurs 
initiales.  On  reconnaît,  dans  tout  ce  que  nous  venons  de  faire, 
l'analogie  la  plus  complète  avec  ce  que  nous  avons  fait  dans  le  cas 
d'une  équation  différentielle  ordinaire.  La  démonstration  de  la 
convergence  va  encore  résulter  d'une  comparaison  avec  un  sys- 
tème convenable;  c'est  toujours  l'idée  fondamentale  du  Calcul 
des  limites  de  Cauchv. 

Soit  M  le  module  maximum  des  A,  B, ...,  L,  quand  les  m  restent 
dans  leurs  plans  respectifs,  à  l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon  r. 

D'après  ce  que  nous  avons  vu  (Chap.  IX,  p.  260),  la  fonction 

M 


F  = 


Ui- 


peut  être  prise  pour  fonction  de  comparaison,  c'esl-à-dirc  qu'une 
dérivée  partielle  quelconque  de  F  pour  //,=  ^2  =  . .  .==  Wm=  o 
est  positive  et  supérieure  au  module  de  la  dérivre  correspondante 
des  fonctions  A,  B,  . . .  L. 

Nous  allons  comparer  le  système  (E)  au  système 

^^^^    =î^  = ^! v^ 

^      ^       dx  Ox        '"        dx  \}x-^\}^-^...-^\}„,  Zdôxk' 

r 

Soit,  d'autre  part,  N  le  module  maximum  des  fonctions 
çp(:r,,  .r2,  . , .,  ^;;)  (qui  s'annulent  pour  .r4=:.r2  =  . .  .=  .ry,=  o'j 
quand  les  œ  restent  respeclivcment  à  Tinlôf  inir  (Kun  cercle  de 
rayon  p.  Aux  fonctions  îp  nous  allons  subslilucr,  comme  valeurs 
initiales  des  U  dans  (E'),  la  fonction  de  comparaison 

N 

d?l  -4-  072-+-.  .  .-f-  Xp 
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D'après  les  propriétés  des  dérivées  des  fonctions  de  compa- 
raison, il  est  bien  clair  qu'en  développant  les  U  en  séries  à  l'aide 
du  système  (E'),  comme  on  a  développé  les  u  à  l'aide  du  sys- 
tème (E),  on  trouve  des  coefficients  positifs  et  supérieurs  au 
module  du  coefficient  correspondant  dans  U.  Il  suffit  donc  de 
<lémontrer  la  convergence  des  séries  tirées  du  système  (E').  Or 
les  U,  ayant  même  valeur  <ï>  pour  j:  =:  o,  seront  identiques,  et  le 
système  (E')  se  réduit  à  l'unique  équation 


d\}  M  m 


U  \  dxi        dXf       '  '  '      dxp  / 


()x  m 

I 

r 

Puisque  <ï>  ne  dépend  que  de  Xi -|- JTa-f-.  •  .4-^/»,  nous  pouvons 
présumer  que  U  ne  dépendra  que  de  cette  somme.  Regardons 
donc  U  comme  fonction  de  x  et  de 

l'équation  précédente  devient  alors 


(lO) 


dx  m\}   dz 

r 


et  nous  avons  à  considérer  l'intégrale  U  de  cette  équation  qui, 
pour  :r  =  o,  se  réduit  à 

P 
Or  Téquation  (lo)  exprime  que  les  deux  expressions 

U     et      fi J5-4-Mm/>a? 

sont  fonctions  l'une  de  l'autre.  On  doit  donc  avoir 

^i-  '^\z-^^lmpx  =  ^{\}). 

Comment  doit-on  déterminer  la  fonction  arbitraire  t}/ ?  Nous 
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voulons  que,  pour  x  =  o, 


U  = 


on  aura  donc 


P-- 


ou 


sî  l'on  pose 


La  fonction  ^{t)  est  donc  complètement  déterminée,  et  la  rela- 
tion donnant  U  sera  nécessairement  de  la  forme 

(' -  •^)  ^  ^  "'"'^•^  =  (' -  7  ")  N^'u  • 

C'est  une  équation  du  second  degré  en  U  :  pour  x=  5  =  o,  elle  a 
une  racine  nulle  et  une  autre  égale  à  —  La  seule  qui  nous  inté- 
resse est  la  racine  nulle  :  elle  est  holomorphe  dans  le  voisinage 
dex  =  v  =  o;  c'est  donc  aussi  une  fonction  holomorphe  de  x^ 
X\^  x^t  ,..,  J^yr,  dans  le  voisinage  de 

Le  système  (E')  ajant  une  intégrale  holomorphe,  il  en  sera  de 
même,  d'après  ce  qui  a  été  expliqué,  pour  le  sjslème  (E)  qui 
admet  dès  lors  un  système  d'intégrales  satisfaisant  aux  condi(ions 
requises. 

30.  Du  théorème  précédent,  nous  pouvons  conclure  un  théo- 
rème plus  général,  en  supposant  dans  le  système  (E)  que  les  A, 
B,  ...,  L  ne  dépendent  pas  seulement  des  u,  mais  aussi  de  x. 
X\^  Xa,  ...,  Xp,  Le  théorème  ([ui  vient  d'être  établi  subsiste  dans 
ces  nouvelles  conditions. 

Pour  l'établir,  nous  considérerons   le  système  des  m -{- p -\-  i 
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équations 

âui        v^  .       ,  ,      ,  ,    duf 

i.A 


àx', 


Or 

o, 

Or 

=r 

o. 

Ce  s;ystème  est  de  la  forme  de  celui  qui  a  été  étudié  au  paragraphe 
précédent.  On  peut  se  donner  pour  x  =  o  les  valeurs  initiales 
de  //,,  U2,  ..  ..  Um  qui  seront  les  fonctions  cp,  et  aussi  les  valeurs 
de  x'j  x\^  . . .,  x'  pour  o:  =  o;  pour  ces  dernières  valeurs,  nous 
prendrons 

Les  p  4-  1  dernières  équations  montrent  que  l'on  doit  avoir  alors 


et,  par  suite,  nous  avons  démontré  r existence  des  intégrales 
du  système 

i,k 


Ou  m         Vf/  N  ^"/ 

i,k 

prenant  pour  x  =  o  les  valeurs  cpi,  tp-jï  •  •  •,  ?/»• 

31.   Ainsi,  en  particulier,  et  c'est  le  théorème  sur  lequel  nous 
nous  sommes  appuyé  (§  15),  l'équalion 

du        .  Ou 

Ox       -^  Oy 
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[où  Ton  suppose /(ar, y)  holomorplie  dans  le  voisinage  de  x©»  J'o] 
admettra  une  intégrale  u  holomorplie  dans  le  voisinage  de  x  =Xoi 
^'=j^o  se  réduisant,  pour  J?  =  j?„,  à  une  fonclion  donnée  ç(j') 
liolomorphe  dans  le  voisinage  de  y  =  Vo- 
Pareillement,  Téquation 

du       ^  .  ait  du 

admettra  une  intégrale  u  se  réduisant,  pour  x  =  Xot  à  une  fonc- 
tion holomorphe  donnée  de  Vi ,  J'j^  •  •    •  y  m- 
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CHAPITRE  XII. 

QUELQUES  APPLICATIONS  DES  THÉORÈMES  GÉNÉRAUX. 


I.  —  Cas  où  le  coefficient  différentiel  devient  infini.  Théorème 
de  M.  Painlevé  sur  les  fonctions  définies  par  une  équation  du 
premier  ordre. 

1.  Nous  avons  vu,  dans  le  Chapitre  précédent,  quelle  était  la 
nature  de  l'intégrale  de  l'équation 

devenant  égale  à  ^o  pour  x  =  Xq,  quand  /{x,  y)  est  holomorphe 
dans  le  voisinage  de  (^o>JKo)-  D'autres  circonstances  pourront 
se  présenter,  et  nous  aurons  à  les  étudier  en  détail.  Considérons 
seulement  en  ce  moment  le  cas  très  simple  où  /deviendrait  infini 
pour  j:  =  «ro,  y=:j^oj  niais  de  telle  manière  que  son  inverse, 
s'annulant  en  (^oî^Vo)» 

I 

fût  holomorphe  dans  le  voisinage  de  ce  système  de  valeurs  de  x 
et  y.  Que  pouvons-nous  dire  des  intégrales  de  Téquation  (i)  pre- 
nant pour  Xq  la  valeur  yo  ? 

On  ramènera  facilement  ce  cas  à  celui  précédemment  étudié, 
en  considérant  x  comme  fonction  de  y.  Écrivons  alors  Téquation 
sous  la  forme 

dx  __         1 
^^^  dy~/û7y)' 

Le  second  membre  est  holomorphe  dans  le  voisinage  de  (xq,  yo)r 
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il  s*annule  pour  x  =  Xq^  y  =  y^  ;  supposons  d'une  manière  géné- 
rale que  toutes  ses  dérivées  partielles,  jusqu'au  rang  m  exclus!* 
vement,  s'annulent  pour  ces  valeurs  (m  est  au  moins  égale  à  i). 
D'après  le  théorème  fondamental,  il  y  aura  une  intégrale  de  l'équa- 
tion (2)  prenant  pour  j'  =  )-o  la  valeur  de  Xq'^  on  aura 

(3)      j-  — a-u=Ai(>^— 7o)'"-^*-t-A,(7->^o)"»^»-^-...         (Aj^o). 

Il  en  résulte  que  y  peut  se  mettre  sous  la  forme  d'une  série 
ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de 

le  premier  terme  du  développement  contenant  l'expression  pré- 
cédente à  la  première  puissance.  L'intégrale  de  l'équation  (i), 
prenant  pour  Xq  la  valeur  de  j'o?  a  donc  au  point  Xq  un  point 
critique  algébrique,  c'esl-à-dire  un  point  autour  duquel  se  per- 
mutent diverses  valeurs  de  la  fonction.  Ces  valeurs  sont  ici  en 
nombre  m  -\-  \ , 

Dans  la  suite,  nous  dirons  toujours  qu'une  fonction  y  de  x  a 
en  Xq  un  point  critique  alj^ébrique,  quand  elle  prend  une  valeur 
déterminée  (finie  ou  infinie),  en  Xq^  et  qu'elle  a  autour  de  ce  point 
un  nombre  fini  de  valeurs  distinctes  se  permutant  les  unes  dans 
les  autres  quand  x  tourne  autour  de  Xq, 

Il  est  évident  que  l'on  obtient  ainsi  toutes  les  intégrales  de 
l'équation  (1)  prenant  pour  x  =  Xq  la  valeur  v^,  puisque  nous 
avons  démontré  précédennncnl  cjuc  la  seule  intégrale  de  (tî) 
prenant  la  valeur  de  Xo,  quand  j>'  tend  d'une  manière  quelconque 
vers  7'o,  est  précisément  fournie  par  le  dévelop])einent  liolo- 
morplie  (3). 

2.  L'équation  différentielle  (1)  définit  une  fonction  analytique, 
quand  on  s'est  donné  les  valeurs  initiales  (.ro,^i'o).  En  supposant 
f  liolomorphe  dans  le  voisinage  de  {xQ^y^)^  on  aura  un  premier 
développement  en  série  qui  définira  y  dans  le  voisinage  de  Xf^. 
L'extension  de  la  fonction  en  dehors  de  cette  première  région  de 
convergence  se  fera  en  se  |)laçant  au  même  point  de  vue  que  dans 
la  théorie  des  séries  entières  ((]hap.  Il,  p.  68).  Si  Ton  a  tracé  un 
arc  déterminé  allant  de  Xq  en  \,  on  elVectuera,  s'il  est  possible, 


QIELQUBS    APPLICATIONS    DES    THÉORÈMES   GÉNÉRAUX.  869 

une  succession  de  développements  de  proche  en  proche  pour 
alteindre  le  point  X,  mais  il  est  clair  que  l'on  pourra  être  arrêté 
si  l'on  rencontre  des  systèmes  de  valeurs  de  (x^  y)  qui  soient  des 
svstèmes  de  valeurs  singulières  pour  la  fonction  f{x^  y)» 

Sans  insister  sur  ces  généralités  peu  instructives,  arrêtons-nous 
sur  un  cas  particulier  qui  nous  conduira  à  un  théorème  fort  im- 
portant. Prenons  Téquation 

(E)  %-f^-^yy^ 

/est  une  fonction  rationnelle  par  rapport  à  y^  et  elle  est  uniforme 
par. rapport  à  j:  quand  cette  variable  reste  dans  une  certaine  ré- 
gion R.  On  suppose  de  plus  que  pour  une  valeur  fixe,  d'ailleurs 
arbitraire,  donnée  à  r,  la  fonction  f  àe  x  puisse  avoir  dans  R  soit 
des  |)ôles,  soit  des  points  singuliers  essentiels  isolés;  il  est  évident 
que  ces  derniers  ne  pourront  pas  ici  varier  avec  y,  puisqu'ils 
doivent  être  nécessairement  des  points  singuliers  essentiels  pour 
un  au  moins  des  coefficients  des  diverses  puissances  de  ^  au  nu- 
mérateur et  au  dénominateur  de /.  11  n'en  sera  pas  de  même  des 
pôles  qui,  en  général,  dépendront  de  la  valeur  de  y.  Désignons 
par  (a)  l'ensemble  des  points  singuliers  essentiels  et  des  pôles  qui 
ne  dépendraient  pas  de  y. 

Il  arrivera,  en  général,  que  la  fonction  f{x^y)  deviendra  indé- 
terminée pour  un  certain  nombre  de  systèmes  de  valeurs  de  (x,  y)  ; 
ces  systèmes  seront  les  racines  communes  aux  deux  équations 
qu'on  obtient  en  égalant  à  zéro  le  numérateur  et  le  dénominateur 
de/.  Soil  (^)  l'ensemble  correspondant  des  valeurs  de  x  dans  R. 

Mnfin,  si,  dans  l'équation  (E),' on  pose^=— »  on  aura  une 
équation  de  même  forme 

où  /<  est  rationnelle  en  y^^  et  il  pourra  arriver  que  pour  certains 
svstèmes  de  valeurs  (y,  o)  de  {x.y^)  la  fonction/,  devienne  indé- 
terminée; nous  appellerons  (y)  l'ensemble  des  valeurs  correspon- 
dantes de  X,  Ceci  posé,  nous  allons  démontrer  qu'^/i  dehors  des 
points  (a),  ((3),  (y)  r  équation  (E)  n^a  d^  autres  points  singu- 
liers que  des  pôles  ou  des  points  critiques  algébriques. 
p.  -  II.  a4 


SjO  CHAPITRE    XII. 

Nous  supposons  que  l'on  parte  d'un  point  Xo  avec  la  valeur 
initiale  yo^  la  fonction  /  étant  holomorphe  dans  le  voisinage 
de  (xo,  yn)»  On  mc'ne  pat  .To  un  arc  de  courbe  C  ne  passant  pas 
par  les  points  (a),  (3),  (v).  Cherchons  à  nous  rendre  compte  des 
valeurs  de  l'intégrale  le  long  de  cet  arc.  On  avancera  de  proche  en 
pioche  sur  C  en  employant  successivement  les  développements  en 
série  fournis  par  le  ihéorème  fondamental,  mais  il  ))Ourra  arriver 
que  les  rayons  de  convergence  de  ces  développements  tendent  vers 
zéro  et  qu'on  ne  puisse  dépasser  un  certain  point  X  de  l'arc  C. 
Nous  devons  nous  demander  quelle  sera  la  nature  du  point  X 
pour  l'intégrale  que  nous  éludions. 

Il  est,  a  priori,  évident  que  trois  circonstances  peuvent  seule- 
ment se  présenter.  En  premier  lieu,  quand  x  tend  vers  X  en  sui- 
vant l'arc  C,  y  peut  tendre  vers  une  valeur  Y  telle  que 

la  (onction  -7 r    sera  alors   holomorphe   dans  le  voisinage  de 

(X,Y),  puisque  X  est  distinct  par  hypothèse  des  points  (a),  (3); 
le  point  X  est  alors  un  point  critique  algébrique. 

En  second  lieu,  y  peut  augmenter  indétiniinent,  la  fonction 

ayant  une  valeur  (linie  ou  inlinie)  parfaitement  déterminée  pour 
j7  =  X,  ^^  =  o,  puisque  X  n'appartient  pas  aux  points  (y),  il 
en  résulte  encore  que  X  sera  ou  un  pôle  on  un  point  critique 
algébrique. 

En  troisième  lieu,  on  pourrait  faire  l'hypotliè^e  (jue  y  n'a  pas 
de  limite  quand  x  tend  vers  X;  mais  nous  allons  voir  que  cela  est 
impossible.  Marquons,  en  elTet,  dans  le  plan  y  les  diUércntes  ra- 
cines Y  de  l'équation  (4),  Y<,  Y^ Y^,  et  considérons  de  plus 

dans  ce  plan  le  point  x.  Si  x  reste  à  l'intérieur  d'un  cercle  de 
rayon  très  petit  p  décrit  autour  de  X,  les  racines^'  de   {'('quation 


resteront  dans  le   voisinage  de  Y,,  ...,   Y^j^.    Nous  pouvons  donc 
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décrire  autour  de  ces  derniers  points  des  courbes  très  petites 
(si  p  est  lui-même  très  petit)  v,,  y.,^  . . .,  yj4  à  Tinlérieur  desquelles 
resteront  les  racines  de  Téquation  précédente.  Décrivons  ensuite, 
toujours  dans  le  plan  des  y^  un  cercle  F  de  rayon  très  grand. 

Ceci  posé,  revenons  à  Téquation  (E);  si  l'on  prend  comme  va- 
leur initiale  de  x  un  point  à  l'intérieur  du  cercle  de  rayon  p  tracé 
plus  haut,  et  pour  valeur  initiale  de  y  un  point  extérieur  aux 
courbes  y  et  intérieur  à  F,  on  aura  une  intégrale  holoraorphe  dans 
un  certain  champ  autour  de  la  valeur  choisie  de  x.  Quand  on 
fera  varier  d'une  manière  continue  les  valeurs  initiales  de  x  et  y, 
le  rayon  de  ce  champ  variera  d'une  manière  continue,  et  il  aura 
manifestement  un  minimum  "k  différent  de  zéro  quand  x  el  y 
décriront  l'ensemble  des  domaines  où  ils  doivent  rester. 

Ces  préliminaires  bien  compris,  supposons  maintenant  que 
notre  intégrale  y  ne  tende  vers  aucune  limite  quand  x  se  rap- 
proche indéfiniment  de  X.  Il  est  impossible  que  y  reste  constam- 
ment à  rintérieur  d'une  courbe  y  ou  à  l'extérieur  de  F,  car,  dans 
ce  cas,  y  aurait  pour  limite  un  des  Y/  ou  l'infini.  11  arrivera  donc 
quej>^,  pour  certaines  valeurs  de  J7  aussi  rapprochées  qu'on  voudra 
de  X,  sera  à  Textérieur  des  courbes  y  et  à  l'intérieur  de  F.  Or 
nous  avons  dil  que,  pour  des  valeurs  Initiales  de  J?  et  ^  satisfai- 
sant à  ces  conditions,  le  rayon  de  convergence  autour  du  pointer 
est  au  moins  égal  à  un  nombre  fixe  X;  il  y  aura  donc  un  moment 
où  le  cercle  de  convergence  du  développement  enveloppera  le 
point  X,  et  celui-ci  ne  pourra  pas  être  alors  un  point  d'indéter- 
mination. La  contradiction  à  laquelle  nous  arriverons  démontre 
donc  bien  qu'en  dehors  des  points  (a),  (p),  (y),  Véquation  n^a 
d^ autres  points  singuliers  que  des  pôles  ou  des  points  critiques 
algébriques. 

3.  Ce  théorème  a  été  démontré  par  M.  Painlevé,  et  même  dans 
le  cas  plus  général  où  f  serait  une  fonction  uniforme  quelconque 
de  y  dans  le  plan  de  la  variable  y  ('  ). 

Il  s'étend  aux  équations  qui  ne  seraient  pas  du  premier  degré 


(  '  )  P.  Painlkvk,  Sur  les  lignes  singulières  des  fonctions  analytiques  {An- 
nales de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  1888). 
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en  ^-  Ainsi  l'équation 

(5)  /(^•S'-)  =  o- 

algébrique  en  j^  et   -r-^  n'a,  en  dehors  d'un   certain   nombre    de 

points  fixes,  que  Ton  peut  marquer  à  l'avance  dans  le  plan,  que 
des  pôles  et  des  points  critiques  algébriques;  c'est  un  point  sur 
lequel  nous  reviendrons  après  l'étude  des  fonctions  algébriques. 

On  peut  énoncer  le  même  résultai  sous  une  forme  un  peu  diffé- 
rente. Si  nous  appelons  singularité  supérieure  d'une  intégrale 
toute  singularité  autre  que  les  pôles  et  les  points  critiques  algé- 
briques, nous  pouvons  dire  que  les  singularités  supérieures  des 
intégrales  de  l'équation  (5)  sont  jixes,  c'est-à-dire  ne  varient 
pas  avec  la  constante  arbitraire  figurant  dans  l'intégrale  gé- 
nérale. On  le  voit  bien  pour  noire  équation  (4)  où  les  singularités 
supérieures  ne  peuvent  être  autres  que  les  points  (a),  (|â),  (y). 

Ce  théorème  a  été  souvent  implicitement  admis,  mais  on  se 
rendra  compte  qu'une  démonstration  rigoureuse  était  d'autant 
plus  nécessaire  que  des  circonstances  toutes  différentes  peuvent 
se  présenter  pour  les  équations  d'ordre  supérieur  au  premier. 
Là  les  singularités  supérieures  peuvent  déperxire  des  constantes 

d'intégration  (*).  Ainsi,  soit 

1 

en  éliminant  C|  et  C2  entre  y^  -j-  et    y-^»  on  aura  une  équation 

algébrique 

.  /      dy    d-  V  \ 

et  les  singularités  essentielles  xz^C^  des  intégrales  dépendent 
de  la  constante  C». 


(*)  J'ai  appelé  ratlention  sur  cette  cirronslance  «iaiis  h*s  Comptes  rendus 
(1886-1887)  et  avec  plus  de  développements  dans  mon  Mémoire  Sur  la  théorie  des 
fonctions  algébriques  de  deux  variables  {Journal  de  Mathématiques,  i8»9). 
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II.  —  Équation  de  Riccati  et  équation  linéaire  du  premier  ordre. 
4.    Revenons  à  notre  équation  (E) 

yélanl  rationnelle  en  ^.  Les  singularités  supérieures,  comme  nous 
venons  de  le  voir,  sont  fixes,  mais,  en  général,  les  pôles  et  les 
points  critiques  algébriques  sont  variables  d'une  intégrale  à  l'autre. 
Laissons  de  côté  les  pôles,  et  demandons-nous  quelle  forme  doit 
avoir  l'équation  pour  que  les  points  critiques  algébriques  soient 
indépendants  de  la  constante  dUntégration. 

Tout  d'abord /devra  être  un  polynôme  entier  en  y,  car,  si  l'on 
avait 

•^^^'•^•^-  Q(x.^)' 

i*  et  Q  étant  deux  polynômes  en  y,  (|u'on  peut  supposer  n'avoir 
pas  de  facteur  commun  quand  x  est  quelconque,  il  suffirait  pour 
X  =  Xq,  Xo  étant  quelconque,  de  prendre  comme  valeur  initiale 
de  y  une  racine  y^  de  l'équation 

Q(^o,ro)  =  o. 

L'intégrale  de  l'équation  (E;,  devenant  égale  k  yo  pour  x  =  Xq^ 

,    ,,    .  .  dy 

aurait  en  ce  point  un  point  critique  algébrique,  puisque  -^  est 

infinie  pour  (:ro,jKo)-  ^"  ^o^^  donc  que  Xq  serait  un  point  critique 
algébrique  pour  une  certaine  intégrale,  et  nous  avons  pris  ro  arbi- 
trairement. 

Ainsi  /  est  un  polynôme  en  y.  Nous  allons  voir  qu'il  ne  peut 
être  de  degré   supérieur  à  deux.   C'est  ce  que   montre  de  suite 

ré(|ualion    transformée    obtenue    en    changeant  y  en        «Si   le 

degré  m  de  /  est  supérieur  à  deux,  cette  équation  transformée 
sera  de  la  forme 

^''1  ^  A(^^y\) 
dx         ^7'-«    ' 

/,  étant  un  polynôme  en  y^  ne  s'annulant  pas,  (|uel   que  soit  x^ 
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pour  v<  =  o.  L'inlégrale  de  celte  équation,  qui  s'annule  pour 
une  valeur  arbitraire  Xq  de  x^  aura  en  Xq  un  point  critique  algé- 
brique, car  nous  sommes  encore  dans  le  cas  du  coefficient  diflFé- 
renliel  devenant  infini. 

En  définitive,  notre  équation  (E)  doit  être  de  la  forme 

(6)  g=p^l^Qv^_R, 

P,  Q,  R  ne  dépendant  que  de  x,  D'aill«*urs,  dans  toute  région  du 
plan  où  P,  Q,  R  sont  uniformes,  les  points  critiques  des  intégrales 
ne  peuvent  être  que  les  points  singuliers  (a)  (pôles  ou  points  sin- 
guliers essentiels)  de  ces  coefficients  :  ceci  résulte  du  théorème 
drmontré  au  paragraphe  précédent.  L'intégrale  j)^  a  une  valeur  dé- 
terminée (finie  ou  infinie)  en  tout  point  distinct  des  points  (a); 
tant  qu'elle  reste  finie,  elle  ne  cessera  pas  d'être  holomorphe,  ei, 
si  elle  devient  infinie,  son  inverse   restera  holomorphe,  ])uisque 

Téquation  (6)  garde  la  même  forme  quand  on  chanj^e  y  en  —' 

5.  Nous  avions  déjà  rencontré  Téqualion  (6),  qui  est  connue 
sous  le  nom  adéquation  de  Biccati (i.  1,  p.  436).  On  peut,  comme 
conséquence  du  fait  capital  que  les  points  critiques  de  l'intégrale 
générale  sont  fixes,  trouver  a  priori  de  quelle  manirre  la  con- 
stante figure  dans  l'intégrale  générale. 

Soient  doux  points  Xq  et  x  distincts  des  points  critiques;  joi- 
gnons-les par  un  arc  de  courbe  déterminé  ne  passant  pas  par  les 
points  critiques.  Désignons  par  j'o  la  valeur  initiale  d'une  inté- 
grale en  x,,,  et  soit  r  la  valeur  de  ccttc^  intégrale  quand  la  variable 
va  de  j^o  ^  -^  P^^*  '<^  chemin  tracé.  Quand  j^,,  est  donné,  la  valeur 
de  y  s'ensuit;  y  est  donc  ronction  de y^  cl  c'est  la  nature  de  cette 
fonction  que  nous  cherchons  ('). 

On  voit  d'abord  que  y  est  une  fonction  analytique  uniform»^ 
dej^o,  car,  pour  étendre  de  proche  en  proche  l'intégrale  à  partir 
de  Xq,  en  suivant  Tare  tracé,   on   partage  celui-ci   en   un   nombre 


(')  Nous  généraliserons  plus  lard  le  raisonneinmt  qui  va  étr<'  fait,  quand  nous 
étudierons  avec  M.  Fuchs  et  M.  Poincaré  les  équations  algébriques  du  premier 
ordre  à  points  critiques  fixes. 
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siiffisammeDl  grand  de  parties,  et  l'on  a  alors  une  succession  de 
cercles  dans  lesquels  ^  ou  —  est  holomorphe.  Les  valeurs  succes- 
sives de  l'intégrale  sont  donc  des  fonctions  analytiques  de  >^o  et  il 
en  est,  par  suite,  de  même  pour  la  valeur  finale  j^.  Quelle  que  soit 
la  valeur  finie  ou  infinie  donnée  à  y^,  y  aura  toujours  une  valeur 
parfaitement  déterminée  qui  sera  également  finie  ou  infinie;  ceci 
suffit  pour  que  nous  puissions  affirmer  que  y  est  une  fonction 
rationnelle  de  y^.  En  effet,  la  fonction  uniforme  y  ne  pourra 
alors  avoir  de  singularités  essentielles;  ayant  seulement  des  pôles 
à  dislance  finie  et  à  l'infini,  elle  se  réduit  donc  à  une  fraction 
rationnelle  (Chap.  V,  p.  1^9). 

Mais  nous  pouvons  aller  plus  loin  :  r'©  sera  de  la  même  manière 
une  fonction  rationnelle  de  y^  car  on  peut  aller  de  x  en  Xq  en 
suivant  en  sens  inverse  le  chemin  tracé,  et  le  même  raisonnement 
s'applique.  Il  en  résulte  que^  sera  nécessairement  une  fonction 
linéaire  de  j>'o>  soit 

les  A,  B,  C,  D  sont,  bien  entendu,  à  considérer  comme  des  fonc- 
tions de  57,  fonctions  indépendantes  de  la  valeur  initiale  ^o  ^^  'i'^- 
tégrale.  Nous  pouvons  donc  dire  que  la  constante  arbitraire  y  a 
entre  linéairement  dans  l^ intégrale  générale. 

Il  n'est  peut-être  pas  inutile  de  souligner  le  point  de  cette  dé- 
monstration où  nous  avons  besoin  de  nous  appuyer  sur  ce  fait  que 
les  points  critiques  de  Tintégrale  sont  fixes,  car  on  pourrait  être 
tenté  d'appliquer  le  même  raisonnement  à  toute  équation  de  la 
forme  (E).  Nous  ne  pourrions  pas  regarder  y  comme  fonction 
de  yoj  *»'  'es  points  critiques  des  intégrales  étaient  mobiles;  en 
effet,  en  faisant  varier  j'o»  il  arriverait  un  moment  où  ces  poinls 
critiques,  variables  avec  y^^  rencontreraient  l'arc  tracé  de  Xq 
en  x^  et,  à  ce  moment  alors,  y  cesserait  d'avoir  un  sens  bien 
défini. 

Nous  venons  de  dire  que  la  constante  arbitraire,  si  elle  est 
convenablement  choisie,  entre  linéairement  dans  l'intégrale  gé- 
nérale de  l'équation  de  Riccati.  En  fait,  nous  avions  déjà  obtenu 
ce  résultat  par  une  voie  élémentaire,  quand  nous  avons  démontré 
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(loc.  cit.)  que  le  rapport  anharmoniqiie  de  quatre  solutions  de 
l'équation  précédente  est  une  constante.  En  désignant  par  y  la 
solution  générale  cl  par  yi,  ,^2,^3  trois  fonctions  d«^termînées 
satisfaisant  à  féqualion,  nous  avons 

y\—y  '  yt-y 

a  étant  une  constante.  En  résolvant  par  rapport  à  y,  on  a  bien 
pour  celle-ci  une  expression  de  la  forme  (7),  où,  à  la  place  de  j^©? 
se  trouve  la  constante  arbitraire  a. 

6.  Un  cas  particulier  très  simple  de  Téquation  de  Riccati  est 
celui  de  l'équation  linéaire  du  premier  ordre 

(8)  Ê=Q^'-^^' 

qui  correspond  à  P  =  o. 

On  peut  remarquer  que  les  intégrales  de  cette  équation  ont 
non  seulement  leurs  points  critiques  fixes,  mais  aussi  leurs  pôles 
fixes.  En  effet,  un  point  J7„  du  plan,  qui  n'est  pas  un  point  sin- 
gulier de  Q  ou  de  R,  ne  peut  être  un  pôle  d'une  intégrale;  car,  si 

l'on  change  y  en  — >  l'équation  devient 

et  une  intégrale  de  cette  équation  s'annulant  en  .ro  «^st  identique- 
ment nulle,  puisque  ri  =  o  est  une  solution  et  (|ue  la  solution  est 
unique  d'après  le  théorème  (bndauiental. 

On  peut  intégrer  par  des  quadratures  l'équation  (8).  Posons 

y  =  "is 

u  étant  la  nouvelle  fonction  et  i^  représentant  pour  le  moment  une 
fonction  quelconque  de  x:  on  aura 

<ii'  du 

u  —, — h-  V  -r-  =  Q  uv  -r-  K. 
ax  ax 
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Or  choisissons  v  de  manière  que 

ctî  qui  donne 

on  prenant  arbitrairement  la  conslante  d'intégration.  L'équation 
se  réduit  alors  à 

dx  ~~ 
On  a  donc 

cl  l'équation  linéaire  du  premier  ordre  est  intégrée. 

A  Téquation  (8)  se  rattache  une  classe  un  peu  plus  générale  qui 
s'y  ramène*  immédiatement;  c'est  Téquation 


il  suffit  de  poser 


g  =  Qr-^R.r«; 


:jrrt=yt'' 


Téquation  à  laquelle  satisfait  Vi  est  une  équation  linéaire  du  pre- 
mier ordre. 


III.  —  Inversion  de  l'intégrale  elliptique.  Fonctions  entières 
associées  aux  fonctions  elliptiques. 

7.  Le  problème  célèbre  de  Tinversion  de  l'intégrale  elliptique 
va  nous  fournir  l'occasion  d'appliquer  encore  les  théorèmes  géné- 
raux du  Cliapitle  précédent.  Partons  de  l'intégrale  elliptique 


du 


v/A (u  —  (i  )(  u  —  b){  u  —  c){u  —  d) 


ou  (i,  h,  c,  d  sont  quatre  constantes  distinctes.  Nous  avons  étudié 
en  détail  les  propriétés  de  cette  intégrale,  nous  avons  défini  ses 
deux  périodes  et  montré  que  leur  rapport  est  nécessairement 
imaginaire  ([).  2-^3). 

Cette  fonction  de  u  est  complètement  définie  quand  on  a  choisi 
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la  valeur  initiale,  pour  u  =  Kq,  du  radical  qui  figure  au  dénomi* 
nateur  (ii«  étant  distinct  de  a,  6,  c,  d)^  et  qu'on  s'est  donné 
le  chemin  d'intégration.  C'est  la  /onction  inverse  qui  va  main- 
tenant nous  occuper,  c'est-à-dire  la  fonction  u  de  z  obtenue  en 
posant 

du 


f 


^A{U'^a)(u^b){U'-c){u  —  d) 


=  z. 


Cette  fonction  ude  z  satisfait  manifestement  à  l'équation  diffé- 
rentielle 

^^^  (^y=A(u-a)(ii-6)(ii-c)(ii~rf); 

pour  j  =  o,  on  a  ii  =  tt«  et  ^  a  pour  valeur  la  détermination 

choisie  du  radical  pour  u=:iif .  D'après  le  théorème  fondamental,  u 
sera  une  fonction  holomorphe  de  z  dans  le  voisinage  de  z  =  o;  nous 
voulons  montrer  que  u  est  une  fonction,  uniforme  dans  tout  le 
platij  n* ayant  dt autres  points  singuliers  que  des  pôles. 

En  étendant  de  proche  en  proche  la  fonction,  le  théorème  fon- 
damental cessera  d'être  applicable  quand  la  variable  z  arrivera  en 
un  point  où  u  prendra  une  des  valeurs  a,  6,  c,  d  et  x.  Supposons 
d'abord  que,  pour  2  =  a,  u  prenne  la  valeur  a\  nous  allons  voir 
que  11  ne  cessera  pas  d'être  holomorphe  dans  le  voisinage  de  3  =  a. 
Il  suffit,  en  effet,  de  poser 

Il  =  rt  -H  II'*, 
et  l'équation 

-r-  =  /A  (Il  — a\Ku  —  6  n  II  —  c  M  M  —  d) 

devient 

du 


■-g-  =^^  K{a  —  6-»-ii'*)^a  —  c-r-  u'^  ^\  a  —  d  ^  u'^). 

Le  second  membre  est  holomorphe  dans  le  voisina<^e  de  1/'  =  o, 
et,  par  suite,  les  intégrales  de  cette  équation  (suivant  qiron  prendra 
l'une  ou  Pautre  détermination  du  radical  pour  1/'  ^  o).  s'annulant 
pour  5  =  x,  seront  holomorphes  dans  le  voisinage  de  ce  point. 
Le  même  raisonnement  s'applique  à  b,  c.  </. 

Supposons  maintenant  que,  pour  ^  =  a,  u  devienne  infini,  on 
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posera  alors 


I 
w  =  -  > 


et  l'équation  deviendra 

dç  

-—  =  vAMi  —  av)(}  —  bv)(i  —  cr){i  —  dv). 
az 

Le  second  membre  étant  holomorphe  pour  v  =  o,  on  en  conclut 
que  r  est  holomorphe  dans  le  voisinage  de  a.  La  fonction  u  est 
donc  uniforme  autour  de  a,  admettant  simplement  ce  point  comme 
pôle. 

De  ce  que,  quelque  valeur  (finie  ou  infinie)  que  l'on  donne  à  w  en 
un  point  a,  l'intégrale  correspondante  de  (9)  est  uniforme  dans  le 
voisinage  de  ce  point,  on  conclut  souvent,  sans  plus  d'explications, 
que  toute  intégrale  de  cette  équation  est  une  fonction  uniforme 
dans  tout  le  plan  de  la  variable  complexe  5  (').  Une  telle  manière 
de  raisonner  pourrait  conduire,  pour  des  équations  d'ordre  supé- 
rieur au  premier,  à  des  résultats  inexacts.  Nous  avons  supposé  im- 
plicitement plus  haut  que  Tinlégrale,  étendue  de  proche  en  proche, 
prenait  en  chaque  point  du  plan  une  valeur  déterminée.  Or  il 
pourrait  en  être  aulrement,  s'il  était  possible,  par  exemple,  que 
cette  intégrale  eiU  des  points  singuliers  essentiels. 

Quelques  mots  d'explication  seront  ici  suffisants  pour  rendre 
la  démonstration  rigoureuse,  mais  il  est  indispensable  de  les  dire. 

Nous  allons  montrer  que,  d'un  point  arbitraire  ^o  comme  centre, 
on  peut  toujours  décrire  un  cercle  d\in  rayon  fixe  p,  tel  qu'à 
l'intérieur  de  ce  cercle  l'intégrale  u  soit  uniforme.  Ceci  étant 
prouvé,  il  est  manifeste  que  l'extension  analytique  de  la  fonction 
pourra  se  faire  de  proche  en  proche  à  Taide  d'un  cercle  de  rayon 
invariable;  la  fonction  pourra  donc  s'étendre  dans  tout  le  plan, 
et  ne  cessera  pas  d'être  uniforme. 

Pour  démontrer  l'existence  de  ce  nombre  o,  considérons  le  plan 
de  la  quantité  complexe  u.  Traçons  autour  des  points  a,  6,  c,  d 
des  cercles  C  de  rayons  suffisamment  petils,  qui  vont  rester  fixes, 

(  '  )  U  en  esl  ainsi,  par  exennpie,  dans  le  Trailé  classique  de  Briot  et  Bouquet. 
J'ai  insisté  {Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  1890)  sur  riiisuffisance  de  ce 
raisonnement  et  montré  comment  on  peut  rendre  la  démonstration  complètement 
rigoureuse. 
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et  de  l'origine  comme  centre  décrivons  un  cercle  F  d'un  rajon 
assez  ^rand,  qui,  lui  aussi,  restera  iuvariable.  Tant  que  u  est  in- 
térieur à  r  et  extérieur  aux  cercles  C,  on  a  un  rayon  de  conver- 
gence déterminé  par  le  développement  de  Tinlégrale  de  l'équa- 
tion (9).  Ce  rayon  de  convergence  a,  quand  u  varie  dans  la  région 
indiquée,  un  certain  minimum  différent  de  zéro.  Supposons  main- 
tenant que  u  soit  dans  un  cercle  C,  on  posera  1/  ^  a  +  w'^^  gj  |'qq 
a,  comme  nous  l'avons  vu,  une  équation  en  u\  à  laquelle  on  peut 
appliquer  le  théorème  fondamental.  Tant  que  //restera  dans  un 
certain  cercle  C,  transformé  de  C,  le  rayon  de  convergence  delà 
série  donnant  u  restera  encore  supérieur  à  une  certaine  limite. 
Nous  avons  donc  notre  minimum  p,  tant  que  //  reste  dans  le  cercleF. 

Si  u  est  extérieur  à  ce  cercle,  on  pose  w  =  -.  et  nous  avons  l'é- 
quation 

\-Tz)    ={i—av)(\—  bv){\—  cv)(\—  dv)\ 

i'  restera  compris  à  l'intérieur  d'un  cercle  F',  Irimsformé  de  F. 
Quand  v  reste  dans  le  cercle  T\  on  a  un  certain  rayon  de  conver- 
gence pour  l'intégrale  Vy  et  ce  rayon  a  un  minimum  différent  de 
zéro.  Nous  avons  donc,  en  résumé,  en  prenant  le  plus  petit  des 
différents  minima  trouvés,  un  rayon  p  tel  que  rinté*»rale  u^  qui 
prend  en  un  point  arbitraire  Zq  une  valeur  arbitraire,  finie  ou 
infinie,  est  certainement  définie  et  uniforme  à  l'intérieur  du  cercle 
ayant  Zq  pour  centre  et  un  rayon  é;^al  à  0.  La  démonstration  est 
donc  com/détée. 

8.  La  fonction  inverse  u  de  z  définie  par 

du 


(10) 


Ju,  v/H(a) 


où  R  (m)  est  un  polynôme  du  quatrième  dogré  dont  les  racines 
sont  distinctes,  est  donc  une  lonclion  uniforme  de  z  dans  lout  le 
plan.  Remarquons  de  suite  qu'il  en  est  de  même  ([Uiuul  R  {u)  est 
un  ])olynome  du  troisième  degré  à  racines  disliiicles  :  nous  avons 
vu,  en  effet,  qu'on  [)asse  d'une  inléi;rale  à  raiilre  an  nio\en  d'une 
substitution  linéaire.  On  peut  Tétablir  aussi   direclement   par  les 
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raisonnements  du  paragraphe  précédent,  airxquels  il  faut  cependant 
apporter  une  petite  modification.  Dans  le  cas  où  u  devient  infinie, 
il  faut  poser 

"  =  i' 

et  Ton  peut  appliquer  le  théor('me  fondamenlal  à  Téquation  en  r. 
Une  remarque  iuiportante  découle  de  là;  les  pôles  de  u  sont,  dans 
le  cas  où  R  (w)  est  du  iroisième  degré,  des  pôles  doubles. 

I.a  propriété  capitale  de  la  fonction  inverse  est  la  double 
périodicité.  Nous  avons  rappelé  que  l'intégrale  avait  deux  périodes 
distinctes  w  et  w' ;  ceci  veut  dire  qu'à  une  même  valeur  de  u  cor- 
respondent, en  choisissant  convenablement  le  chemin  d'intégra- 
tion, une  infinité  de  déterminations  de  l'intégrale  rentrant  dans  la 
formule 

z  -h  mw  -4-  /w'w', 

z  désignant  l'une  de  ces  déterminations,  m  et  m'  représentant  deux 
entiers  quelconques.  Si  donc  nous  posons 

u  =\{z), 

on  aura,  quels  que  soient  les  entiers  m  et  m'  positifs  ou  négatifs, 

X  (  3  -H  m  o)  -h  /?î'  w'  )  =  X  ( 5  ). 


La  /onction  A  (s)  est  donc  doublement  périodique. 
Rappelons  encore  que  le  rapport  —  est  nécessairement  imagi- 


naire. 


9.  On  peut  représenter  géométriquement  sur  le  plan  de  la  va- 
riable z  la  double  périodicité  de  la  fonction  X  (z).  Marquons  d'une 
part  les  points  to,  ato,  3to,  . .  .  et  d'autre  part  les  points  to',  2  to', 
3to',  ....  Les  premiers  sont  situés  sur  une  droite  Oa  (O  étant 
l'origine)  et  à  égale  distance  les  uns  des  autres,  et  de  même  les 
seconds  sur  une  droite  06;  par  les  premiers  points  menons  des 
parallèles  à  06  et  par  les  seconds  des  parallèles  à  Oa.  Ces  deux 
séries  de  parallèles  divisent  le  plan  en  parallélogrammes  égaux,  et 
leurs  points  d'intersection  sont  les  points  m  w  -♦-  m'to'  homologues 
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de  Porl^çine.  La  double  périodicité  consiste  en  ce  que  la  fonction 
reprend  la  même  valeur  aux  points  homologues  de  ces  divers  pa- 
rallélogrammes. Il  est  clair  que  ce  réseau  de  parallélogrammes 
n'est  pas  entièrement  délermim»;  l'origine  O  est  un  point  arbi- 
traire du  plan  et  Ton  peut,  par  conséquent,  déplacer  le  réseau  pa- 
rallèlement à  lui  même. 

En  se  reportant  à  la  forme  précédemment  donnée  (Chap.  VIII, 
p.  223)  des  déterminations  multiples  de  l'intégrale  (lo),  nous  voyons 
qu'à  une  valeur  arbitraire  de  //  correspondent  deux  valeurs  dis- 
tinctes de  z.  c'est-à-dire  deux  valeurs  qui  ne  diU'èrent  pas  d'une 
somme  de  multiples  des  périodes.  On  peut  encore  énoncer  ce  ré- 
sultat en  disant  queTéquation 

a  étant  une  constante  quelconque  (finie  ou  infinie),  admet  deux 
racines  dans  un  parallélogramme  de  périodes. 

En  particulier,  la  fonction  A  (^)  a  deux  pôles  dans  chaque  paral- 
lélogramme de  périodes;  dans  le  cas  où  le  polvnome  K  (i/)  est  du 
troisième  degré,  ces  deux  pôles  coïncident  et  Ton  a  dans  chaque 
parallélogramme  des  périodes  un  seul  pôle,  mais  il  est  double. 

10.  Une  remarque  sur  les  pôles  de  A  (z)  va  nous  être  utile  dans 
un  moment.  Ecrivons  explicitement  ré(|ualion  dillerentielle 

Soit  a  un  pôle  dans  un  parallélogramme  de  périodes.  Dans  le  voi- 
sinage de  rt,  la  l'onction  //  peut  se  mettre  sous  la  forme 


tt  = ->-fj  —  "  {  Z  —  (l  )  -^  .  .  . 

z  —  a  ' 


(^.alculons  les  deux  premiers  coefficients  a  et  p.  En  substituant 
le  développement  dans  l'équation  dilléreniielle,  on  aura 

\  2  1  ^ 

H_   B       h  à -H...         -...H-  E. 

Nous  devons  égaler   les  coefficients  des  diverses  puissances  de 
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3  —  a.  On  a  ainsi,  en  prenant  les  coefficients  de  (3  —  a;~*  et  de 

i  =  Aa«, 
4A3-hB  =  o. 

Ainsi,  nous  trouvons  pour  a  deux  valeurs  égales  et  de  signe 
contraire;  elles  correspondent  aux  deux  pôles  distincts  de  la  fonc- 
tion dont  les  résidus  sont,  par  conséquent,  égaux  et  de  signe  con- 
traire. Au  contraire,  le  second  coefficient  ^  n'a  qu'une  valeur. 

11.  La  fonction  X  (-g)  peut  bien  facilement  être  représentée  par 
un  développement  en  série,  et,  quoique  ce  résultat  ne  soit  pas 
d'un  grand  intérêt  pour  le  développement  de  la  théorie  des  fonc- 
tions elliptiques,  nous  y  reviendrons  un  moment,  puisque  nous 
avons  déjà  eu  l'occasion  d'étudier  au  ïorae  I  (p.  ^^96)  des  expres- 
sions analogues. 

Nous  pouvons  supposer  que  l'une  des  deux  périodes  est  \i.izi\  il 
suffit  pour  cela  de  remplacer  z  par  A*5,  k  étant  une  constante  con- 
venable. Appelons  donc  co  et  iTzi  les  deux  périodes;  la  partie 
réelle  de  to  n'est  pas  nulle,  et  pour  fixer  les  idées  nous  la  suppose- 
rons positive. 

Soient  a  et  a'  les  pôles  de  la  fonction  dans  un  parallélogramme 
de  périodes.  Je  forme  la  série 


^(-)=2 


gz^-mu) 


[g2-t-wa)__  eaj[gs-t-//ia) —  ga'J 


Cette  série  est  convergente  pour  toute  valeur  de  z  comme  nous 
allons  le  montrer;  on  doit  seulement  !emarquer  que,  si  z  est  de 
l'une  ou  l'autre  forme 

(II)  a  -+-  p\jà  -\-  'xqTzi^     a'  -f-  />w  -H  'i^ice, 

p  el  q  étant  entiers,  il  v  aura  dans  la  série  un  terme  devenant  in- 
fini, et  il  faut  entendre  alors  que  la  série  est  convergente  quand 
on  a  laissé  ce  terme  de  côté. 

La  démonstration  s'appuie  seulement  sur  les  règles  élémentaires 
relatives  aux  séries.  Prenons  d'abord  la  partie  de  la  série  où  m  est 
positif.  Pour  m  suffisamment  grand,  chaque  terme  est  comparable 
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à  e~'^^^  et,  puisque  la  parrie  réelle  de  w  est  positive,  cette  partie 
de  la  série  est  convergente.  Pour  la  seconde  moitié  de  la  série 
(m  <  o),  le  terme  de  rang  m  pour  m  très  grand  est  comparable 
à  6"*^^  et  la  convergence  est  encore  évidente. 

Ainsi,  sans  qu^'l  soit  besoin  d^insisler  davantage,  la  série  re|)ré- 
sente  une  fonction /(s)  uniforme  dans  tout  le  plan  et  admettant 
comme  pôles  les  points  des  suites  (  i  i  ).  Elle  admet  d^ailleurs  évi- 
demment les  deux  périodes  21:/ et  a>.  La  chose  est  évidente  pour 
la  première  période,  puisque  chaque  lerme  admet  celle  période; 
quant  à  la  seconde,  elle  résulte  de  ce  que  la  série  ne  change  évi- 
demment pas  quand  on  remplace  m  par  /iz  +  i. 

On  voit  de  suile  que  les  résidus  de /"(w)  relatifs  aux  pôles  a  et  a' 
et  leurs  homologues  sont  égaux  et  de  signe  contraire;  ils  sont  res- 
pectivement 

I  I 

;       et       ; • 

gu  —  gu  ça    —  ça 

En  multipliant  /  (z)  par  une  constante  convenable  H,  nous 
pouvons  faire  que  les  deux  fonctions  X  (z)  et  H/ (z)  aient  les 
mêmes  résidus;  la  différence 

À(<5)  —  H/iz) 

est  donc  une  fonction  doublement  périodique,  qui  n'a  pas  de  pôle 
dans  un  parallélogramme  de  périodes.  Son  module  reste  donc, 
dans  un  parallélogramme  et  par  conséquent  dans  tout  le  plan,  in- 
férieur à  un  nombre  fixe  :  elle  se  réduit  donc  à  une  constante 
d'après  le  théorème  de  Liouville.  On  peut  donc  exprimer  la 
fonction  ^-{z)  à  Vaide  de  notre  série  f{z), 

12.  D'après  le  théorème  de  Weierstrass  (Cha().  V,  p.  i  {9),  la 
fonction  \(  z)  doit  pouvoir  se  mettre  sous  la  forme  d'un  quotient 

(t  (   J  ) 

les  deux  fonctions  G  (  3)  et  G,  [z)  étant  des  fonctions  entières  de  5, 
n'ayant  pas  de  racines  communes.  On  peut  évidemment  mettre 
d'une  infinité  de  manières  une  fonction,  telle  que  a(  z),  sous  cette 
forme,  puisque  Ton  peut  multiplier  les  deux  termes  de  la  fraction 
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pare^^^\  R  étant  une  fonction  entière.  Parmi  les  fonctions  entières, 
dont  le  quotient  donne  X  (s),  il  en  est  d^exlrêmement  intéressantes 
qui  jouent  un  rôle  fondamental  dans  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques. Les  considérations  suivantes  vont  nous  y  conduire  très 
simplement. 

Considérons  l'expression 


(12) 

m  et p  désignant  deux  constantes,  et  u  étant  toujours  la  fonction 
doublement  périodique  de  z  définie  par  Féquation 

/^y  =  AM>-h  Ba3-4-CM«-+-Da-4-E. 

Nous  voulons  montrer  qu'on  peut  choisir  les  deux  constantes  m 
et  p  de  telle  sorte  que  l'expression  (12)  soit  une  fonction  entière 
de  z. 

Les  pôles  de  u  sont  les  points  singuliers  de  la  fonction  (  1  2).  La 
première  intégration 

/    imu^  -^ pu)dz 

donnera  en  général  un  logarithme.  Voyons  si  nous  pouvons  choisir 
m  et  p  de  manière  que  l'intégration  ne  donne  pas  de  terme  loga- 
rithmique. En  reprenant  les  notations  du  §  10,  nous  avons 

et  Ton  voit  que,  si 

2  m  3  -4-  /?  =  o, 

nous    n'aurons   pas   de   terme  en :    il    n'y   aura    donc    pas 

de  logarithme  après  la  première  intégration,  et  cela  pour  l'un  et 
l'autre  pôle,  puisque  p  a  la  même  valeur  —  —  pour  les  deux  pôles. 


Nous  avons  donc  la  première  relation 


—  m  B  -h  2/?  A  =  o. 
P.  -  II.  a5 
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La  seconde  intégration  se  réduit  alors  à 


/(-^»-)-' 


et,  par  suite,  elle  introduit  le  terme  logarithmique 

—  ma'  log(5  —  a)  -¥■ 

Or,  pour  Fun  et   Taulre   pôle,   a*-*  a  la  niême    valeur  — ;  si   donc 

ma' = — I         ou         m=  —  A, 

l'expression  (12)  sera  holomorphe  dans  le  voisinage  de  s  =  a,  el 
admettra  a  comme  racine  simple. 

Il  résulte  du  calcul  précédent  que  Ton  doit  prendre 

m= — A,         p  = 


La  fonction 


G(2)  =  e 

est  une  fonction  entière;  elle  a  pour  racines  simples  tous  tes 
pôles  de  u  et  n'en  a  pas  d'autres. 

Si,  maintenant,  nous  considérons  le  produit 

nous  voyons  que  ce  sera  une  fonction  entirre  G,(:j),  puisque  les 
pôles  de  X(z)  sont  racines  de  (i(:;).  I3e  plus,  G(v)  el  G,  (3)  nom 
pas  de  racines  communes,  G^c)  nayanl  d'autres  racines  que  les 
pôles  de  \{z). 
Nous  avons  donc 

.  G ,  (  ^  ) 

G(cj 

13.   Les    fonctions    entières   G   et   Gi    joiiis>enl    do    propriétés 
remarquables.  D'après  la  délinition  même  de  G(3),  on  a 


G(;;)         r\       , 
(^T)   =1     Onu-- pu  ^ 
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Nous  avons  donc 

G'{z-hoi)       G'(z) 


G{£-^W) 


"il^^T       (/«"^^Z^")^^. 


Or  le  second  membre  ne  dépend  pas  de  z,  puisque  mu^-\-pu 
admet  to  comme  période,  et  que  d'ailleurs  les  résidus  relatifs  aux 
pôles  de  cette  dernière  fonction  sont  nuls.  En  désignant  par  jx  la 
valeur  constante  du  second  membre,  nous  aurons  donc  en  inté- 
grant 

(i3)  G(s-h  w)  =  elA--^vG(;5), 

V  étant,  comme  |jl,  une  constante. 

On  aura  de  la  même  manière  l'identité 

(i4)  G{z  -+■  w')  =  e!*'--+-^  0{z), 

jx'  et  v'  élant  encore  des  constantes. 

Les  identités  (i3)  et  (14)  expriment  une  propriété  fondamen- 
tale de  la  fonction  G{z).  Nous  sommes  donc  ainsi  conduits  à  ces 
fonctions  entières  que  Briot  et  Bouquet  (*)  appellent  yb^c/£0/i5 
intermédiaires,  et  dont  l'étude  a  été  faite  par  M.  Hermite  dans 
ses  lettres  à  Jacobi  en  i844-  La  fonction  Gi{z)  satisfait  évidem- 
ment aux  mêmes  relations. 

14.  Arrêlons-nous  sur  la  forme  canonique,  qu'ont  rendue 
célèbre  les  travaux  d'Abel  et  de  Jacobi;  l'équation  différentielle 
se  réduit  dans  ce  cas  à 


{^y=('-''')^'-^''^')' 


La  fonction  u  est  complètement  définie  par  la  condition  que,  pour 

2  =  0, 

du 

Nous  désignerons,  suivant  l'usage,  par 

u  =  sn-5, 


(  '  )  Briot  et  Bouquet,  Théorie  des  /onctions  ettiptiques,  p.  236. 
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cette  fonction  elliptique,  sn^  étant  l'abréviation  de  sinam^.  Cette 
fonction  est  impaire,  c'est-à-dire  que  sn( — ^)  ^  —  sn2,  puisque 
rintégrale  elliptique  donnant  z  en  fonction  de  u  change  de  signe 
quand  on  change  u  en  —  u. 

Si  l'on  se  rappelle  les  résultats  obtenus  (Chap.  VIII,  p.  233), 
on  voit  de  suite  que  les  périodes  sont  ici 

en  adoptant  les  notations  précédemment  employées.  Les  pôles  de 

sn^  sont  (loc*  cit.) 

iK'    et     iK-hiK\ 

et  toutes  les  valeurs  qui  s'en  déduisent  par  addition  de  multiples 
de  périodes.  De  plus,  du  changement  de  variable  eflectué 
(Chap.  VIII,  p.  233),  on  conclut 

su  (  ^  H-  i  K'  )  =  -, 

Xsn-3 

Cherchons,  à  l'aide  de  cette  formule,  la  valeur  du  résidu    de 
snz  correspondant  au  pôle  iK'.  Nous  devons  obtenir  la  limite  du 

produit 

(;;  —  tK')sn5, 

pour  z  =  i  K',  ou,  en  posant  ^  ^  e  R'-h  e,  la  valeur  du  produit 

£  sn(  tK'-4-  £  ), 

pour  e  =  0.  Or  ce  produit  peut  s'écrire 

e 

k  >n  £ 

dont  la  limite  est    manifestemenl   y,   puisque   (^   ,~]    ^=  i .    Le 

A'  '  \     ffz     /i, 

résidu  correspondant  au  pôle  iK  -h  îK'  est  —  y 

A' 

15.   Que  devient,  dans  le  cas  particulier  que  nous  examinons^ 
la  fonction  G{z)  du  Ji;  13?  On  a  alors,  eu  prenant  z^^=  o, 

G/      .  *    0  •    u 
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Cette  fonction  entière  a  été  d'abord  considérée  par  M.  Weier- 
strass  {Journal  de  Crelle,  i856)  qui  la  désigne  par  Al{z)  (*). 
Cette  fonction,  étant  une  fonction  entière,  peut  être  développée  en 
une  série  toujours  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances 
de  z.  Les  coefficients  de  ce  développement  peuvent  se  calculer 
facilement  de  proche  en  proche,  en  se  servant  de  l'équation  difié- 
rentielle  qui  définit  snz.  On  reconnaît  ainsi  immédiatement  que 
les  coefficients  des  diverses  puissances  de  z  sont  des  polynômes 
en  k.  Ce  développement  est  convergent  pour  toute  valeur  de  z  et 
pour  toute  valeur  de  k.  Si  Ton  pose  G|  {z)  =  A/|  (2),  le  dévelop- 
pement de  KU{z)  jouira  de  la  même  propriété  que  le  développe- 
ment de  Al{z). 

16.   Terminons  en  indiquant  un  système  remarquable  de  deux 
équations  différentielles  auxquelles  satisfont  Al(z)  et  Alt{z), 
Soit 

et  posons,  pour  abréger, 

U  =  A/(^),        V  =  A/,(«). 

Nous  allons  former  deux  équations  auxquelles  satisfont  ces  fonc- 
tions. La  fonction  u  satisfait  aux  deux  équations 

la  seconde  n'étant  autre  que  la  première  équation  dérivée.  Dans 

ces  équations,  substituons 

U 

on  a  ainsi 


(  *  ;  Bkiot  et  Bouquet,  Théorie  des  /onctions  elliptiques,  p.  465. 
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De  ces  deux  équations,  on  tire  de  suite,  en  remplaçant  dans  la 
seconde  le  produit  -j-  -^  tiré  de  la  première, 

-["^*v.-(S)']  =  „.[vS-*-u.-(S)']- 

Les  fonctions  U  et  V  étant  premières  entre  elles  (c'est-à^îre 
n'ayant  pas  de  racine  commune),  on  déduit  de  là 

V3j-*'"'-(S)*='"<"V. 

P(5)  étant  une  fonction  entière. 

Or,  en  désignant  par  (o  et  co'  les  périodes  de  sn^,  nous  savons 
que  les  fonctions  U  et  V  se  reproduisent  multipliées  par  des 
exponentielles  de  la  forme  el«*+^  et  ei*'*+^'  quand  on  change  s  en 
Z"\-tù  ti  z-\-iù'.  Dans  ces  conditions  le  quotient 

— Di —  ^"  sU; 

sera  une  fonction  doublement  périodique.  On  en  conclut  que  la 
fonction  P(«)  est  une  fonction  doublement  périodique  entière 
et  y  par  suite,  une  constante. 

La  valeur  de  cette  constante  est  facile  à  calculer;  il  suffit  de 
faire  5  =  0,  dans  la  seconde  équation.  Or,  puisque 

=  e  .  L  =  V  sn5. 


on  a,  pour  5  =  0, 


V  I.       d\       di\ 


par  conséqueni  P(s)  =  o.  Les  deux  équations  cherchées  sonl  donc 
^d*\       ,,,,,      /rfV    » 
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Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  les  fonctions  elliptiques. 
Nous  n'avons  pas  voulu  en  ce  moment  faire  leur  étude,  mais  pré- 
senter simplement  quelques  applications  des  théorèmes  généraux 
de  la  théorie  des  fonctions.  Après  avoir  étudié  les  fonctions  algé- 
briques, nous  reviendrons  plus  longuement  sur  les  fonctions 
doublement  périodiques. 
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CHAPITRE  XIII. 

GÉNÉRALITÉS  SUR  LES  PONCTIONS  ALGÉBRIQUES  D'UNE 
VARIABLE.  -  THÉORÈME  DE  M.  NŒTHER.  -  SURFACES 
DE  RIEMANN. 


I.  —  Définition  des  fonctions  algébriques;  développement 
dans  le  voisinage  d'un  point. 

1.  Nous  avons  déjà  considéré,  dans  un  cas  très  particulier,  une 
fonction  algébrique  :  c'est  le  cas  (Cliap.  V)  où  la  relation  entre  u 
et  z  esl  de  la  forme 

M*  =  Riz). 

R  étant  un  polynôme  en  z.  Il  esl  indispensable  que  nous  appro- 
fondissions l'étude  générale  des  fonctions  algébriques. 
Parlons  donc  de  la  relation 

(l)  f(U,Z)  =  0, 

/  élant  un  polvnome  en  u  et  z  irréductible,  c'esl-à-dire  ne  pouvant 
être  décomposé  en  un  produit  de  polynômes  de  degré  moindre. 
Le  polynôme  est  supposé  de  degré  m  en  u  pour  une  valeur  arbi- 
traire de  5.  Pour  une  telle  valeur  de  z,  nous  avons  donc  m  valeurs 
distinctes  de  u;  d'après  le  théorème  général  sur  la  décom- 
position en  facteurs  des  fonctions  de  plusieurs  variables  (C.hap.  IX, 
§  9),  il  existera  m  développements  holomorphes  dans  le  voisi- 
nage de  5o  et  se  réduisant  respectivement  pour  z  =  Zq  aux  m  ra- 
cines de  l'équation  /{u,  Zo)  =  o.  Si  donc  on  part  en  Zq  avec  une 
des  racines  Uq  de  cette  équation,  on  pourra  suivre  de  proche  en 
proche  la  racine  choisie,  pourvu  que  le  chemin  ne  passe  pas  par 
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un  point  où  plusieurs  racines  de  (i)  deviennent  égales,  c'est-à-dire 
par  un  point  critique. 

Le  cas  où  une  racine  et  une  seule  deviendrait  infinie  ne  présente 

aucune  difficulté;    on   pose  dans  l'équation  (i)  // =  -et  l'on  a 

Téqualion 

F(r,;;)  =  o; 

ceJte  équation  a  alors  une  racine  nulle  simple. 

On  peut  remarquer  que  dans  toute  portion  du  plan  ne  contenant 
aucun  de  ces  points  cri  tiques,  le  prolongement  analytique  de  la 
fonction  (ou  de  son  inverse,  si  u  devient  infinie)  se  fait  toujours 
à  l'aide  d'un  cercle  dont  le  rayon  ne  descend  pas  au-dessous  d'un 
certain  minimum,  et  nous  concluons  de  là  que.  une  fois  choisie  la 
racine  en  un  point  5o  de  l'aire  limitée  par  un  contour  simple  ne 
comprenant  à  son  intérieur  aucun  point  critique,  l'équation  (i) 
définit  une  fonction  uniforme  dans  cette  aire. 

2.  Nous  avons  jusqu'ici  laissé  de  côté  les  points  critiques. 
D'après  un  théorème  déjà  établi  (Chap.  IX,  §7),  nous  savons  que, 
si  cette  équation  a,  pour  :;  ==  a,  /i  racines  égales  à  P,  elle  aura, 
pour  z  voisin  de  a,  n  racines  et/?  seulement  voisines  de  p.  Soient, 
en  Zs  voisin  de  a, 

{'>.)  l/i,      Mj,       ...,      Un 

ces  n  valeurs.  Si  nous  partons  de  z^  avec  la  détermination  w<  et 
que  z  tournant  autour  de  a  revienne  en  S|,  w,  qui  n'a  pu  varier 
que  très  peu,  sera  resté  voisin  de  p  et  &e  retrouvera  alors  en  z^  avec 
une  des  déterminations  (2).  Si  l'on  retrouve  M|,  la  racine  consi- 
dérée sera  holomorphe  dans  le  voisinage  de  a.  Soit,  dans  l'hypo- 
thèse contraire,  u^  la  détermination  trouvée;  en  tournant  une 
nouvelle  fois  on  obtiendra,  soit  W|,  soit  une  des  autres  détermi- 
nations «3,  .  .  . ,  Un-  Dans  le  premier  cas,  on  aura  deux  racines  U\ 
et  u*  se  permutant  autour  de  a;  dans  le  second,  on  continuera  de 
la  même  manière,  et  finalement  on  arrivera  à  n'  racines 

ux,     Ut,      ...,     Un-         (n'in) 
se  pernuilant  circulairenient  autour  de  a.  On  dit  que  ces /i' racines. 
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qui  pour  ;;  =  a  prennent  loules  la  valeur  3,  forment  un  système 

circulaire.  Si  Ton  pose 

^  -  a  =  z''\ 

la  fonction  u  considérée  comme  fonction  de  z'  sera  holomorphe 
dans  le  voisinage  de  3' =  o,  puisque  ;;  l'ait  n'  tours  autour  de  a, 
quand  z'  fait  un  tour  autour  de  l'origine. 
L'équation 

/(w,  an-^'"')  =  0 

aura  donc  une  racine  ln)lomorphe  autour  de  l'origine,  et,  prenant 
pour  5'=  o  la  valeur  ^3,  on  peut  la  développer  en  une  série 
entière 

Si  maintenant  nous  revenons  à  la  variable  c,  nous  aurons  le  déve- 
loppement 

I                       î 
(3)  ,t  =  3^_  A(3  — a)«H-  B(-3  —  aK-H 

\^ 
Aux  n!  déterminations  de  (5  —  %)"'  correspondent  /i'  valeurs  de  u  : 
ce  sont  les  n!  racines  qui  se  permutent  circnlairement. 
Nous  arrivons  donc  à  cette  conclusion  : 

Les  racines  qui  pour  z  =  7.  devienm'nt  r<^ales  à  f>  forment 
un  ou  plusieurs  systèmes  circulaires,  et  les  racines  d^un  même 
système  circulaire  sont,  dans  le  \'oisinage  de  a,  représentées 
par  un  développement  de  la  forme  (3). 

3.  Le  résultat  précédent  pourrait  suriirt»  pour  la  théorie  générale 
des  fonctions  algébricpies  et  de  leurs  intégrales,  mais,  au  point  de 
vue  pratique,  on  doit  se  demander  comment  on  pourra  obtenir  les 
divers  systèmes  circulaires  et  les  nombres  //'  correspondants. 
(]ette  élude  a  fait  l'objet  d'un  Mémoirt^  classi(|uc  de  Puiseux(M. 

Nous   pouvons  supposer  a  =  3  =  o,  et  nous  partons   donc  de 


(^)  PuisKCx,  Memoiie  sur  trs  fonrfinns  nli^ébritfurs  {Journal  de  Mathéma- 
tiques   t.  \\  ;   iS.')o  ). 
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l'équalion 

en  admettant  que,  pour  5  =  0,  l'équalion  ait  n  racines  nulles. 

Pour  z  très  petit,  l'équation  aura  n  racines  elles-mêmes  très 
petites;  ce  sont  ces  racines  que  nous  devons  étudier. 

Soit  u  une  de  ces  racines  :  pour  une  valeur  infiniment  petite 
de  3,  tous  les  termes  du  premier  membre  de  (E)  sont  infiniment 
petits.  Nous  allons  nous  laisser  guider  par  cette  idée  que  u  doit 
être  par  rapport  à  z  d'un  ordre  infinitésimal  déterminé.  On  aura 
alors  deux  termes  au  moins  du  même  ordre  infinitésimal,  soient 

kz^u^    et    A'5«'mP'. 
De  ce  que  la  limite  de 

est  une  quantité  finie  différente  de  zéro,  on  conclut  que  u  est  de 
Tordre  de  z^^  a  étant  un  nombre  commensurable,  nécessairement 
d'ailleurs  positif. 

Si  l'on  connaissait  la  valeur  de  [x  correspondant  à  une  certaine 
racine,  on  ferait  dans  l'équation  (E)  la  substitution 

u  =  tzV-, 

et  l'on  aurait,  pour  5  =  0,  une  certaine  équation  en  t.  Les  racines 
de  cette  équation  en  ^,  finies  et  différentes  de  zéro,  donneraient 
les  racines  de  l'équation  (E)  d'ordre  [x  :  il  faut  donc  trouver  [x. 

Soit 


f{u,z)=z^AoL,^z<^u?. 


Si  u  est  de  degré  u  par  rapport  à  5,  le  terme  général  sera  d'ordre 
infinitésimal 

a  -4-  p.u. 

On  aura  toutes  les  valeurs  possibles  de  [x  en  égalant  a  -h  P|Jl  à  une 
aulro  expression  analogue  a'-f-  p'ix,  mais  toutes  les  combinaisons 
ne  sont  pas  acceptables.  La  valeur  de  jx  donnée  par  l'égalité  pré- 
cédente doit  être  telle  que,  après  avoir  remplacé  u  par  tz^  dans 
ré(| nation,  les  autres  termes  soient  d'ordre  au  moins  égal  à  a  -h  p|x. 
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Pour  trouver  les  valeurs  de  jjl,  on  procède  de  la  manière  sui- 
vante. Soit  jjL  une  valeur  convenable  donnée  par 

(JL  représente  Tinverse  du  coefficient  angulaire  changé  de  signe  de 
la  droite  joignant  les  deux  points  A  et  A'  de  coordonnées  (a,  |3)el 
(a',  P')  rapportés  à  des  axes  rectangulaires  Oa  et  Op.  De  plus 
a-h^jx  représente  l'abscisse  à  l'origine  de  cette  droite;  pour 
tout  autre  terme  correspondant  à 


on  doit  avoir 


a'+P>>a^?ji, 


d'où  l'on  conclut  que  le  point  (a",  ^")  doit  être  sur  la  droite  AA' 
ou  au-dessus  (dans  le  sens  des  ^  positifs). 

On  est  ainsi  conduit  à  la  règle  suivante  :  figurons  tous  les  sys- 
tèmes d'exposants  (a,  p)  par  des  points  rapportés  à  deux  axes 
Oa  et  op.  Il  y  aura  un  point  au  moins  sur  Oa  :  soit  P  le  point  le 
plus  rapproché  de  l'origine  {Jig-  36).  Autour  du  point  P,  on  fait 
tourner  OP  de  gauche  à  droite,  jusqu'à  ce  qu'on  rencontre  un  ou 

Fig.  36. 


plusieurs  sommets;  soit  A  le  dernier  de  ces  sommets.  Faisons 
tourner  ensuite  la  droite  PA,  toujours  dans  le  même  sens,  jusqu'à 
ce  qu'elle  rencontre  un  ou  plusieurs  autres  points;  soit  A'  le 
dernier  de  ceux-ci.  On  fait  tourner  ensuite  la  droite  AA'  autour 
de  A',  et  Ton  continue  ainsi  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  Taxe  O  (ï  ; 
sur  cet  axe,  le  point  p  =  /i  est  le  plus  voisin  de  Tori^iine. 
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Soil  donc  un  côté  quelconque  AA'  dont  le  coeiricient  angulaire 
est ,  et  désignons  par 

les  termes  correspondant  à  ce  côté.  On  remplace  u  par  tz^  et  Ton 
a,  après  suppression  du  facteur  z^'^^v-^ 

(4)  Af[i-4-...-H  A'<?' -h  ^'*  (..•)  =  o         (/i>  o). 

Pour  5  =:  o,  nous  avons  Téquation  en  ^,  qui  a  ^' —  ^  racines  diffé- 
rentes de  zéro, 

Au  coté  AA'  correspondent  donc  ^' —  ^  racines  de  degré  infi- 
nitésimal u.  En  faisant  la  somme 


2(?'-p)' 


on  retrouve  manifestement  /i;  donc  toutes  les  racines  sont  ainsi 
trouvées. 

4.   Avant  d'aller  plus  loin,  faisons  d'abord  une  remarque  impor- 
tante sur  Téquation  (4). 

Soit  [J^  =  -  (la  fraction  -  étant  irréductible),  on  a 

a  —  a'  _  p 

Il  résulte  de  là  que  ^' — ^  est  un  multiple  de  y;  d'une  manière 
plus  générale,  et  pour  la  même  raison,  si  nous  avons  dans  Téqua- 
lion  le  terme 

l'exposant  |i" —  ji  sera  un  multiple  de  q.  Donc  Inéquation  (o)  est 
une  équation  en  t^ , 

Revenons  maintenant  à  Téquation  (4);  en  y  posant 

elle  devient 
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Â  étant  entier  et  positif  et  ;:'  ne  figurant  qu^à  des  puissances 
entit'Tes  et  positives. 

Si  i|  est  une  racine  simple  de  l'é(|uatîon  (5),  la  racine  t  de 
l'équation  ^6).  devenant  égale  à  t^  pour  z' -=  o,  sera  une  fonction 
holomorphe  de  z'  dans  le  voisinage  de  -g'=  (».  Soil 

et  Ton  aura  pour  u  le  développement 

/  L  !  \    r 

(7)  u  =  \ti-^az'f-^bz'f-h...l  z'L 

Or  ce  développement  a  q  déterminations.  On  voit  de  suite  qu'il 
donne  à  la  fois  les  valeurs  de  u  qui  correspondent  aux  racines 

ti.     fi tç 

de  Péquation  (5)  dont  la  puissance  y»'"»*^  est  la  même.  En  effet, 
les  q  déterminations  du  développement  (7),  quand  z  tourne  autour 
de  Torigine,  ne  cessent  d'être  racines  de  Téquation  initiale,  et 
elles  ont  précisément  pour  parties  principales 

r  r  r 

t,z^,     t^z'i,      ....     /,,5V. 

Ainsi  les  q  valeurs  de  m,  correspondant  à  q  racines  simples  de 
Téquation  (5)  ayant  même  puissance  çr**"',  forment  un  système 
circulaire  représenté  parle  dineloppemenl  (7),  et  la  séparation  de 
ces  racines  est  effectuée. 

o.  .Nous  devons  maintenant  examiner  le  cas  (ie>  racines  mul- 
tiples de  l'équalion  (^.*) ). 

Si  /i  est  une  racine  inullipir  d'ordre  r  de  celle  équation,  011 
aura  évidemment 

///•  _.  n. 

Posons  dans  I  «'ijualion  (E) 

-3  =  Z'/ 

u  =  t^z'r  ^  t  . 

Au  lieu  de  ré(|ualion  entre  u  el  z,  on  aura  une  t'cpialion  entre  /' 
et  z\  Celte  équalion  aura,  pour  z  =  o,  /■  racines  milles  pour  les- 
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quelles  l'exposant  correspondant  est  supérieur  à  /?,  puisque,  pour 
/'  racines  u,  la  partie  principale  est  /|  z'p.  Soit  donc 

Ja  fraction  ^  jouant  le  même  rôle  que  la  fraction  —  dans  le  para- 

graphe  précédent.  Si  Téquation  en  6,  analogue  à  Téquation  (5) 
en  t,  n'a  que  des  racines  simples,  la  séparation  sera  terminée. 
Supposons  qu'elle  ait  une  racine  multiple  d'ordre  r\  on  aura 

r  ç  ^  r 
et,  par  suile, 

q  et  q^  sont  au  moins  égaux  à  un.  On  continuera  ainsi  tant  que 
les  équations  analogues  à  l'équation  (5)  auront  des  racines  mul- 
tiples. Je  dis  qu'il  finira  par  arriver  un  moment  où  cette  équation 
n'aura  que  des  racines  simples.  Plaçons-nous  en  effet  dans  l'hy- 
pothèse contraire.  On  aurait  toujours  alors,  à  partir  d'un  certain 
moment,  des  racines  d'un  même  degré  de  multiplicité,  et  les 
nombres  q  seraient  tous  égaux  à  l'unité,  condition  indispensable 
pour  que  l'inégalité  ci-dessus  écrite  soit  vérifiée.  Désignons  par 

F(z',  t')  =  o 

la  première  équation  à  ])arïir  de  laquelle  cette  circonstance  se  pré- 
senterait. Il  y  aurait  des  racines  t'  de  cette  équation  que  la  méthode 
ne  permettrait  pas  de  séparer;  en  effet,  une  même  suite  de  poly- 
nômes en  :;',  de  degrés  indéfiniment  croissants,  représenterait  la 
partie  principale  de  ces  racines.  Mais  ceci  est  impossible,  car 
l'ordre  infinitésimal  de  la  différence  de  deux  racines  infiniment 
petites  est  nécessairement  un  nombre  fini,  comme  le  montre 
immédiatement  la  considération  du  dernier  terme  de  l'équation 
aux  carrés  des  différences  des  racines;  ce  dernier  terme  est  d'un 
ordre  infinitésimal  déterminé  et  la  différence  de  deux  racines  est 
au  plus  d'un  ordre  moitié  moindre  que  celui-là.  Nous  sommes 
donc  assuré  que  les  racines  se  trouveront  à  la  fin  séparées,  et  elles 
se  trouveront  divisées  en  svstémes  circulaires,  comme  nous  l'avions 
prévu  a  priori  au  §  2. 
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().  Donnons  quelques  exemples  de  la  théorie  précédente.  Sup- 
posons qu'il  y  ait  dans  Féquation  un  terme  en  :;;  soit 

Xz-h  A'm«-^.  .  .=  o. 

Le  poljgone  se  composera  dans  ce  cas  d'une  seule  droite  joignant 
le  point  a=i,  ^  =  0  au  point  a  =  o,  p  =  n.  On  aura,  pour 
déterminer  jjl, 

i  =  n[i. 

L'équation  en  t  sera  donc 

A  -h  \'t"  =  o; 

il  y  aura  un  seul  système  circulaire  de  racines. 

Sans  nous  arrêter  au  cas  du  point  double  à  tangentes  distinctes, 
prenons  de  suite  le  cas  d'un  point  double  à  tangentes  confondues, 
et  soit  y=o  celte  tangente.  L'équation  sera  de  la  forme 

u  =  M* -H  bz'i-\-  auz/'-^ 

en  écrivant  le  terme  qui  renferme  z  seul  et  celui  qui  con lient  a  à 
la  première  puissance. 

Si  2/>  <  y,  la  ligne  polygonale  aura  deux  côtés.  Pour  le  pre- 
mier, 

q  =  p  -i-  [i        ou         K  =  7 — P' 
Pour  le  second, 

/?  -h   fl  =   "2  fl  OU  [JL  =  p. 

Les  deux  développements  sont  dislincls  et  procèdent  suivant  les 
puissances  entières  de  x.  En  langage  géomélrl(|ue,  on  a  là  un 
contact  de  deux  branches. 

Si  ip^q^  il  n'y  aura  qu'un  côté,  et  alors 

q  =  l^  ntl  ji  =    ^  . 

On  pose  u  =  /w',  et  Téquation  en  t  est 

(i-h  h  =  o. 

Suivant  la  parité  de  y,  les  deux  racines  loiineronl  nn  système 
circulaire  ou  auront  deux  développenienls  distincts. 

Prenons  enfin  le  cas  où   'ip  ^^  q.  W  n'v  a  alors  qu'un  seul  coté 
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dans  la  ligne  polygonale,  et  I^on  a 

11  =  p. 
Uéquallon  en  l  devient 

t^-^  at-{-ù  =  o. 

Si  les  racines  sont  distinctes,  nous  avons  un  contact  de  deux 
branches.  Si  les  deux  racines  sont  égales,  nous  nous  trouvons 
dans  le  cas  où  l'équation  (E)  a  une  racine  multiple  :  soit  donc 

b=z  -y  Nous  devons  poser,  d'après  la  théorie  générale. 


a 

H  =—  -  ZP-'rt  ^ 

Cl  il  vient 

en  supposant  qu'il  y  ait  dans  Téquation  un  terme  en  z-P'^K  Les 
termes  qui  renfermeront  l*  au  premier  degré  contiendront  au 
moins  zP^^ ,  Nous  eflectuerons  donc  certainement  la  séparation 
cherchée  (dans  Thypothèse  c^^o)  en  posant 

t'=z    «    0. 

Le  cas  jt  ^=i  correspond  au  cas  classique  du  rebroussement  de 
seconde  espèce. 

7.  Arrêtons-nous  un  moment  sur  les  systèmes  circulaires  en 
lesquels  se  trouvent  partagées  les  différentes  racines  dont  nous 
venons  de  faire  l'étude.  Le  développement  peut  s'écrire 

a  g  4-1 

a  est  ici  un  entier  au  moins  égal  à  l'unité,  et  si,  comme  nous  le 
supposons,  ce  développement  correspond  à  n  racines,  il  ne  pourra 
y  avoir  réduction  avec  un  dénominateur  commun  moindre  que  n 
dans  tous  les  exposants  des  diverses  puissances  de  z.  Au  lieu  du 
développement  précédent,  nous  pouvons  écrire 

z  =  t'\ 
P.  —  II.  26 
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le  premier  coefûcient  â,  il  est  essentiel  de  le  rappeler,  n^étant 
pas  nul.   Si  a  est  supérieur  à  /i,  nous  dirons  que   le  cycle  est 
d'ordre  /i;  au  contraire,  si  a  est  inférieur  à  n,  nous  dirons  qu'il 
est  d'ordre  a.  On  voit  que,  si  l'on  fait  sur  a  et  z  un  changement 
de  variables  linéaire,  honiogène  et  d'ailleurs  arbitraire,  les  déve- 
loppements des  nouvelles  variables  (que  nous  continuerons  à  ap- 
peler u  et  z)  auront  leur  développement  suivant  les   puissances 
de  t  commençant  par  un  terme  en  r^,  N  étant  l'ordre  du  cjcie.  Ce 
nombre  N  est  donc  le  véritable  élément  à  considérer  au  point  de 
vue  du  cycle  en  lui-même,  indépendant  du  choix  des  variables  ou 
du  système  de  coordonnées.  Les  cycles  d'ordre  un  sont  particu- 
lièrement simples  :  dans  ce  cas,  en  prenant  convenablement  Tune 
des  variables,  on  est  assuré  que  la  seconde  variable  s'exprime  par 
une  fonction  holomorphc  de  la   première  dans  le  voisinage   de 
l'origine;  pour  un  point  simple  d'une  courbe,  le  cycle  correspon- 
dant à  la  branche  qui  y  passe  est  manifestement  d'ordre  un.  Fai- 
sons  seulement   encore    la   remarque    évidente,    d'après    ce   qui 
précède,  que  si,  pour  un  cycle,  on  a  les  deux  développements 

-3  =  A  ^'*  -f-  . . . , 
u  =  A'^«-i-..., 

A  et  A'  n'étant  pas  nuls  tous  deux,  le  cycle  sera  au  plus 
d'ordre  /*(•). 

8.  Nous  venons  d'étudier  la  fonction  algébrique  u  de  z  dans  le 
voisinage  d'une  valeur  particulière  de  z.  H  nous  faut  maintenant 
considérer  la  fonction  algébri((ue  dans  tout  le  plan.  Nous  allons 
faire  voir  que  si  l'équation 

de  degré  m  en  w,  est  irréductible,  on  peut,  en  partant  toujours  du 
point  Zq  avec  une  certaine  détermination  Uq  et  en  suivant  un  che- 
min convenable,  obtenir  en  un  point  arbitraire  z  une  quel- 
conque des  racines  de  l'équation  précédente.  En  d'autres  termes, 


(')  Pour  une  étude  approfondie  des  cycles,  très  inlércssanle  au  point  de  vue 
géométrique,  nnais  dont  nous  n'aurons  poinl  à  faire  usage,  voir  \ Etude  sur  les 
points  singutiers  des  courbes  planes,  par  Halphen,  insérée  à  la  suite  de  la  Géo^ 
métrie  plane  de  M.  Salmon. 
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la  fonction  (léGnie  par  T équation  précédente  admet  m  valeurs  en 
chaque  point  et,  par  suite,  l'équation  définit  une  seule  fonction 
dont  les  m  déterminations  peuvent  s'échanger  en  variant  le  che- 
min suivi. 

La  démonstration  de  ce  théorème  important  va  résulter  de  suite 
des  propositions  générales  établies  précédemment  sur  les  fonc- 
tions uniformes.  Si  la  fonction  avait  seulement  un  nombre 
p{p  <C  ni)  de  déterminations,  toute  fonction  entière  et  symétrique 
de  ces  p  déterminations  serait  une  fonction  de  z  uniforme  dans 
tout  le  plan  et  n'ayant  d'autres  points  singuliers  que  des  pôles 
(Tinfini  compris);  elle  serait  donc  une  fonction  rationnelle  de  z 
(p.  128).  Les/>  déterminations  satisferaient  donc  à  une  équation 

0(M,  ^)  =  0, 

où  '^  est  un  polynôme  en  u  et  z,  de  degré />  en  w,  et,  par  suite,  le 
polynôme  /ne  serait  pas  irréductible. 

9.  Faisons  une  dernière  remarque  sur  les  points  à  l'infini.  On 
peut  toujours,  en  faisant  une  transformation  homographique  con- 
venable, supposer  que,  dans  la  courbe  algébrique 

f{z,  u)  =  o, 

les  m  directions  asymptotiques  sont  distinctes  et  qu'aucune  d'elles 
n'est  parallèle  à  l'axe  des  u.  Ceci  revient  à  dire  que  l'équation 

OÙ  'f,n  est  Tensemble  des  termes  homogènes  de  degré  /w,  repré- 
sente m  droites  distinctes,  aucune  d'elles  ne  coïncidant  avec  l'axe 
des  u.  Si  alors  ^i,  /^j  •  •  •>  ^m  désignent  les  m  racines  de 

?/n(l,  t)  =  0, 

on  aura  pour  les  m  valeurs  de  u  les  développements  suivants 

ui    =/j5   4-ai  -h  ^    -h..., 


U,n  =  t,nZ-ha,n-^  ^ 


valables  pour  |  z  \  suffisamment  grand. 
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J'ajoute  encore  que,  dans  la  suite,  il  nous  arrivera  constam- 
ment d^employer  tantôt  un  langage  géométrique  et  de  parler  de 
courbe  algébrique,  tantôt,  au  contraire,  de  parler  de  la  fonction  u 
de  la  variable  complexe  z*  Il  iï*y  a  aucun  inconvénient  à  le  faire  : 
les  expressions  géométriques  de  courbe,  de  points,  d'axes  Oz 
et  0«  pourraient  toujours  être  remplacées  par  un  langage  analy- 
tique, mais  qui  serait  quelquefois  plus  long  et  rendrait  moins 
intuitifs  les  énoncés. 

II.  —  Théorème  de  M.  Nôther. 

10.  On  vient  de  voir  que  les  singularités  d'une  fonction  ou 
d'une  courbe  algébrique  peuvent  être  très  compliquées.  M.  Nô- 
ther a  démontré  une  proposition  extrêmement  importante  sur  la 
réduction  des  singularités.  L'objet  de  ce  théorème  esl  de  faire  voir 
qu'on  ne  diminue  pas  la  généralité  de  la  théorie  des  fonctions 
algébriques  en  se  bornant  aux  courbes  n'ayant  d*aulres  points  sin- 
guliers que  des  points  multiples  à  tangentes  distinctes  (•). 

Soit/(x,  jk)  =  o  une  courbe  algébrique  de  degré  m,  dont  l'ori- 
gine sera  supposée  un  point  nuilliple  d'ordre  /?,  c'est-à-dire  à 
n  tangentes.  On  peut  mettre  cette  équation  sous  la  forme 

(E)  ?/»(^,  y)^  ?/i-+-x(^,  y)  -+-. .  .-^  ?/«(^',  r  )  =  o, 

et  admettre  que  les  axes  des  x  et  des  y  ne  rencontrent  la  courbe 
qu'en  des  points  simples  en  dehors  de  Torigine,  que  les  tangentes 
à  Torigine  ne  coïncident  pas  avec  les  axes,  et  enfin  que  les  direc- 
tions asjmptotiques  sont  distinctes  et  dillerentcs  des  axes. 

Cela  posé,  effectuons  la  transformation^  r=  '-.  A  la  courbe  (E) 

va  correspondre  point  par  point  la  courbe  (E'),  de  degré  mi  —  n, 

F(Y,x):.=  Y'«-«cp«(Y.  i) 


..^,.Y"'-"-/-(5„H.).(V,  I  )-:-... 4-./""     "?,;,(  Y,  I)  ^  O. 


('  )  Le  Mémoire  de  M.  Nother  se  trouve  dans  le  Tome  I\  des  Mathemalischf  An- 
nalcn»  M.  Halphen  esl  revenu  à  plusieurs  reprises  sur  le  théorcnie  de  M.  Nulher; 
on  pourra  consulter  à  ce  sujet  son  Étude  déjà  citée  sur  les  points  singuliers 
des  courbes  algébriques  planes,  qui  forme  un  Appendice  au  Traité  des  courbes 
planes  de  G.  Salmon,  et  où  l'on  trouvera  toute  une  bibliographie  de  cette  théo- 
rie. La  démonstration  que  je  donn^  ici  m'a  été  communiquée  par  M,  Simart. 
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A  un  point  mulliple  d'ordre  ii!  de  la  courbe  (E),  en  dehors  de 
Taxe  des  x  et  de  Taxe  des  y^  va  correspondre  évidemment  un 
point  mulliple  d'ordre  n'  de  la  courbe  (E'). 

A  la  valeur  x  =  o  sur  la  première  courbe  correspondent  n  va- 
leurs à^y  nulles  et  m  —  /i  autres  distinctes.  A  ces  points  corres- 
pondent, sur  la  seconde  courbe,  d'abord  un  point  multiple  d'ordre 
m  —  //  (x  =  o,  Y  =  o),  à  m  —  n  tangentes  distinctes,  puisque, 
pour:c  =  o,  les  m  —  w  valeurs  correspondantes  de  j^ sont  différentes 
entre  elles  et  différentes  de  zéro-,  et  ensuite  n  points  simples  ou 
multiples  de  l'axe  des  x^  déterminés  par  ©«(Y,  i)  =  o. 

A  la  valeur  ^  =  oo  correspondent  m  valeurs  de  Y  distinctes; 
d'ailleurs,  pour  Y  r=  oo,  les  m  —  n  valeurs  de  x  sont  distinctes. 

Nous  avons  donc  substitué  à  la  courbe  (E)  une  courbe  (E')  qui, 
en  dehors  de  l'axe  des  x^  a  les  points  multiples  de  la  première; 
mais  qui  a,  au  point  :r  =  o,  Y  =  o,  un  point  multiple  d'ordre 
m  —  //,  à  tangentes  distinctes,  et,  sur  l'axe  des  Xi^x  =  o),  n  points 
déterminés  par  ©«(Y,  i)  =  o  qui  pourront  être  distincts  ou  con- 
fondus. 

Supposons  que  l'équation  0/i(Y,  i)  =  o  ait  une  racine  multiple 
Y  =  Y|  à  laquelle  corresponde  un  point  multiple  d'ordre  /i'^/i. 

Par  une  transformation  homographique  arbitraire 

ax-\-by'  Y  — Y   =       <^  ^' -^  ^^'  f 


on  substituera  à  la  courbe  (E')  la  courbe  de  degré  (2  ;n  —  n) 

(  i^m)         T/'i'C^',  y)  -H  ^i'+X'C^'»  /)-+-•••-+-  ?i/n-«(^',  y')  =  o. 

Celte  courbe  satisfait  aux  mêmes  conditions  que  la  courbe  (E), 
et  ses  directions  asymptotiques  sont  distinctes  et  différentes  de 
zéro.  Elle  a,  en  dehors  des  points  déterminés  par  co,i(Y,  i)==o, 
x  =  o,  des  points  multiples  correspondant  aux  points  multiples 
<le  (E),  plus  un  point  multiple  d'ordre  m  —  n  à  tangentes  dis- 
tinctes provenant  du  point  x  =  Oj  Y=:o,  un  autre  point  mul- 
tiple d'ordre  m — n  à  tangentes  distinctes  provenant  du  point 
Y  =  cc^  et  enfin  un  point  mulliple  d'ordre  m  à  tangentes  distinctes 
provenant  du  point  x  =  ce. 

On  fera  sur  la  courbe  (E|)  les  mêmes  transformations  que  sur  la 
courbe  (K),  jusqu'à  ce  qu'on  ait  obtenu  finalement  une  équation, 
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telle  que  ^«(Y,  i)=:  o,  dont  toutes  les  racines  soient  dislincles* 
Uopération  prendra  fin  certainement  ;  car  supposons  qu'on 
ait  constamment  n'=.  n.  La  courbe  (E|),  de  degré  mi  =  am  —  n, 
a  des  points  multiples  correspondant  à  ceux  de  la  courbe  (E), 
plus  deux  points  multiples  d'ordre  (m  —  /i)  à  tangentes  distinctes 
équivalant  à  (m  —  n)  (m  —  n  —  i)  points  doubles,  et  un  point 

multiple  d'ordre  m  à  tangentes  distinctes  équivalant  à  — - — ^^ 

points  doubles. 

La  courbe  (Ea)t  de  degré  m2=  smi  —  /i,  présente,  par  rapport 
à  (E|)^  les  mêmes  différences  que  (Ei)  par  rapport  à  (E). 

Finalement,  en  désignant  par  dk  le  nombre  des  points  doubles 
de  la  courbe  E*,  correspondant  aux  points  multiples  à  tangentes 
distinctes  successivement  introduits,  on  aura 


Or  on  a 


m/ =  îi'(/n  —  n)  -4-  /i  ; 


donc 

A  =  -(/n-/l)*(^-573Yj^-(m  — /i)  -— j —  (aA  — ,)^_A i. 

La  différence  de  ce  nombre  et  du  nombre  maximum  des  points 
doubles,  pour  une  courbe  irréductible  de  degré  m^, 

(/yiA  — i)(/yu  — a) 
'À 
est 

(m  —  /i)*       /              ^^n  —  3        ,/t(/i— i)       (n  —  i)(/i  —  9.) 
—  i i (m  —  n) h  A -^ . 

•2  2  J.  -1 

Cetle    différence    deviendrait    posilive    pour  A*  suffisamment 
grand,  ce  qui  est  impossible  (*);  il  faut  donc  que  n  diminue  jus- 

(')  Nous  admettons  ici  le  théorème  de  Cramer  qu'une  courbe  de  degré  m  irré- 
ductible ne  peut  avoir  plus  de  -^ -^ points  doubles  ou  un  nombre  de 

points  multiples  à  tangentes  distinctes  équivalent  à  ce  nombre  de  points  doubles 
en  regardant  un  point  multiple  d'ordre  k  à  tangentes  dislinrtcs  comme  équivalent 

âi  ~^^ points  doubles.  On   trouvera  des  explications  sur  ro  sujet  dans   le 

dernier  Chapitre  de  ce  volume  relatif  aux  courbes  unicursales. 
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qu'à  deveDÎr  égal  à  Tunilé  {*).  Il  arrivera  donc  un  moment  où  le 
point  multiple,  à  l'origine  de  la  courbe  primitive,  aura  été  rem- 
placé, dans  la  courbe  transformée,  par  des  points  multiples  d'ordre 
moindre,  et  cette  transformation  n'a  introduit  par  ailleurs  que 
des  points  multiples  à  tangentes  distinctes.  On  peut  aller  ainsi  de 
proche  en  proche,  et  ïon  arrive  ainsi  à  une  courbe  qui  n^ a  plus 
que  des  points  multiples  à  tangentes  distinctes, 

U.  Appelons,  d'une  manière  générale,  transformation  hira- 
tionnelle  une  transformation  de  la  forme 

P  et  Q  étant  des  fonctions  rationnelles  en  x  et^^,  et  où  l'on  a 
inversement 

rr=-.Pj(X,  Y), 


(9) 

(7  =  Qi(X,  Y), 

Pi  et  Qi  étant  rationnelles  en  X  et  Y.  Si  la  transformation  (8)  est 
susceptible  de  prendre  la  forme  (9)  pour  tout  point  (a7,y)  du 
plan,  nous  dirons  que  c'est  une  transformation  birationnelle 
de  plan  à  plan  ou  de  Cremona,  Mais  une  autre  circonstance 
pourra  se  présenter;  il  est  possible  que  l'on  ne  puisse  passer 
de  (8)  à  (9)  qu'en  tenant  compte  de  ce  que  le  point  (ar,  y)  se 
trouve  sur  une  certaine  courbe /( 07,^)  =  o.  En  désignant  par' 
F(X,  Y)  =  o  l'équation  de  la  courbe  transformée,  on  dit  que  les 
courbes /et  F  se  correspondent  point  par  point;  mais  cette  cor- 
respondance n'est  pas  établie  par  une  transformation  de  Cremona. 
Ainsi,  la  transformation 

conduit  à  une  transformation  birationnelle  de  courbe  à  courbe, 
pour  toute  courbe  n'ayant  aucun  des  axes  de  coordonnées,  suppo- 
sés rectangulaires,  pour  axes  de  symétrie. 


(>)  On  aurait  pu  arriver  autrement  à  ce  résultat,  en  montrant  que  la  sépara- 
tion des  racines  de  Téquation  primitive  s*annulant  pour  or  =  o  ne  pourrait  jamais 
èirc  ciïccluée  si  n  ne  finissait  par  devenir  égal  à  Tunité,  ce  qui  serait  en  opposi- 
tion avec  les  résultats  de  Puiseux. 
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On  énoncera  de  la  manière  suivante  le  théorème  de  Nother  : 

On  peut  toujours^  par  une  transformation  de  Cremonay 
transformer  une  courbe  algébrique  quelconque  en  une  autre 
n'ayant  que  des  points  multiples  à  tangentes  distinctes, 

12.  Nous  allons  maintenant  faire  un  pas  de  plus,  en  ramenanl 
tous  les  points  multiples  à  être  des  points  doubles,  cela  d'ailleurs 
au  moyen  d\ine  transformation  birationnelle  de  courbe  à 
courbe  et  non  de  plan  à  plan. 

Désignons  par  O,  0|,  .  • . ,  Or  les  différents  points  multiples  à 
tangentes  distinctes  de  notre  courbe  F  représentée  par  Téquation 

Nous  emploierons  une  méthode  indiquée  par  M.  Bertini  ('): 
désignons  par 

les  trois  cubiques  indépendantes  d'un  réseau  déterminé  par  le 
point  O  et  six  points  arbitraires  B,,  Ba,  . . .,  Bo  du  plan.  Nous 
nous  appuyons  sur  ce  résultat  bien  élémentaire  que  sept  points 
pris  arbitrairement  dans  un  plan  déterminent  un  réseau  de  courbes 
du  troisième  degré 

^i"i-+-  ^iUi-\-  X3W3—  o. 

Nous  supposons,  comme  il  est  manifestement  permis,  que,  si 
l'on  envisage  cinq  quelconques  des  poiiils  B,  soient  B,,  B^,  ...,  B^, 
le  sixième  Bo  soit  extérieur  aux  quatre  lieux  géomélriques  sui- 
vants :  L,,  La,  Lsî  L». 

J^appelle  L|  le  lieu  du  neuvième  point,  base  d\in  faisceau  de 
cubiques  dont  les  huit  autres  points  bases  sont  O,  B, ,  . . . ,  B^  et 
deux  j)oints  de  F,  dont  Tun  est  un  point  fixe  (]  pris  arbitrairement 
et  dont  Tautre  C«  est  variable.  Le  lieu  Lo  est  le  lieu  du  neuvième 
point,  base  fl'un    faisceau  de    cubiques  qui   passent  par  O,    B,, 


(ï)  E.  Bertini,  Transforma zione  di  una  cur\a  a/i,^cbrica  in  un'altra  con 
soli  punti  doppi  {Afathematischc  Anna/en.  t.  XfJV).  On  tioiivera  une  autre 
démonstration  du  môme  tlicorème  dans  une  Noie  de  M.  Siiiiart  [  Comptes  rendus, 
8  mai  1893  {Sur  un  théorème  relatif  à  la  tranaformation  des  eourbes  algé- 
briques)]. 
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B2,  . . . ,  B5  et  touchent  Y  en  un  point  variable.  Le  lieu  L3  est 
constitué  par  les  r  cubiques,  dont  chacune  est  décrite  par  le  neu- 
vième point,  base  d'un  faisceau  de  cubiques  passant  par  O,  Bi,  ..., 
B5  et  tangente  en  0/  (/=  1,  2,  . . . ,  r)  à  une  droite  pivotant  autour 
de  0|.  Enfin  le  lieu  L4  est  composé  de  /•  courbes,  dont  chacune 
est  engendrée  par  le  neuvième  point  d'un  faisceau  de  cubiques 
passant  par  O,  B, ,  .  . . ,  B5,  0/  et  par  un  point  variable  de  F. 
Ceci  posé,  faisons  la  transformation 

Avec  cette  transformation,  la  courbe  /  se  Irouve  transformée 
en  une  courbe  F.  A  un  point  arbitraire  (X,  Y)  de  F  correspond 
un  seul  point  de/.  Soit,  en  effet,  (X,  Y)  un  point  arbitraire  de  F, 
les  deux  cubiques  en  (x^y) 

\ui(x,y)  —  ui(x,y)  =  0, 
\ui(x,y)  —  Ui(x,y)  =  o 

ont  un  seul  point  commun  {:x:,  y)  appartenant  à  /  (en  dehors 
de  O),  car  si  les  deux  points  de  rencontre  mobiles  communs  à  ces 
deux  cubiques  étaient  toujours  sur/[(X,  Y)  se  déplaçant  sur  F], 
il  arriverait  en  particulier  à  un  certain  moment  que  l'un  de  ces 
points  serait  C  et  l'autre  un  point  C|,  et  par  suite  il  faudrait 
que  Be  fût  sur  le  lieu  Lj.  Les  deux  courbes / et  F  se  correspon- 
dent  donc  point  par  point, 

La  courbe  F  ne  peut  pas  avoir  de  points  de  rebroussement, 
puisque  Bq  n'est  pas  sur  le  lieu  L2.  Elle  possède  un  certain  nombre 
de  points  doubles  provenant  des  points  {x^y)  cl  {x'^y')  pour 
lesquels  on  a 

i^i(^.y)  __  Ui(x\y)       ^^       U2(x,y)  ^  ut(x\y) 

La  courbe  possédera  aussi  des  singularités  correspondant  à  0|, 
Oo,  .  . .,  Or;  ces  points  seront  de  même  nature  dans/et  dans  F. 
Il  ne  pourra,  en  effet,  y  avoir  de  tangentes  confondues,  puisque  Be 
n'est  pas  sur  L3.  Enfin  le  degré  de  multiplicité  ne  sera  pas  élevé, 
puisque  B©  n'est  pas  sur  L». 

Nous  avons  ainsi  transformé  noire  courbe  /en  une  courbe  F 
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n'ayant  que  des  points  doubles  à  tangentes  distinctes.  Nous  avons 
donc  la  proposition  suivante  : 

Toute  courbe  algébrique  peut,  par  une  transformation  bira- 
tionnelle  de  courbe  à  courbe,  être  transformée  en  une  courbe 
ayant  seulement  des  points  doubles  à  tangentes  distinctes. 

Ici  on  n'opère  pas,  en  général,  avec  une  transformation  de  Cre- 
mona  (c'est-à-dire  une  transformation  birationnelle  de  plan  à 
plan),  mais  avec  une  transformation  birationnelle  de  courbe  à 
courbe, 

13.  Nous  supposerons  dans  la  suite  que  la  courbe  n'ait  que 
des  points  multiples  à  tangentes  distinctes  et  que  les  axes  n'occu- 
pent aucune  position  particulière  par  rapport  à  la  courbe  (*).  Soit 
toujours 

l'équation  de  la  courbe  supposée  de  degré  m .  La  fonction  algé- 
brique y  de  X  définie  par  cette  équation  aura  un  certain  nombre 
de  points  de  ramification,  c'est-à-dire  qu'il  y  aura  un  certain 
nombre  de  valeurs  de  x  autour  desquelles  deux  valeurs  de  y  se 
permuteront.  Ces  valeurs  de  x  sont  celles  pour  lesquelles  deux 
valeurs  de  y  deviennent  égales,  abstraction  faite  des  valeurs  de  x 
correspondant  aux  points  multiples,  pour  lesquelles,  les  branches 
étant  distinctes,  aucune  permutation  ne  se  produit.  Les  points  de 
ramification  correspondent  donc  aux  points  de  contact  des  tan- 
gentes à  la  courbe  parallèles  à  Oy,  Soit  (o^b)  un  tel  point; 
l'équation  de  la  courbe  peut  s'écrire 

o  =  X  —  a  -^  \{y  —  b)^  -h  .  .  .  \ 

A  ne  sera  pas  nul,  puisque  Oy  occupe  une  position  arbitraire  par 
rapport  à  la  courbe.  On  aura  donc  bien 


et  l'on   voit  clairement  la  permutation  des  deux  racines  qui  de- 

(')  Hicinann  ne  suppose  pas  que  Téquation  /{-r,  y)  =  o  soit  du  môme  degré 
en  y  et  en  x,  11  n'y  a  pas  à  cela  d'intérêt  pour  la  théorie  j^énérale;  il  en  est  autre- 
ment pour  certaines  applications.  Nous  y  reviendrons  au  Chapitre  XVI  (Sert.  IV). 


L 
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viennenl  égales  à  b  pour  j:  =  a.  Le  nombre  des  points  de  ramifi- 
cation sera  manifestement  égal  au  nombre  des  tangentes  à  la 
courbe  parallèles  à  une  direction  arbitraire,  c'est-à-dire  à  la  classe 
de  la  courbe. 

Supposons  que  la  courbe  ait  a/  points  multiples  d'ordre  i  k 
tangentes  distinctes;  on  sait  (*)  que  la  classe  sera  égale  à 

m  (m  —  I )  —  N  a/ i{i  —  i ), 

et  par  suite,  en  appelant  iv  le  nombre  des  points  de  ramification, 
on  aura 

w  =:  m(m — i) — ^^  aii{i  —  i), 

la  somme  \]  étant   relative  aux  difleren tes  valeurs  de  i  (/^a). 


III.  —  Des  surfaces  de  Riemaxm. 

14.  Joignons  un  point  arbitraire  O  du  plan  h  tous  les  points  de 
ramification  ;  nous  formerons  ainsi  un  certain  nombre  de  lacets  se 
suivant  dans  un  ordre  déterminé.  Pour  fixer  les  idées,  numéro- 
tôns-les  dans  l'ordre  où  ils  se  présentent  de  la  gauche  vers  la 
droite.  Supposons  que  le  premier  lacet,  le  lacet  i,  échange  en  O 
les  deux  racines  a  et  b.  Si  nous  suivons  tous  les  lacets  successive- 
ment en  partant  de  O  avec  la  valeur  a,  nous  devons  revenir  à  cette 
valeur,  au  moins  après  avoir  parcouru  tous  les  lacets,  mais  ceci 
peut  arriver  avant  que  nous  arrivions  au  dernier  lacet. 

Supposons,  par  exemple,  que  le  lacet  8  soit  le  premier  qui 
nous  ramène  au  point  O  avec  la  racine  a.  Nous  avons  marqué 
sur  chaque  lacet  les  deux  racines  qu'il  permute.  Nous  allons  mo- 
difier l'ordre  primitif  des  lacets.  Il  peut  y  avoir,  en  dehors  des 
deux  extrêmes  i  et  8,  un  certain  nombre  de  lacets  permutant  a; 
il  y  en  a  deux  dans  la  figure,  les  lacets  3  et  7.  On  va  remplacer 


(')  Nous  admettons  cette  formule  de  Plucker,  qui  t'établit  de  suite  en  remar- 
quant que  la  courbe  x^/'j^-h  y^fy-^^^f-  =  o  a,  en  un  point  multiple  d'ordre  i 
(le  /,  un  point  multiple  d'ordre  i  —  1  pour  lequel  aucune  tangente  ne  coïncide 
avec  une  tangente  de/,  (07^,  y^^  z^  étant  arbitraires). 
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le  lacet  8  par  un  autre  lacet  partant  de  O  entre  i  et  a  et  coopant 
les  lacets  qui  permutent  a;  nous  figurons  en  pointillé  <:e  lacet 
qui  va  remplacer  8.  Quelles  racines  permutera  le  nouveau  lacet 
ainsi  obtenu?  Celui-ci  est  équivalent  à  un  chemin,  formé  d^abord 
des  lacets  a,  4^  5,  6  successivement  parcourus  qui  ramènent  ma- 


nifestement la  racine  a  quand  on  est  parti  au  début  avec  cette 
même  racine,  et  terminé  par  les  lacets  8,  6,  5,  4?  »  qui  ramènent 
en  O  la  racine  6.  Notre  nouveau  lacet  permute  donc  a  et  />. 

On  remplacera  d'une  manière  analogue  les  lacets  7  et  3  qui 
permutent  a,  en  les  faisant  passer  à  gauche  du  lacet  8,  comme  Tin* 
diquent  les  traits  pointillés.  On  voit  tout  de  suite  que  ces  nouveaux 
lacets  ne  permutent  plus  la  racine  a.  Prenons,  par  exemple,  le 
nouveau  lacet  7.  Il  sera  équivalent  au  lacet  ae,  puis  aux  lacets  am 
et  ae\  OT  m  est  nécessairement  dîfTérent  de  e^  car  autrement  8  ne 
serait  pas  le  premier  lacet  ramenant  a.  11  est  alors  évident  que  le 
nouveau  lacet  7  revient  au  lacet  ae  parcouru  deux  fois,  c'est-à-dire 
qu'il  ne  permute  pas  a  avec  une  autre  racine. 

Nous  avons  ainsi  substitué  aux  lacets  primitifs  une  nouvelle 
suite  de  lacets  dont  les  deux  premiers  permutent  a  ci  b\  les 
autres  lacets  n'ont  pas  changé,  sauf  quelques-uns  qui  ont  été  rem- 
placés par  d'autres  lacets  ne  permutant  pas  a. 

Parlant  maintenant  toujours  avec  la  valeur  a^  mais  en  commen* 
çant  par  le  second  lacet  de  notre  nouvelle  suile,  nous  allons  faire 
les  mêmes  raisonnements  que  plus  haut.  Nous  aurons  alors  une 
troisième  succession  de  lacets  dont  les  trois  premiers  permuteront 
a  et  6,  et  nous  avons  introduit  de  nouveaux  lacets  ne  permu- 
tant pas  a. 
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En  continuant  ainsi,  il  est  évident  que  nous  obtiendrons  une 
suite  de  lacets  tracés  dans  un  ordre  tel  que  tous  les  lacets  per- 
mutant a  et  b  seront  au  premier  rang  et  que  tous  les  suivants 
ne  /fermuteront  plus  la  racine  a.  D'ailleurs  le  nombre  des  lacets 
permutant  ab,  ainsi  obtenus,  sera  nécessairement  pair,  sinon, 
un  contour  parlant  de  O,  avec  la  valeur  initiale  a,  ne  pourrait 
pas  ramener  la  racine  a  après  avoir  enveloppé  tous  les  points  de 
ramification,  puisque,  en  dehors  des  lacets  permutant  a  et  6,  il 
n'y  a  plus  de  lacets  permutant  a  avec  une  autre  racine. 

Nous  n'allons  plus  maintenant  modifier  les  lacets  permutant  a 
et  6,  et  nous  laissons  entièrement  de  côté,  pour  le  moment,  un 
certain  angle  du  plan  ajant  O  pour  sommet  et  les  contenant.  On 
peut  supposer  que  le  premier  lacet  que  nous  rencontrons  sur  la 
droite  (après  les  lacets  ab)  permute  b  avec  une  troisième  racine  c. 
Nous  opérerons  avec  b  et  c  comme  nous  avons  opéré  avec  a  et  b; 
on  pourra  donc  grouper  ensemble  tous  les  lacets  permutant  6  et  c 
à  la  suite  des  lacets  permutante  et  6,  et  ainsi  de  suite. 

Finalement,  nous  pouvons  supposer  que  les  lacets  qui  joignent 
le  point  O  à  tous  les  points  de  ramification  se  composent,  en 
allant  de  la  gauche  vers  la  droite,  d*un  nombre  pair  de  lacets 
permutant  a  et  b,  d'un  nombre  pair  de  lacets  permutant  b 
et  r,  etc.,  et  enfin  d'un  nombre  pair  de  lacets  permutant  ket  /, 
on  désignant  par  a,  6,  . . . ,  A',  /  les  m  racines  de  l'équation 
f{u^  z)  =  o  quand  z  est  en  O. 

15.  Nous  pouvons  définir  maintenant  bien  nettement  la  sur- 
face de  RIcmann  correspondant  à  la  fonction  algébrique  dont 
nous  faisons  Télude.  Considérons  d'abord  les  lacets  A  permutant 
a  et  /v,  soit  «i,  a^,  •..,  a^  {fis*  38),  en  les  supposant  au 
nombre  de  six.  Joignons-les  par  des  lignes  a\  a^i  a^  a  s,  a^  a^  de 
telle  sorte  que  les  triangles  Oaia2,  Oaia^y  Oa^an  ne  renferment 
aucun  point  critique  à  leur  intérieur,  ce  qui  est  évidemment  pos- 
sible. Si  Ton  suppose  que  la  variable  :;  ne  traverse  pas  les  lignes 
précédentes,  la  racine  u  de  l'équation  /(w,  z)  =  o,  prenant  en  O 
la  valeur  a,  sera  une  fonction  de  z  n^ayant  qu'une  valeur  en 
tout  point  du  plan.  Tout  chemin  ramènera  en  effet  la  même  va- 
leur en  O;  la  chose  est  évidente  pour  tout  chemin  qui  n'enve- 
loppe pas  une  des  lignes  précédentes,  puisque  aucun  des  lacets 
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autres  que  les  lacets  A  ne  permute  a]  quant  à  un  chemin  entou- 
rant ai  ao,  par  exemple,  il  sera  équivalent  aux  lacets  <7,  et  a^ 
successivement  parcourus  et  ramènera  par  suite  a.  Nous  considé- 
rons donc  un  premier  plan  sur  lequel  sont  tracées  les   sections 

Fig.  38. 


«1^2)  «3^»>  ^5^c  que  nous  appellerons  sections  A:  nous  dési- 
gnerons ce  plan  sous  le  nom  de  plan  a,  rappelant  ainsi  que  la 
fonction  w,  qui  prend  en  O  la  valeur  a,  n'a  qu'une  valeur  dans  ce 
plan  quand  la  variable  z  est  assujettie  à  ne  pas  traverser  les  sec- 
tions. 

Nous  envisagerons  de  même  un  second  plan,  superposé  au 
premier,  où  Ton  aura  tracé  les  mêmes  sections  que  dans  le  plan  a 
et  en  plus  des  sections  B  correspondant  aux  extrémités  des  lacets  b 
permutant  b  et  c  jointes  de  deux  en  deux  :  ce  sera  le  plan  b.  La 
fonction  «,  prenant  en  O  la  valeur  b,  n'aura  qu'une  valeur  dans 
ce  plan  si  la  variable  respecte  les  sections  A  et  B  qui  y  sont 
tracées. 

On  continuera  ainsi  de  façon  ù  faire  correspondre  un  plan,  oii 
sont  Iracées  cerlaines  sections,  à  chacune  des  racines  ^/,  h,  ...,/. 
Dans  le  dernier  plan  /,  il  n'y  aura  qu'un  seul  j-yslèmc  de  sections 
comme  dans  le  premier  plan  a,  Pour  lous  les  autres  pians,  il  y 
aura  deux  systèmes  de  seclions.  Avec  ces  dillérenls  plans  ou 
feuillets  su[)erposés,  nous  allons  former  une  surface  unique.  Si 
l'on  prend  deux  points  ni  et  ni/  de  colôs  dillérenls  d'une  section  A, 
infiniment  rapprochés  de  celle-ci,  et  situés  respcctivenienl  sur  le 
feuillet  a  et  le  feuillet  b^  les  deux  valeurs  correspoudaulcs  de  u 
seront  iniiniment  voisines  l'une  de  l'autre;  on  obtient,  en  elfel,  la 
même  valeur  au  point  (m,  ni')  {Jig'  à\))  en  partant  de  O  avec  la 
valeur  a  et  suivant  le  chemin  C,  qu'en  partant  de  O  avec  la  va- 
leur b  et  suivant  le  chemin  C.  Imaginons  donc  que  chaque  sec- 
tion A  soit  une  ligne  de  croisement  pour  les  deux  feuillets  a 
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et  6,  c'est-à-dire  que  Ton  passe  du  feuillet  a  au  feuillet  6,  et  inver- 
sement, chaque  fois  qu'on  traverse  une  section  A.  Par  ce  passage, 
la  continuité  de  la  fonction  u  correspondante  sera  respectée.  Nous 
établirons  de  la  même  manière  des  lignes  de  croisement  entre  le 

Fig.  39. 


feuillet  b  et  le  feuillet  c  :  ce  seront  les  sections  B.  On  continuera 
ainsi  en  établissant  successivement  des  lignes  de  croisement 
C,  ...,  K  entre  deux  feuillets  consécutifs;  l'avant-dernier  feuil- 
let k  sera  lié  au  dernier  feuillet  /  par  les  lignes  de  croisement  K. 
L'ensemble  des  feuillets  ainsi  réunis  peut  être  regardé  comme  for- 
mant une  surface  unique  :  on  l'appelle  la  surface  de  Rie- 
niann  (*),  correspondant  à  la  relation  algébrique /(^z,  z)  =  o.  On 
voit  que  la  fonction  algébrique  u  est  uniforme  sur  cette  surface 
de  Riemann;  à  chaque  point  de  celle-ci  se  trouve  associée  une 
seule  valeur  de  w,  qui  est  la  valeur  correspondante  au  feuillet  sur 
lequel  se  trouve  le  point  que  l'on  considère. 

Cette  surface  est  d'ailleurs  connexe^  c'est-à-dire  forme  un  cou- 
tinuum  unique  tel  que  l'on  peut  passer  d'un  quelconque  de  ses 
points  à  un  autre  quelconque  de  ses  points,  car  on  peut  passer 
d'un  lacet  à  un  autre  en  remontant  ou  descendant  la  chaîne  que 
forment  les  feuillets  successifs.  Le  théorème  précédent,  d'après 
lequel  les  feuillets  successifs  d'une  surface  de  Riemann  peuvent 
être  liés  les  uns  aux  autres  de  manière  qu'il  n'y  ait  de  lignes  de 


(' )  Le  Mémoire  fondamental  de  Riemann  où  la  notion  du  plan  recouvert  de 
feuillels  a  été  introduite  pour  la  première  fois  est  intitulé  :  Théorie  der  abel- 
schen  Functionen  {voir  les  Œuvres  complètes  de  Riemann).  Les  surfaces  do 
Riemann  ont  été  surtout  étudiées  en  Allemagne.  On  trouvera  dans  le  premier 
Chapitre  de  la  Thèse  de  M.  Simart  (Paris,  1882)  un  exposé  très  complet  et  très 
rigoureux  des  théorèmes  relatifs  à  la  connexité  de  ces  surfaces,  qui  pour  la  plu- 
part ne  sont  qu'énoncés  par  Riemann.  Nous  aurons  à  citer  dans  un  moment 
Clebsch  et  M.  LQroth  qui  ont  apporté  une  importante  contribution  à  la  théorie. 
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croisement  qu^entre  deux,  feuillels  conséculifs,  a  été  démontré 
pour  la  première  fois  par  M.  Lûroth  {Mathemalische  Annalen, 
t.  IV). 

16.  Nous  allons  faire  subir  une  transformation  à  la  surface  de 
RIemann  que  nous  venons  de  construire.  Notre  but  est  de  faire 
voir  qu'on  peut  s'arranger  de  telle  manière  qu'il  n'y  ait  qu'une 
seule  ligne  de  croisement  A,  une  seule  ligne  de  croisement  B,  el 
ainsi  de  suite  jusqu'à  l'avanl-dernier  système  de  lignes  de  croise- 
ment :  il  y  aura  seulement,  entre  l'avant-dernier  feuillet  el  le  der- 
nier, un  certain  nombre  de  lignes  de  croisement  généralement 
supérieur  à  un. 

Considérons  six  lacets  conséculifs  dont  les  quatre  premiers  per- 
mutent a  et  i,  et  les  deux  derniers  b  et  c.  Marquons  sur  la  figure 
CCS  six  lacets  {/tg-  4o)- 

Fig.  4o. 


Nous  allons  d'abord  faire  passer  au  quatrième  el  cinquième 
rang  le  troisième  cl  le  quatrième  lacet  ab  en  les  formant  avec  les 
lignes  poinlillées  partant  dans  Tan^^^le  formé  par  les  deux  lacets  bc. 
On  voit  immédiatement  que  les  deux  nouveaux  lacets  permute- 
ront a  et  c. 

Nous  avons  alors  une  nouvelle  disposition  que  nous  figurons  de 
nouveau  {Jlg''  40-  Nous  y  remplaçons  les  deux  lacets  ac  par 
deux  autres  lacets  obtenus  au  nioyen  des  lignes  poinlillées  et  qui 
vont  prendre  le  premier  el  le  deuxième  rang;  ces  deux  nouveaux 
lacets,  on  le  voit  tout  de  suite,  permuteront  les  racines  b  et  c. 

Nous  aurons  donc,  après  ces  deux  transformations,  deux  lacets 
conséculifs  bc,  deux  lacets  conséculifs  ab  cl  deux  lacets  consécu- 
tifs bc.  On  voit  que  deux  lacets  consécutifs  ab  ont  été  remplacés 
par  deux  lacets  conséculifs  bc\  On  pourra  ainsi  faire  disparaître 
tous  les  systèmes  de  deux  lacets  consécutifs  ab,  sauf  un  seul. 


FONCTIONS   ALGÉBRIQUES   D*UNE   VARIABLE.  4^7 

On  opérera  de  la  même  manière  pour  ne  garder  qu'un  système 
de  deux  lacets  consécutifs  bc^  et  ainsi  de  suite.  Il  n'y  aura  que 
pour  les  deux  dernières  racines  qu'il  sera  impossible  de  faire  une 
pareille  réduction;    nous  aurons  alors  pour  ces  deux  dernières 

Fig.  4i. 


racines  un  nombre,  qui  pourra  être  quelconque,  de  deux  lacets 
consécutifs. 

Revenons  à  la  surface  de  Riemann,  construite  comme  nous 
l'avons  indiqué  plus  haut,  mais  en  employant  ces  nouveaux  lacets. 
Il  est  clair  que  le  premier  feuillet  sera  seulement  lié  au  second 
par  une  seule  ligne  de  croisement;  il  en  sera  de  même  pour  le 
deuxième  et  le  troisième  feuillet,  et  ainsi  de  suite;  les  deux  der- 
niers feuillets  seuls  auront  entre  eux  un  certain  nombre  de  lignes 
de  croisement.  Nous  désignerons  ce  nombre  par  /?  +  i.  La  possi- 
bilité de  former  une  surface  de  Riemann,  où  les  feuillets  sont 
réunis  les  uns  aux  autres  à  la  manière  d'une  chaîne,  et  où  chaque 
feuillet,  sauf  les  deux  derniers,  est  réuni  au  suivant  par  une  seule 
ligne  de  croisement,  a  été  indiquée  d'abord  par  Clebsch  {Mathe^ 
matische  Annalen,  t.  VI). 

17.  Nous  avons  désigné  par  p-\-i\e  nombre  des  lignes  de  croi- 
sement unissantle  {m  — 1)*«°>«  feuillet  au  m*^"**.  On  peut  exprimer 
de  suite/?  en  fonction  du  nombre  iv  des  points  de  ramification. 
Nous  avons  un  nombre  de  lignes  de  croisement  égal  a 

m  —  2  -i-/?-i-i. 

Ce  nombre  doit  représenter  la  moitié  du  nombre  des  points  de 
ramification;  d'où  la  formule 


W  =  2(/rt-i-/?  — i), 


P.  -  II. 


a? 
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On  peut  encore  exprimer  p  en  fonction  du  nombre  des  points 
multiples  de  la  courbe.  On  a  en  effet,  comme  nous  l'avons 
vu  (§  13), 

«/  =  m(/n  —  i)  — -^«/«(i  —  i). 

On  en  conclut 

(/n  — r)(/?i  —  2)       v^      i{i — i) 

/>  = ^ Zà"'—^ — 

18.  La  surface  de  Riemann  S  esl,  en  définitive,  une  surface 
connexe,  pour  laquelle  à  chaque  point  correspond  un  seul  point 
de  la  courbe  algébrique,  ou,  si  l'on  aime  mieux,  un  seul  système 
de  valeurs  de  J7  et  ^  satisfaisant  à  la  relation  algébrique 

11  est  manifeste  qu'une  telle  surface  n'est  pas  unique.  Toute 
autre  surface  que  l'on  pourra  faire  correspondre  point  par  point  à 
la  surface  S  jouira  de  la  même  propriété  que  cette  dernière.  On 
aura,  en  particulier,  une  telle  surface  en  déformant  la  surface  de 
Riemann  regardée  comme  flexible  et  extensible,  en  supposant, 
toutefois,  qu'on  ne  produise  pas  de  déchirures  ni  de  duplicatures. 
Dans  ces  conditions,  on  peut  regarder  les  deux  surfaces  ainsi 
transformées  comme  applicables  l'une  sur  l'autre.  Il  est  clair  que 
l'on  ne  prend  pas  le  mot  applicable  dans  le  sens  de  la  Géométrie 
infinitésimale.  11  ne  s'agit  ici  que  de  Géométrie  de  situation,  ana- 
lysis  situs,  comme  disait  Riemann,  et  nous  voulons  dire  que  la 
déformation  continue,  qui  permet  de  passer  d'une  surface  à  l'autre,* 
peut  être  regardée  comme  établissant  une  correspondance  bien 
déterminée  entre  les  points  des  deux  surfaces  ('). 

Nous  allons  donc  faire  subir  à  S  une  déformation  qui  aura  le 
grand  avantage  de  rendre  plus  objective  la  surface  en  la  dilatant 
en  quelque  sorte  dans  l'espace  à  trois  dimensions  (^). 


(*)  M.  Jordan  a  publié  des  recherches  importantes  hur  la  déformation  des  sur- 
faces entendue  comme  il  vient  d'être  dit  {Journal  de  Liouvi/ie,  Jt'  série,  t.  XI; 
1866).  Il  démontre,  en  particulier,  que  deux  surfaces  fermées  ayant  le  ni<^me 
nombre  de  trous  sont  applicables  l'une  sur  l'autre.  Voir  aussi,  sur  des  questions 
analogues,  deux  Mémoires  de  M.  Klein  {Math.  Anna/en,  t.  VII  et  I\). 

(^)  Pour  faire  cette  transformation  nous  nous  sommes  servi  de  la  méthode 
employée  par  le  géomètre  anglais  ClilTord  dans  un  petit  Mémoire,  d'une  remar- 
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Une  première  modification,  qui  ne  modifie  en  rien  le  caractère 
de  Ja  surface  de  Riemann,  consiste  à  faire,  par  rapport  à  un  point 
arbitraire  de  l'espace,  une  transformation  par  rayons  vecteurs  ré- 
ciproques du  plan  sur  lequel  sont  disposés  les  m  feuillets.  Au  lieu 
de  m  feuillets  plans,  nous  avons  alors  m  feuillets  sphériques  su- 
perposés. Deux  feuillets  successifs  de  la  sphère  sont  liés  par  une 
seule  ligne  de  croisement,  excepté  les  deux  derniers,  qui  sont  liés 
par  p  +  I  lignes  de  cette  sorte. 

C'est  la  surface  formée  de  ces  m  feuillets  sphériques  que  nous 
voulons  déformer.  Considérons  d'abord  le  cas  simple  où  il  j  au- 
rait seulement  deux  feuillets  réunis  par  une  seule  ligne  de  croi- 
sement AB,  que  l'on  peut  supposer  être  une  portion  d'un  arc  de 
grand  cercle.  Nous  avons  alors  deux  feuillets,  un  feuillet  interne 
et  un  feuillet  externe.  Déformons  le  feuillet  interne  en  son  symé- 
trique par  rapport  au  plan  du  grand  cercle  contenant  AB;  dans 
cette  déformation,  les  deux  hémisphères  de  ce  feuillet  interne 
doivent,  à  un  certain  moment,  se  pénétrer  l'un  l'autre,  mais  cela 
a  lieu  sans  que  la  continuité  de  l'un  ou  l'autre  soit  altérée.  La 
modification  que  nous  avons  fait  subir  au  feuillet  interne  a  pour 
conséquence  que,  quand  un  point  cheminant  sur  le  feuillet  externe 
rencontre  la  ligne  de  croisement,  il  reste  du  même  côté  de  cette 
ligne  après  l'avoir  traversée,  la  surface  s!  étant  en  quelque  sorte 
repliée  sur  elle-même  le  long  de  la  ligne  de  croisement.  On  aura 
une  idée  très  nette  de  la  nouvelle  surface  en  considérant  la  sur- 
face de  la  sphère  comme  ayant  deux  côtés,  l'intérieur  et  l'exté- 
rieur; on  passe  de  l'un  à  l'autre  quand  on  rencontre  AB,  qu'on 
peut  regarder  comme  une  véritable  section  faite  dans  la  surface. 
On  peut  agrandir  le  trou  fait  dans  la  surface  par  AB  et  le  regarder 
comme  formé  par  une  courbe  fermée,  un  cercle  par  exemple. 
Notre  surface  se  composerait  alors  des  côtés  interne  et  externe 
d'une  calotte  sphérique.  Mais  nous  pouvons  encore  modifier  celte 
surface  avec  un  trou.   Cette  double  calotte  peut  être  déformée 


quable  simplicité,  consacré  à  cette  théorie  [On  the  canonical  form  and  dissec- 
tion of  a  liiemann's  surface  (  Proceedings  of  the  London  matkematical  So^ 
ciety,  vol.  VIII,  n»  122)].  D'après  une  indication  de  M.  Klein  {Math,  Annalen, 
l.  XLV,  p.  i!\2  ),  M.  Tonelli  avait  antérieurement  déjà  considéré  des  surfaces  à 
p  trous  dans  l'espace  {Atti  dei  Lincei,  t.  II,  série  II),  au  point  de  vue  de  VAna- 
lyds  si  tus. 
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en  un  disque  plan  que  Ton  considérerait  comme  ayant  deux  faces, 
le  passage  de  l'une  à  Tautre  ayant  lieu  par  le  périmètre  du  contour. 
De  ce  disque,  si  l'on  veut,  on  peut  encore  faire  une  sphère  el, 
d'une  manière  plus  générale,  une  surface  sans  trou.  On  pourrait 
aussi  passer  de  la  double  calotte  à  la  sphère  en  ramenant,  d'une 
manière  continue,  la  face  interne  de  la  calotte  à  la  zone  manquant 
dans  la  sphère. 

Considérons  un  second  cas  particulier.  Soient,  toujours  sur  la 
sphère,  deux  feuillets,  mais  avec  p  +  i  lignes  de  croisement.  On 
peut  évidemment,  par  une  déformation  préalable  des  feuillets, 
supposer  que  ces  lignes  sont  situées  sur  un  même  grand  cercle  de 
la  sphère.  Nous  pouvons  alors  appliquer  au  feuillet  intérieur  le 
même  procédé  que  tout  à  l'heure,  c'est-à-dire  le  remplacer  par 
son  image  par  rapport  au  plan  du  grand  cercle  contenant  les 
lignes  de  croisement.  On  sera  alors  ramené  à  une  double  sur- 
face sphérique  ayant  p  -i-  i  trous,  et  Ton  passe  du  côté  externe 
au  côté  interne  de  cette  surface  par  le  périmètre  de  chacun 
des  trous.  Un  de  ces  trous  peut  être  supprimé,  el  nous  pouvons 
convertir  notre  surface  en  un  disque  plan  à  deux  faces,  disque 
à  l'intérieur  duquel  il  reste  p  trous.  On  peut,  si  l'on  veut, 
dilater  les  deux  faces  du  disque,  et  Ton  a  finalement  une  surface 
avec  p  trous  qui  est  applicable  sur  notre  sur/ace  primitive  de 
Riemann, 

Abordons  enfin  le  cas  général.  Les  feuillets  successifs  seront 
dans  l'ordre  i,  2,  .  .  .,  m  en  allant  de  rinlérieur  vers  l'extérieur, 
et  c'est  entre  les  feuillets  ni  —  i  el  ni  qu'il  y  a  />  4-  1  lignes  de 
croisement,  et  l'on  peut  supposer  que  toutes  les  lignes  de  croise- 
ment sont  sur  des  grands  cercles.  Nous  transformerons  le  premier 
feuillet  en  lui  substituant  son  image  par  rapport  au  plan  du  grand 
cercle  qui  contient  la  ligne  de  croisement  du  premier  feuillet  an 
second,  el,  en  opérant  comme  précédemment,  nous  pouvons  sub- 
stituer un  seul  feuillet  à  l'ensemble  des  deux  premiers  feuillets. 
Le  même  procédé  peut  être  appliqué  une  nouvelle  fois,  et  ainsi  de 
suite,  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  deux  feuillets  ayant  p  -\-  i  lignes 
de  croisement.  C'est  le  cas  étudié  ci-dessus,  et  nous  arrivons  à  la 
conclusion  définitive  (\\\  une  surface  de  Rieniaun,  à  un  nombre 
quelconque  de  feuillets^  peut  être  appliquée  sur  une  surface 
à  p  trous. 
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19.  Nous  avons  supposé,  dans  ce  qui  précède,  conformément 
au  théorème  de  Clebsch,  que  chaque  feuillet  est  lié  au  suivant  par 
une  seule  ligne  de  croisement.  Il  est  aussi  facile  d^étudier  le  cas 
général  où,  les  feuillets  étant  toujours  liés  à  la  manière  d'une 
chaîne,  le  premier  est  lié  au  second  par  k\  lignes  de  croisement, 
le  second  au  troisième  par  k^  de  ces  lignes,  et  ainsi  de  suite,  le 
{m  —  i)»è™e  feuillet  élant  lié  au  m**'"*®  par  km-\  lignes  de  croise- 
ment. On  peut  faire  subir  aux  feuillets  supposés  sphériques  les 
mêmes  déformations.  La  transformation  du  premier  feuillet  amè- 
nera A*i  —  I  trous;  celle  du  second,  k2 —  i,  et  ainsi  de  suite.  On 
transformera  la  surface  en  une  surface  à 

A'i -f- A-,-4-. .  .-4- A:,„_i  — (m  —  I) 

trous.  En  désignant  encore  par/>  ce  nombre  de  trous,  on  a 
/?  -+-  /M  —  I  =  A-i  -I- . . . H-  X:,;,_i. 

D'autre  part,  w  désignant  le  nombre  des  points  de  ramification, 
on  aura 

w  =  2(A:i-4-...-h^,„_i), 
et  la  formule 

w  =  i{m  -4-/?  — i), 

déjà  rencontrée  au  §  17,  est  donc  générale. 

20.  Faisons  quelques  remarques  très  importantes  sur  les  cir- 
cuits qu'on  peut  tracer  sur  une  surface  de  Riemann.  Pour  bien 
fixer  les  idées,  nous  pouvons  prendre  comme  schéma  de  la  sur- 
face, sur  laquelle  nous  allons  raisonner,  un  disque  plat  à  deux 
côtés  et  ayant  p  trous.  Nous  appelons  circuit  toute  courbe  fer- 
mée tracée  sur  la  surface.  Certains  circuits,  sur  lesquels  l'atten- 
tion se  porte  d'elle-même,  vont  jouer  dans  la  théorie  un  rôle 
capital  :  ce  sont  les  circuits  qui  tournent  autour  d'un  trou  et 
ceux  qui  passent  à  travers  un  trou. 

Soit  le  disque  A  {Jig.  4^)  à  trois  trous  y»  y'>  */'•  Un  circuit 
autour  du  trou  y  sera  une  ligne  fermée  C  entourant  une  fois  le 
trou  y.  Ce  circuit  C,  que  nous  avons  tracé  en  traits  pleins,  est  à 
considérer  comme  se  trouvant  sur  le  côté  supérieur  du  disque. 
Un  circuit  à  travers  le  trou  y  sera  un  circuit  tel  que  D  coupant 
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une  fois  A  elv,  et  se  fermant  sur  le  côté  inférieur  du  disque  par  la 
ligne  marquée  en  pointillé  sur  la  figure.  Nous  pouvons  de  même, 
autour  des  trous  ^  et  y,  tracer  les  circuits  C  et  C''^,  et  à  travers 
ces  trous  les  circuits  D'  et  D''.  Ces  six  circuits  vont  jouer  le  rôle 
de  civcmts  fondamentaux,  c'est-à-dire  que  tout  autre  circuit  tracé 


Fig.  42. 


Fig.  43. 


sur  la  surface  peut  être  réduit,  par  une  déformation  continue,  à 
coïncider  avec  un  chemin  formé  de  un  ou  plusieurs  de  ces  circuits 
et  d'arcs  parcourus  deux  fois  dans  des  sens  différents.  La  démon- 
stration de  ce  théorème  est  immédiate.  Remarquons  d'abord  qu'un 
circuit  tel  que  D'"  (fig".  4^)  qui  passe  à  travers  les  trous  y  et  ^ 
se  ramène  de  suite  par  une  déformation  continue  aux  deux  cir- 
cuits D  et  D'  parcourus  dans  des  sens  convenables,  sans  parler 
des  arcs  parcourus  dans  des  sens  contraires.  En  second  lieu,  tout 
circuit  tracé  sur  un  seul  côté  du  disque  se  ramène  à  une  somme 
de  circuits  C,  C,  C".  Enfin,  pour  un  circuit  quelconque,  on  con- 
sidérera deux  points  de  rencontre  consécutifs  de  ce  circuit  avec 
une  des  lignes  A,  y,  y',  y''.  En  associant  à  cette  partie  du  circuit 
une  ligne  sur  l'autre  côté  de  la  surface,  formant  avec  elle  un  cir- 
cuit à  travers  un  ou  plusieurs  trous,  on  détachera  déjà  du  circuit 
total  un  circuit  réductible  aux  circuits  C  et  D,  et  Ton  aura  alors 
un  nouveau  circuit  pour  lequel  on  continuera  la  réduction  jusqu'à 
ce  que  le  circuit,  après  ces  soustractions  successives,  reste  d'urr 
même  côté  du  disque,  et,  finalement,  on  aura  bien  ramené  le  cir- 
cuit primitif  à  une  somme  de  circuits  C  et  D,  abstraction  faite 
d'arcs  parcourus  deux  fois  en  sens  inverse. 

Si,  au  lieu  de  trois  trous,  la  surface  avait  p  trous,  nous  aurions 
évidemment/?  systèmes  de  lignes  C  et  D. 
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21.  Nous  arrivons  maintenant  au  point  fondamenlal  dans  la 
théorie  des  surfaces  de  Riemann.  Donnons  tout  de  suite  une  défi- 
nition :  une  surface  connexe  est  dite  à  connexion  simple  quand 
elle  est  limitée  par  un  seul  contour,  c'est-à-dire  un  contour  pou- 
vant être  parcouru  d'un  trait  continu,  et  que  tout  circuit  tracé  sur 
la  surface  ne  traversant  pas  le  contour  peut  se  réduire  à  un  point 
par  une  déformation  continue  (le  contour  étant  toujours  respecté 
pendant  la  déformation). 

Considérons  l'ensemble  des  deux  courbes  Cet  D,  et  imaginons 
que  Ton  fasse  (avec  un  canif)  une  section  de  la  surface  suivant 
chacune  de  ces  deux  lignes.  Nous  pouvons  alors  enWsager  chacune 
de  celles-ci  comme  des  lignes  doubles  infiniment  rapprochées 
situées  de  part  et  d'autre  de  la  section.  L'ensemble  des  deux  lignes 
doubles  C  et  D  forme  alors  une  courbe  unique,  que  l'on  peut 


parcourir  d'un  trait  continu  sans  franchir  jamais  la  section  :  c'est 
ce  qu'indique  bien  nettement  la  figure  44?  que  l'on  regardera 
d'abord  en  faisant  abstraction  de  la  ligne  pq. 

On  désigne  souvent  sous  le  nom  de  rétrosection  {riickerschnitt) 
le  contour  unique,  formé,  comme  il  vient  d'être  dit,  avec  les  deux 
bords  des  deux  sections.  Nous  pourrons  ainsi  tracer  p  rétrosec- 
tions  sur  la  surface. 

Joignons  un  point  de  la  première  de  ces  rétrosections  à  la  se- 
conde par  une  courbe  le  long  de  laquelle  nous  fendrons  encore  la 
surface,  et  qu'alors  nous  considérons  encore  comme  une  ligne 
double.  Nous  joindrons  de  même  la  deuxième  à  la  troisième  rétro- 
section  par  une  ligne  analogue,  et  enfin  la  {p  — 1)*«"«  à  la  />*^°®, 
les  différentes  lignes  auxiliaires  ne  se  coupant  pas  (elles  peuvent 
avoir  seulement,  si  l'on  veut,  une  extrémité  commune). 

Ainsi,  on  pourra  prendre,  si  ^  =  3,  les  deux  lignes  pq  et  rs 

ifig-  45). 

L'ensemble  des  sections  à  deux  bords^  que  nous  venons  de  tra- 
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cer,  peut  être  regardé  comme  un  contour  unique  et  fermé  K, 
susceptible  d^ être  parcouru  d\in  trait  continu.  La  figure  44>  où 
nous  avons  figuré  Tarrivée  de  la  section  pq^  le  montre  d*une  ma- 
nière bien  claire. 

Fig.  45. 


Le  tracé  du  contour  K  n'empêche  pas  la  surface  de  rester  con- 
nexe, c'est-à-dire  qu'on  peut  aller  d'un  point  quelconque  de  la 
surface  à  un  autre  point  quelconque  sans  traverser  K.  Il  faut 
maintenant  établir  que  tout  circuit  tracé  sur  la  surface,  ne  rencon- 
trant pas  le  contour  K,  peut  se  ramener  à  un  point  par  une  dé- 
formation continue. 

Nous  ferons  cette  démonstration,  d'une  manière  pour  ainsi 
dire  intuitive,  en  reprenant  le  disque  plat  avec  ses  trois  trous 
(pour  fixer  les  idées). 

Prenons  comme  lignes  auxiliaires  les  deux  segments  pq  et  qs 
de  A  {/ig.  46),  compris  entre  les  poinls  où  les  lignes  D,  qui  sont 


simplement  figurées  sur  cette  figure  par  des  lignes  droites  sur  la 
partie  supérieure  du  disque,  rencontrent  A  :  quant  aux  lignes  C, 
ce  sont  ici  les  périmètres  y,  y',  y  des  trous.  Relativement  à  la 
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partie  restée  libre  ps  de  A,  nous  pouvons  sans  inconvénient  la 
supposer  rectiligne.  Séparons  alors  les  parties  inférieure  et  supé- 
rieure du  disque  en  faisant  subir  à  Tune  déciles  une  rotation  de 
deux  angles  droits  autour  de  ps.  Nous  aurons  alors  la  nouvelle 
figure  ci-dessous  (Jtg-  47)« 

Fig.  47- 


La  surface  est  alors  tout  entière  du  même  côté  du  plan;  elle 
est  limitée  par  le  contour  extérieur,  et  àTinlérieur  se  trouvent  six 
trous,  joints  par  des  coupures  à  ce  contour  extérieur.  On  voit  ma- 
nifestement que  tout  circuit  tracé  sur  le  plan,  ne  traversant 
pas  les  lignes  y  et  les  coupures  correspondantes,  se  réduira  à 
un  point,  La  figure  donne  Texemple  d'un  tel  circuit  représenté 
par  la  ligne  pointillée. 

22.  Les  résultats  que  nous  venons  d'obtenir  pour  la  surface  di- 
latée dans  l'espace  s'appliquent  immédiatement  à  la  surface  pri- 
mitive de  Riemann  des  m  feuillets  superposés,  puisque  ces  deux 
surfaces  sont  applicables  l'une  sur  l'autre,  au  sens  dont  nous 
sommes  convenus. 

Prenons  le  cas  de  deux  feuillets  avec  p  -+•  i  lignes  de  croise- 
ment. Comme  nous  l'avons  vu  (§  18),  dans  la  transformation  delà 
surface  en  un  disque  plat  k  p  trous,  une  des  lignes  de  croisement 
devient  le  bord  extérieur  du  disque,  et  les  p  autres  deviennent  les 
périmètres  des  trous.  On  voit  donc  de  suite  les  circuits  qui 
vont  jouer  sur  la  surface  le  rôle  des  lignes  G  et  D.  Autour  de  p 
des  lignes  de  croisement,  traçons  sur  un  des  feuillets  p  circuits  : 
ce  seront  les  analogues  des  lignes  G;  on  obtiendra  les  analogues 
des  lignes  D   en  traçant  des  circuits   rencontrant  chacune  des 
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lignes  précédentes.ei  traversant  la  {p  +  ly^*"»  ligne  de  croisement. 
Il  ne  reste  plus  qu'à  joindre,  à  la  manière  d'une  chaîne,  chacune 
des  rétrosections  ainsi  formées  par  des  lignes  analogues  de  pq^ 
rs,  ....  On  a  alors  sur  la  surface  de  Riemann  un  contour 
unique  R,  et  tout  circuit  tracé  sur  la  sur/ace  et  ne  rencontrant 
pas  ce  contour  peut  se  réduire  à  un  point  (point  à  dislance  finie 
ou  à  Finfini). 

Soit,  comme  exemple,/?  =  2.  Nous  aurons  alors  trois  lignes  de 
croisement  A,  et  l'on  construit  de  suite  les  rétrosections  (C,  D), 
(C,  D')  qu'on  unira  par  la  ligne  (a^)  (Jig'  48).  Ces  rétrosec- 


tions sont  toujours  à  considérer,  ainsi  que  a^,  comme  des  lignes 
doubles,  ainsi  que  nous  l'avons  expliqué  plus  haut. 

23.  Nous  possédons  les  notions  essentielles  sur  les  surfaces  de 
Riemann.  Nous  n'aurons  maintenant  aucune  difficulté  à  suivre  le 
mouvement  d'un  point  sur  une  telle  surface.  En  loul  cas,  en  re- 
courant à  la  surface  percée  de  j)  trous,  dont  le  schéma  est  si 
simple,  on  a  une  représentation  extrêmement  précise  qui  permet 
de  voir  directement  les  choses  sans  aucun  effort. 

Voici  encore  une  remarque  importante  pour  la  suite  :  tout  circuit 
tracé  sur  la  surface  de  Riemann,  rendue  simplement  connexe  par 
le  contour  K,  peut  être  regardé,  abstraction  faite  de  chemins  par- 
courus deux  fois  en  sens  contraires,  comme  une  somme  de  cir- 
cuits respectivement  tracés  sur  un  seul  feuillet  de  la  surface^  et 
de  circuits  entourant  un  seul  point  de  ramification. 

Il  suffira,  pour  l'établir,  de  considérer  le  cas  de  deux  feuillets 
réunis  par  p  -\-  1  lignes  de  croisement.  En  se  reportant  à  la 
figure  47>  où  sont  représentés  les  deux  côtés  du  disque  dédoublé, 
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on  voil  qu'un  circuit  lel  que  le  circuit  pointillé  peut  se  ramener  à 
une  somme  de  circuits,  situés  les  uns  à  droite,  les  autres  à  gauche 
de  la  droite  joignant  les  points  p  et  5,  et  de  circuits  très  petits 
entourant  les  points  de  la  droite /?5  (s'il  en  existe)  qui  correspon- 
draient à  des  points  de  ramification  :  c'est  ce  que  nous  voulions 
démontrer. 


IV.  —  Application  des  théorèmes  de  Cauchy  aux  fonctions 
de  la  variable  complexe  sur  la  surface  de  Riemann. 

24.  Nous  nous  sommes  placé  jusqu'ici  uniquement  au  point 
de  vue  de  la  Géométrie  de  situation  sur  la  surface  de  Riemann. 
Considérons  maintenant  une  fonction  de  la  variable  complexe 
sur  cette  surface.  Je  prends  d'abord  une  fonction  uniforme  dans 
une  certaine  région  de  la  surface.  Un  point  A  sera  un  pôle  pour 
une  telle  fonction  s'il  est  un  pôle  pour  la  fonction  considérée  sur 
le  feuillet  où  se  trouve  A,  et  nous  n'avons  aucune  définition  nou- 
velle à  donner.  Une  remarque  doit  cependant  être  faite  pour  le 
cas  où  A  serait  un  point  de  ramification.  Soit  (a,  6)  ce  point;  on 
sait  que  jK — 6  est  développable  suivant  les  puissances  entières 
de  x',  en  posant 

rr'=  ^x  —  a. 

Nous  dirons  que  le  point  (a,  6)  est  un  pôle  pour  une  fonction  F 
uniforme  dans  la  région  considérée  de  la  surface  de  Riemann,  si 
l'on  a,  dans  le  voisinage  de  (a,  6),  le  développement  suivant 

p  __    A  Al  A,„_j       A,„_i 


x'm  x^in-\         '  "  xft 


Ce  développement  représente  bien  une  fonction  uniforme  sur  la 
surface  dans  le  voisinage  de  («,  è),  puisque,  aux  deux  détermi- 
nations de  >Jx  —  a.  correspondent  les  deux  nappes  de  la  surface. 
Il  ne  sera  pas  inutile  de  chercher  la  valeur  de  l'intégrale 


/ 


Fdx 
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le  long  d*un  circuit  C  entourant  (a,  b).  Ce  circuit  aura  la  forine 
cî-dessous  {fig-  49)- 

Fig.  49. 


Dans  le  plan  de  la  variable  x\  le  circuit  précédent  revient  à 
un  circuit  entourant  deux  fois  le  point  x'=.  o,  et  comme  on  a 


/' 


F  dx  =i  1   j    ¥x'  dx\ 
l'intégrale  cherchée  prise  dans  le  sens  positif  sera  égale  à 

On  voit  donc  que  c'est  le  coefficient  doublé  de dans  le  dé- 

*  X  —  a 

veloppement  de  F  qui  jouera  le  rôle  analogue  au  résidu. 

2o.  Ceci  posé,  considérons  une  fonction  F  n'ayant  en  tout 
point  de  la  surface  de  Riemann  qu'une  seule  valeur  et  n'ayant 
d'autres  singularités  que  des  pôles.  Un  exemple  d'une  telle  fonc- 
tion est  donne  par  les  fonctions  rationnelles  de  x  el  y.  Nous  vou- 
lons montrer  qu'il  n'y  en  a  pas  d'antres. 

Désignons  par  u  une  telle  fonction,  elle  aura  nécessairement, 
pour  chaque  valeur  de  x^  m  valeurs  ;/,,  ^/o,  ...,  Um',  et  soient 
aussi  jKi  )  y  21  •  •  •?  y  m  les  différentes  valeurs  dey  correspondant  à 
celte  valeur  de  x  («/  ety/  correspondant  à  un  même  feuillet).  Les 
expressions 


u,yn-i  -f-  w,  j^ï'-»  -^. .  .-f-  u,ny^r' 


seront  des  fonctions  uniformes  de  x  et,  par  suite,  seront  des 
fonctions  rationnelles  de  celte  variable  (Chap.  V,  §  18)  puis- 
qu'elles ne  peuvent  avoir  d'autres  poinls  singuliers  que  des  pôles 
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(le  point  à  l'infini  compris).  Écrivons  donc 


les  R  étant  des  fonctions  rationnelles  de  x.  On  peut  résoudre  ces 
équations  du  premier  degré  en  ;/|,  u^^  .  ..,  u„i\  on  aura  pour 
Tune  de  ces  quantités,  soit  U\ , 

F  étant  rationnelle  en  x^y^^y^^i  . .  •,>'/».  De  plus,  cette  fonction 
est  évidemment  symétrique  par  rapport  à  y^^  y^^  . . . ,  j'wi*  Or  ces 
m  —  1  lettres  sont  racines  de  l'équation  de  degré  m  —  i 

—  \j , 

y  —  yx 

dont  les  coefficients  sont  fonctions  rationnelles  de  x  et^,.  On 
aura  donc  finalement 

cp  étant  rationnelle  en  x  et  j/*i,  et,  par  suite,  on  peut  écrire,  en 
supprimant  les  indices, 

Nous  pouvons  donc  dire  que  toute  fonction  uniforme  sur  la 
surface  de  Rieniann  et  n^ ayant  sur  elle  d'autres  points  singu- 
liers que  des  pôles  est  une  fonction  rationnelle  de  x  et  y. 

26.  Revenons  à  la  surface  de  Riemann  rendue  simplement 
connexe  au  moyen  du  contour  que  nous  avons  désigné  par  K.  Nous 
avons  dit  (§  23)  que  tout  circuit  tracé  sur  la  surface  et  ne  ren- 
contrant pas  K  pouvait,  abstraction  faite  de  chemins  parcourus 
en  sens  contraires,  être  regardé  comme  une  somme  de  circuits 
situés  respectivement  tout  entiers  sur  un  même  feuillet  ou  de  cir- 
cuits enveloppant  un  seul  point  de  ramification  comme  dans  la 
figure  49*  Il  sera  possible  alors  d'appliquer  les  théorèmes  généraux 
de  Cauchy,  relatifs  aux  intégrales  prises  le  long  d'un  contour,  aux 
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circuits  tracés  sur  une  surface  de  Riemann.  Quelques  mots  d'ex- 
plication sont  nécessaires  seulement  pour  les  contours  envelop- 
pant un  point  de  ramification.  Pour  voir,  par  exemple,  que  l'in- 
tégrale prise  le  long  du  circuit  C  de  la  figure  49  est  nulle,  quand 
F  est  une  fonction  uniforme  et  continue  sur  la  surface  àTintérieur 
de  ce  contour,  il  suffit  de  reprendre  légalité  déjà  écrite  plus 
haut 

r  Fdx=zi  Ç  Fx'  dx\ 

et  l'on  est  ramené  dans  le  plan  de  la  variable  x^  au  théorème  or- 
dinaire de  Cauchy. 

Le  théorème  relatif  aux  résidus  garde  absolument  la  même 
forme;  on  aura  soin  seulement,  si  un  point  de  ramification  est 
un  pôle,  d'évaluer  comme  il  a  été  dit  au  paragraphe  24  le  résidu 
de  ce  pôle. 

Pareillement,  la  formule  de  Green  s'appliquera  sur  le  plan 
multiple  comme  sur  le  plan  simple.  En  un  mot,  toutes  les  for- 
mules fondamentales  de  la  théorie  des  intégrales  curvilignes  et 
de  celle  des  fonctions  d'une  variable  complexe  s'appliqueront 
sur  la  surface  de  Riemann  comme  sur  le  plan  simple  de  Cauchy, 
si  on  les  applique  à  des  circuits  ne  traversant  pas  le  contour  K 
qui  rend  la  surface  simplement  connexe. 

En  particulier,  nous  prendrons  souvent,  comme  circuit,  le  cir- 
cuit formé  par  les  deux  bords  de  la  coupure  K.  L'aire  limitée 
par  un  tel  circuit  se  compose  alors  de  la  surface  de  Riemann  tout 
entière.  Dans  l'application  des  théorùnies  de  Cauchy  à  cette  aire, 
il  faudra  avoir  soin  de  considérer  comment  les  fonctions  étudiées 
se  comportent  au  point  à  Finfini  sur  chacun  des  m  feuillets.  On 
pourra  d'une  manière  générale  détacher  de  l'aire  ces  m  points  à 
l'infini  en  traçant  sur  chacun  des  feuillets  des  circonférences  de 
très  grand  rayon,  et  l'on  envisagera  la  portion  de  la  surface  de 
Riemann  limitée  par  K  et  ces  m  circonférences;  il  n'y  aura  plus 
qu'à  faire  augmenter  ensuite  les  rayons  de  celles-ci  indéfiniment. 

27.  Appliquons  les  considérations  générales  qui  précèdent  à  la 
démonstration  du  théorème  suivant,  (jui  est  d'une  application 
constante  :  Toute  fonction  nnifornie  sur  la  surface  de  Rie 
niann  et  restant  toujours  finie  se  réduit  à  une  constante. 
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Nous  supposons  donc  que,  pour  une  fonction  F  n'ayant  qu'une 
seule  valeur  en  chaque  point  de  la  surface,  tous  les  points  de 
celle-ci  soient  des  points  ordinaires  (y  compris  les  points  à  Tin- 
fini).  Posons 

F  =  u-\-  tV, 

et  appliquons  la  formule  préliminaire  de  Green*  (Chap.  I,  §  8), 
en  y  faisant 

U=V=M, 

et  en  l'étendant  à  l'aire,  dont  j'ai  parlé  plus  haut,  limitée  par  K  et 
les  m  circonférences  de  très  grand  rayon,  dont  nous  désignerons 
Tcnserable  par  G.  Nous  avons  ainsi 

//[(ë)'-(^")>^--X«S*-x«^- 

Or  la  première  des  intégrales  du  second  membre  est  manifeste- 
ment nulle,  puisque  les  dérivées  -j-f  pour  les  éléments  correspon- 
dants ds  sur  l'un  et  l'autre  bord  de  la  coupure  K,  étant  de  signes 
contraires,  et  u  ayant  la  même  valeur,  les  éléments  de  l'intégrale 
se  détruisent  deux  à  deux.  Quant  à  la  seconde  intégrale,  elle  ten- 
dra vers  zéro  quand  les  rayons  des  circonférences  augmenteront 
indéfiniment.  On  a,  en  effet,  pour  z  très  grand  sur  un  certain 
feuillet  (nous  appelons  ici  z  la  variable  complexe  et  nous  posons 
z  =  X  -h  iy  :  aucune  confusion  n'est  à  craindre  avec  les  notations 
des  paragraphes  précédents) 

u  -h  w  =  A  -\ h 

z 

Il  en  résulte  que  les  dérivées  premières  de  u  et  v,  et  par  suite  -7-9 
sont,  pour  z  très  grand  et  de  module  p,  des  infiniment  petits  com- 
parables à  —  •  Or  ds  contient  seulement  p  en  facteur;  il  en  résulte 
que  la  seconde  intégrale  tendra  vers  zéro  avec  -•  Par  suite, 

//[(ë)'-(l)>^-°' 

rintégrale  étant  étendue  à  toute  la  surface.  La  fonction  u  et,  par 
suite,  la  fonction  ç^,  sont  des  constantes  ;  ce  qui  démontre  le  théo- 
rème. 


iltMi 
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28.  Je  terminerai  en  démontrant  une  inégalité  fondamentale 
due  à  Riemann,  qui  va  jouer  un  rôle  capital  dans  la  théorie  des 
intégrales  abéliennes.  Si  u-\-iv  représente  une  fonction  analytique 
uniforme  et  continue  sur  une  certaine  portion  de  la  surface  de 
Rieraann  limitée  par  un  circuit  F,  ne  rencontrant  toujours  pas  le 
contour  K,  on  a,  d'après  la  formule  préliminaire  de  Green,  déjà 
écrite  plus  haut, 

//[(ë)-*(|)']-*=-X4:-. 

la  dérivée  -j-  étant  prise  dans  le  sens  de  la  normale  intérieure. 

Or,  on  a,  comme  nous  l'avons  déjà  vu  à  diverses  reprises 
(Chap.X,  §6), 

du  _       dv 

dn  ~       ds 

-r  désignant  la  dérivée  de  v  dans  le  sens  positif  sur  le  contour  F. 
Nous  pouvons  donc  écrire 

l'intégrale  curviligne  dans  le  premier  membre  étant  prise  dans 
le  sens  positif.  L'inégalité 

/  udv^  o 

est  alors  évidente  :  c'est  elle  que  nous  voulions  établir.  Elle  exclut 
complètement  l'égalité  à  moins  que  u  -\-  iv  ne  se  réduise  à  une 
constante. 

Nous  aurons  bientôt  à  appliquer  celte  Inégalité  au  contour  K, 
mais  il  faudra  toujours  dans  ce  cas,  si  Ton  veut  être  complet, 
considérer  d'abord  la  portion  de  la  surface  de  Kiemann  limitée 
par  R  et  les  m  circonférences  C  dont  nous  avons  parlé  plus  haut  ; 
on  fera  augmenter  ensuite  indéfiniment  le  rayon  de  ces  dernières. 
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DES  INTÉGRALES  ABÉLIENNES. 


I.  —  De  la  périodicité  des  intégrales  abéliexmes. 

1.  On  désigne  sous  le  nom  à^ intégrales  abélicnnes  les  inlé- 
icralcs  de  la  forme 


J?.(x,y)dx, 


K(:r,  y)  éiant  une  fonction  rationnelle  de  x  ely.  Nous  avons  déjà 
fait,  à  ce  point  de  vue  élémentaire,  une  réduction  de  ces  inté- 
«^rales  (t.  I,  p.  5o);  c'est  de  leurs  déterminations  multiples  que 
nous  devons  maintenant  nous  occuper.  Nous  écrirons  l'intégrale 
sous  la  forme 

(r)  /        K{x,y)dx, 

indiquant  par  les  limites  inférieure  et  supérieure  (j^oj^o)  ^^  {^ty) 
les  points  de  départ  et  d'arrivée  de  la  courbe  d'intégration  sur  la 
surface  de  Kiemann. 

Nous  partagerons  ces  intégrales  en  deux  catégories  différentes. 
La  fonction  K(x,  jk)  aura  nécessairement  des  pôles;  dans  le  voi- 
sinage d'un  tel  point  a^  on  développera  R  suivant  les  puissances 

entières  de  {x  —  a)  [ou  de  [x  —  ay  si  le  pôle  considéré  était  un 

point  de  ramification].  L'intégration  pourra  introduire  des  termes 
en  log(^  —  à).  Si,  pour  aucun  pôle  de  R,  il  n'y  a  de  terme  loga- 
rithmique, et  si,  de  plus,  le  point  à  l'infini  dans  chacun  des  feuil- 
lets ne  donne  pareillement  dans  l'intégration  aucun  terme  loga- 
P  —  II.  28 
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rilhmique,  nous  diroos  que  Tintëgrale  est  de  la  première  catégorie  ; 
elle  sera  de  la  seconde  catégorie  si  un  des  pôles  au  moins  donne 
un  terme  logarithmique. 

2.  Plaçons-nous  d'abord,  pour  l'étude  des  délermioatioBS  mul- 
tiples de  rintégrale /^i),  dans  rhvpothèse  où  celle-ci  serait  de  la 
première  catégorie.  Nous  reprenons  sur  la  surface  de  Riemann  S 
le  contour  K  étudié  au  Chapitre  précédent,  au  mo}en  duquel  la 
surface  a  été  rendue  simplement  connexe.  Considérons  sur  S  un 
circuit  quelconque,  ne  rencontrant  pas  K  et  ne  passant  pas  par 
un  pôle  de  R(Xy  j').  Diaprés  ce  que  nous  avons  vu  à  la  fin  du 
Chapitre  précédent,  V intégrale  prise  le  long  de  ce  circuit  sera 
nulle. 

Cette  remarque  faite,  la  recherche  des  déterminations  multiples 
de  l'intégrale  (i)  supposée  de  la  première  catégorie  ne  présente 
aucune  difficulté.  Le  contour  K  est  formé  des//  systèmes  de  ré- 
trosections  C  et  D,  et  de  />  —  i  lignes  joignant  entre  elles  ces 
systèmes  de  rétrosections;  nous  désignerons  par  E  ces  dernières 
lignes  qui,  on  se  le  rappelle,  sont,  comme  les  C  et  D,  des  cou- 
pures ou  lignes  doubles.  Un  chemin  L,  tracé  arbitrairement  sur 
la  stirface  S  et  joignant  (j^ojj^o)  à  ( jf,  j^),  pourra  rencontrer  le 
contour  K  en  un  certain  nombre  de  points.  Cherchons  la  difle- 
rence  de  la  valeur  de  Finlégrale  (i),  quand  on  suit  le  chemin  L, 
et  de  sa  valeur  quand  on  va  de  {xq^  y^)  à  (x,  y)  sans  traverser  K 
(cette  dernière  valeur  est  enlièreracnl  déterminée).  Considérons 
un  quelconque  des  points  de  rencontre  de  L  avec  K,  cl  dcsi*jnons 
ce  point  para  et  par  6,  suivant  que  nous  le   regardons  comme 
appartenant  à  l'un  ou  l'autre  côté  de  la  coupure,  le  point  a  étant 
le  point  que  rencontre  d'abord  le  chemin  L.  La  différence  que 
nous  cherchons  sera  égale  à  la  somme  des  intégrales  prises  pour 
chaque   point  (a,  b)  quand  on  va  àe  b  en  a  sans  traverser  R; 
en  effet,  la  seconde  de  nos  deux  intégrales  peut  être  considérée 
comme  obtenue  en  suivant  le  même  chemin  que  pour  la  première, 
sauf  que,  au  lieu  d'aller  de  a  en  6  en  franchissant  la  coupure,  on 
va  de  a  en  6  sans  traverser  K.  Il  résulte  de  cette  remarque  capi- 
tale que  nous  avons  seulement  à  étudier  les  valeurs  de  l'intégrale 
quand  on  va  d'un  point  de  la  coupure  Iv  au  point  correspondant 
Srur  l'autre  coté  sans  traverser  cette  coupure  qui,  nous  le  répétons, 
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rend  la  surface  simplement  connexe.  Tout  d^abord,  si  le  point 
(ctf  b)  est  sur  une  ligne  E,  la  valeur  cherchée  de  l'intégrale  sera 
nulle;  on  le  voit  tout  de  suite  en  se  reportant  à  la  surface  à/?  trous 
dans  l'espace  :  on  peut  aller  de  6  en  a  en  restant  sur  le  contour  K, 
et,  dans  ce  trajet,  les  éléments  correspondants  de  K  sur  l'un  et 
l'autre  bord  de  celle  coupure  sont  parcourus  en  sens  inverse, 
puisqu'il  en  est  ainsi  pour  le  parcours  complet  sur  une  quelconque 
des  rélroseclions  {fig  5o).  Supposons  ensuite  que  le  point  (a,  b) 
soit  sur  une  ligne  C. 

11  suffit  de  suivre  les  flèches  sur  la  figure  5o  pour  voir  que  l'in- 
tégrale prise  de  6  en  a  sera  égale  à  l'intégrale  prise  le  long  de  la 

Fi  g.  5o. 


seconde  partie  D  de  la  rétrosection,  dans  un  sens  convenable. 
Pareillement,  si  le  point  (a,  b)  était  sur  D,  la  valeur  cherchée 
serait  égale  à  l'intégrale  prise  dans  un  sens  convenable  le  long 
de  C.  Nous  avons  donc  à  introduire  les  valeurs  de  l'intégrale  (i) 
prise  le  long  des  lignes  C  et  D.  Si  l'on  a  fixé  sur  chacune  des 
lignes  C  et  D  un  sens  déterminé,  nous  désignerons  par 

Ci    et     di 

les  valeurs  des  intégrales,  prises  respectivement  dans  ce  sens,  sur 

D,    et    G/, 

de  telle  sorte  que  di  désigne  la  difl*érence  des  valeurs  de  l'inté- 
grale quand  on  va,  sans  traverser  R,  d'un  point  arbitraire  à  deux 
points  se  correspondant  sur  l'un  et  l'autre  bord  de  D/.  La  difl^é- 
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rence  que  nous  nous  proposions  d'obtenir  est  de  la  forme 

i=P 
(2)  2(m/c/-4-/i/<f/), 

1  =  1 

les  m/  et  ni  étant  des  entiers  positifs  ou  négatifs.  En  résumé,  les 
diverses  déterminations  de  l'intégrale  (i)  diffèrent  entre  elles 
d'une  somme  de  multiples  des  constantes  a  et  di.  On  donne  à 
ces  2/>  constantes  le  nom  de  périodes  de  l'intégrale.  On  désigne 
souvent  ces  périodes  sous  le  nom  de  périodes  cycliques. 

3.  Nous  avons  supposé  que  l'intégrale  était  de  la  première  ca- 
tégorie. Les  mêmes  considérations  peuvent  être  employées,  avec 
quelques  modifications  seulement,  pour  l'étude  des  déterminations 
multiples  des  intégrales  de  la  seconde  catégorie.  Admettons  donc 
que  l'intégrale  ait  un  certain  nombre  de  points  singuliers  loga- 
rithmiques, que  nous  supposerons  d'abord  n'être  pas  situés  en 
un  point  de  ramification  de  la  surface  de  Riemann  S.  Entourons 
chacun  des  points  de  ramification  d'une  courbe  infiniment  petite 
et  joignons  chacun  de  ces  contours  au  contour  K  par  une  ligne 
double  /.  Nous  obtenons  ainsi  sur  S  un  nouveau  contour  K',  formé 
de  K  et  des  lignes  /  que  nous  venons  d'adjoindre,  y  compris  les 
courbes  infiniment  petites  autour  de  chacun  des  points  singuliers 
logarithmiques.  Nous  raisonnerons  sur  K'  comme  nous  avons  rai- 
sonné sur  K.  Quand  le  chemin  L  rencontre  une  ligne  /,  il  s'intro- 
duit, dans  la  diflerence  considérée  plus  haut,  la  valeur  de  Tinlégrale 
prise  le  long  de  la  petite  courbe  enveloppant  le  point  singulier  loga- 
rithmique correspondant.  Aux  périodes  cycli([ues  viennent  donc 
s'ajouter  des  périodes  d'une  autre  nature  provenant  des  points 
singuliers  logarithmiques.  Si  l'on  désigne  par  A  le  résidu  corres- 
pondant au  pôle  de  R  (j:*,  y)  qui  donne  par  l'inlégration  un  point 
singulier  logarithmique,  on  aura  évidemment,  pour  la  diflerence 
cherchée  de  deux  déterminations  de  Tintégrale, 

^  {nijCj  -t-  iiidj)  -4-  27:  f  ^ /?  A, 

les/?  étant  des   entiers  positifs  ou  négatifs.  Les  périodes  irziX 
sont  dites  des  périodes  polaires. 
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L'inlégration  le  long  de  R'  conduit  à  une  égalité  importante. 
D'après  la  remarque  générale  du  §  2,  cette  intégrale  est  nulle;  or 
rinlégrale  le  long  de  K  est  manifestement  nulle,  puisque  les  élé- 
ments se  détruisent  deux  à  deux.  11  reste  donc  la  relation  fonda- 
mentale 

(3)  2^=^- 

4.  On  a  supposé  que  les  pôles  de  R(ar,^)  auxquels  correspon- 
dent des  logarithmes  n'étaient  pas  des  points  de  ramification.  Les 
raisonnements  précédents  s'appliquent  sans  modification  à  ce 
cas;  rappelons  seulement  quelle  sera  la  signification  du  résidu 
correspondant  (Chap.  XllI,  §  24).  On  a  ici  le  développement 


K{x,y)  = 


{x  —  ay 

D'autre  part,  un  contour  infiniment  petit  autour  du  point  de 
ramification  tournera  deux  fois  autour  de  a  dans  le  plan  simple, 
et,  par  suite,  le  résidu  correspondant  à  ce  point  de  ramification 
devra  être  pris  égal  à  2L;  quand  le  pôle  de  R(j7,  j^)  sera  un  point 
de  ramification,  on  devra  prendre,  dans  l'application  de  l'éga- 
lité (3), 

II.  —  Le  théorème  d'Abel. 

o.  Âbel  a  donné  sur  les  intégrales  de  différentielles  algébriques 
une  proposition  fondamentale,  sur  laquelle  sont  revenus  un  grand 
nombre  de  géomètres.  Nous  allons,  pour  le  moment,  nous  borner 
à  la  faire  connaître,  sous  la  première  forme  que  lui  a  donnée  le 
grand  géomètre  norvégien,  dans  son  Mémoire  célèbre  sur  une 
propriété  générale  d'une  classe  très  étendue  de  fonctions 
transcendantes  (*).  Sous  cette  forme,  le  théorème  paraît  tout  à 
fait  élémentaire,  et  il  n'y  a  peut-être  pas,  dans  l'histoire  de  la 
Science,  de  proposition  aussi  importante  obtenue  à  l'aide  de  consi- 
dérations aussi  simples. 

('  )  Œuvres  complètes  cfAbel,  t.  I,  p.  i45. 
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Partons  toujours  de  la  relation  algébriqoe 

(4  J  i  T.  Y  *  =  €», 

et  soit  considérée  one  famille  de  coorbes  algébriques 

i>  /^jr.  j'.  <!;,  aj ar=**. 

dépendant  de  r  paramètres  arbitraires  a^ .  a« 'ir-  On  suppose 

que  /.  contienne  rationnellement  ces  paramètres.  Les  courbes  (4^ 
et  (5)  ont  un  certain  nombre  de  points  communs  en  nombre  ul 


(Tx,    l'i  •-       I -Tj,    >'•  1. 


^?-  -'  ?    - 


variables  avec  les  arbitraires  a.  Les  x,.  jrs -r^  sont  racines 

d'une  certaine  équation  de  degré  ;jl 

«6)  4»x. /ïj.aj f/;.  I  =r  o. 

dont  les  coefflcienls  sont  rationnels  par  rapport  au3^  a.  et.  si  les 
axes  nWcupent  aucune  position  particulière  par  rapport  aux  deux 
courbes,  on  peut  toujours  admettre  que  la  valeur  corres|>oodante 
de  y  est  donnée  par 

rS  étant  rationnelle  en  jr,  /^/, , ^  ar- 

Ceci  posé,  prenons  une  intégrale  abélienne  quelconque 

et  formons  la  somme 


Cette  somme  est  déterminée,  à  une  somme  de  multiples  près 
des  périodes  polaires  on  cycliques  de  l'intégrale,  périodes  indé- 
pendantes des  a.  L'objet  du  théorème  d'Abel  est  de  déterminer  la 
nature  de  cette  somme  envisagée  comme  fonction  des  para- 
mètres a.  En  désignant  par  la  lettre  o  une  diflérenlielle  totale  par 
rapport  à  ces  paramètres,  nous  aurons 
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Or,  en  diflTérentiant  la  relation  (6),  on  calcule  de  suite  8j:,, 
oj^2î  .  .  .j  2^ti-  En  substituant  dans  l'expression  de  8S  et  rempla- 
çant les  j'  par  leurs  valeurs  ^,  on  aura  pour  coefficient  de  o^i  une 
fonction  rationnelle  de  :r,,  .  ..,  j:^.  et  des  a;  de  plus,  elle  sera 
évidemment  symétrique  par  rapport  aux  jr,  et,  par  suite,  le  coef- 
ficient de  Sa,  sera  une  fonction  rationnelle  des  «,  et  il  en  est  de 
même  des  autres  coefficients.  On  a,  par  suite, 

oS  =  Pi(rti,  ...,ar)oai-hPi(aiy ...,  a^.)  oa, -f-...-f- P,.(ai,  at,  ...,ar)oa,., 

les  P  étant  des  fonctions  rationnelles  de  a,,  «o,  . . .,  fir^. 

L'égalité  précédente  constitue  le  théorème  d'Abel  sous  sa 
forme  primordiale  :  elle  exprime  que  S  est  une  fonction  algé- 
hrico-logarithmique  des  paramètres  a.  En  effet,  l'intégration  de 
la  dilTérentielle  totale  qui  figure  au  second  membre  conduira  né- 
cessairement à  une  expression  de  la  forme 

les  A  désignant  des  constantes,  cp  et  les  ^  représentant  des  fonc- 
tions rationnelles  des  a. 

On  peut  donner  des  formes  plus  précises  à  Ténoncé  du  théo- 
rème d'Abel;  nous  y  reviendrons  à'ia  fin  de  ce  Chapitre. 

6.  Nous  considérerons  dans  un  moment,  sous  le  nom  d'm^é- 
gralcs  de  première  espèce j  les  intégrales  abéliennes 

restant  finies  pour  tout  point  (j7,  y)  de  la  surface  de  Riemann. 
Cherchons  ce  que  devient,  pour  une  telle  intégrale,  le  théorème 
d'Abel.  La  fonction  algébrico-logarithmique  des  a  qui  représente 
S  devra  rester  finie  pour  toute  valeur  finie  ou  infinie  des  para- 
mètres a,  puisque  S  reste  lui-même  toujours  fini.  Or  une  fonc- 
tion de  la  forme 

où  o  et  les  ^  représentent  des  fonctions  rationnelles  de  a  et  les  A 
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des  constantes,  ne  peut  rester  finie  pour  toute  valeur  finie  ou  in- 
finie du  paramètre  a  que  si  elle  se  réduit  à  une  constante.  Il  en 
résulte  que  la  somme  S  ne  dépend  pas  des  paramètres  a. 

On  peut,  par  suite,  pour  les  intégrales  de  première  espèce, 
énoncer,  sous  la  forme  suivante,  le  théorème  d'Abel  :  La  somme 


y)dx, 


oà  {Xfi'i  yn)  désignent  les  points  de  rencontre,  variables  avec 
les  a,  des  courbes  (i)  et  (^)  ne  dépend  pas  de  ces  paramètres. 
Elle  a  une  valeur  constante,  abstraction  faite,  bien  entendu,  de 
sommes  de  multiples  de  certaines  périodes  fixes  qu'on  peut  tou- 
jours introduire  en  faisant  varier  le  chemin  qui  va  de  (xo,  ^o)  '^ 
{xnt  yn)'  tie  cas  particulier  du  théorème  d'Abel  joue  dans  la  théo- 
rie des  courbes  algébriques  un  rôle  fondamental.  On  peut  encore 
le  mettre  sous  la  forme  suivante 

les  d  désignant  des  différentielles  totales  par  rapport  aux  para- 
mètres a. 


III.  —  Des  intégrales  de  première  espèce.  Nombre  de  ces  inté^ales 
linéairement  indépendantes. 

7.  Les  intégrales  que  nous  avons  désignées  sous  le  nom  iVin- 
tégrales  de  la  première  catégorie  peuvent  se  diviser  en  deux 
espèces.  Les  intégrales  de  première  espèce  sont  celles  qui  restent 
finies  en  tout  point  de  la  surface  de  Riemann.  Les  intégrales  de 
seconde  espèce  deviennent  infinies  an  moins  en  un  point;  elles 
n'ont  d'ailleurs  pas  de  points  singuliers  logarilliniiques,  et  les 
points  011  elles  deviennent  infinies  sur  la  surface  de  Riemann  sont 
des  pôles. 

Nous  allons  nous  occuper  dans  celle  section  des  intégrales  de 
première  espèce.  (Cherchons  tout  d'abord  la  forme  nécessaire 
d'une  telle  intégrale  dont  Texistence  n'est  pas  évidente  a  priori. 
D'après  ce  que  nous  avons  dit  (t.  1,  p.  6>.),  toute  intégrale  abo- 
lienne  peut  se  mettre  sous  la  forme  d'une  sonnne  d'intégrales  de 
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la  forme 

r  VJT.  y)dx  rq(T,jr)d.r 

J   (^-a;Vr'     J  J'y         ' 

P  et  Q  étant  des  polynômes  de  degré  quelconque  en  x  et  y.  La 
première  intégrale  pourrait  devenir  infinie  pour  x  =  a'y  aucune 
autre  intégrale,  dans  la  somme  qui  forme  l'intégrale  étudiée,  ne 
pouvant  devenir  infinie  pour  a:  =  a,  il  n'est  pas  possible  qu'il  y 
ait  de  réduction,  et,  par  suite,  toute  intégrale  du  type 


/ 


P(x,y)dx 


se  présentant  dans  la  somme,  doit  rester  finie  pour  x  =  a.  Nous 
avons  donc  à  chercher  à  quelles  conditions  l'intégrale  précédente 
restera  finie  pour  x  =  a.  Enonçons  tout  de  suite  le  résultat  :  il 
faut  que 

puisse  se  mettre  sous  la  forme  d'un  polynôme  en  x  et  y,  en  sup- 
posant, bien  entendu,  x  et  y  liés  par  la  relation  /{x,  y)  =  o. 

Pour  le  démontrer,  nous  avons  à  distinguer  différents  cas  sui- 
vant que  la  droite  x  =  a  rencontre  la  courbe  en  m  points  dis- 
tincts, lui  est  tangente  ou  passe  par  un  point  multiple.  Dans  le  pre- 
mier cas,  il  est  clair  que  le  polynôme  P(:r,  y)  devra  s'annuler 
pour 

en  désignant  par  yt^  y^j,^  . .  . ,  y  m  les  ordonnées  des  m  points  de 
rencontre  de  ^  :=  a  avec  la  courbe /(j?,  y^  =  o.  Il  en  résulte  que 


peut  se  mettre  sous  la  forme  d'un  polynôme  en  x  et  y.  On  peut 
s'en  convaincre  en  écrivant 

^\^,y)  =  ^'{fi^y)^^^  —  a)^{x,y), 
o  étant  un  polynôme;  or  P(rt,  y)  sera  divisible  par 
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et  comme,  d'autre  part,  on  a 

f{x,  y)  =  (  V  —  yy  ). .  .(y  —  y„t)  -i-  (x  —  a)^i(x,  y)  =  o, 

le  résultat  énoncé  devient  évident.  On  sera  donc  ramené  à  une 
forme  analogue,  où  a  est  remplacé  par  a — i ,  et,  en  conlinuant 
ainsi  de  proche  en  proche,  on  sera  ramené  au  cas  où  le  dénonaina- 
teur  a  disparu. 

Soit  maintenant  la  droite  x  =  a  tangente  à  la  courbe.  Nous 
avons  alors  les  ordonnées 

ri,    yt,     Vm-i» 

dont  la  première  est  supposée  correspondre  au  point  de  contact. 
On  aura  d'abord  nécessairement 

V(a.y,)  =  P(flr,  vj)=...=  P{a,  j',„_,  )  ^  o. 

mais  je  dis  de  plus  que  Vi  doit  êlre  racine  double  de  P(«,  y);  on 
voit  en  effet  tout  de  suite,  dans  Tliypothèse  contraire,  que  l'inté- 
grale devient  infinie  pour  J7  =  6r,  y  =  y^,  Le  polynôme  P{ar,  y) 
est  donc  divisible  par 

(y — yxY-iy  —  yt)-  "(y  —  ym-x). 
et  comme  on  peut  écrire 

f(^,y)  =  (y  —  yiYiy  —  yi)--  -(y  —  ym-i  )-+-(./-  —  «)  -li^r,  y)  =  o. 

^  étant  un  polynôme,  il  en  résulte  encore  que 

^(^r,y) 
X  —  a 

pourra  se  mettre  sous  la  forme  d'un  polynôme  en  r  el  y^  et  Ton 
peut  achever  le  raisonnement  comme  plus  haut. 

Il  ne  nous  reste  plus  qu'à  supposer  que  la  droite  .r=:^  passe 
par  un  point  multiple  d'ordre  /.  Ce  point  est  par  hypothèse  à 
tangentes  distinctes,  et  Ton  peut  supposer  qu'aucune  d'elles  n'est 
parallèle  à  Oy, 

Désignons  par  j^,,  >%,  ...,  .>'/«_/  les  ordonnccs  des  points 
simples  de  rencontre  de  la  droite  x  =:.  a  avec  la  courbe,  el  soit 
(a,  b)  le  point  multiple.  On  montrera  encore  que  P(^,  y)  s'an- 


'i 
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nule  pour  b^  j,,  y^^  .  . .,  ym-i'  De  plus,  b  doit  être  racine  mul- 
tiple d'ordre  «pour  P(«,  y)]  sinon  l'intégrale  deviendrait  infinie 
au  point  multiple,  quand  {^Cjy)  se  rapproche  de  ce  point,  sur 
une  au  moins  des  i  branches  qui  s'y  croisent.  Pour  le  voir  bien 
nettement,  écrivons 

1*(^,  y)  =  \'{a,y)  -\-{x-^a)  x(a7,  y). 

Si  le  développement  de  P(«,  y)  suivant  les  puissances  de  {y  —  b) 
ne  commence  pas  un  terme  de  degré  au  moins  égal  à  i,  il  y  aura 
certainement,  dans  un  au  moins  des  développements  de  V{x^y) 
relatifs  aux  diverses  branches,  un  terme  de  degré  moindre  que  «en 
./'  —  a.  L'intégrale  deviendrait  certainement  alors  infinie  au  point 
multiple  pour  une  au  moins  des  i  branches.  La  démonstration 
s'achève  alors  tout  de  suite  en  remarquant  que  l'équation  de  la 
courbe  peut  s'écrire 

(y  —  ^Yiy  —y\  )•  •  -{y  —  ym-t)  h-  (a^  —  «)  ^{x,  y)  =  o\ 

d'où  il  résulte  que 

P(^,r) 


est  un  polynôme  en  x  et  y,  et  la  réduction  s'effectue  de  proche 
en  proche. 

En  résumé,  les  intégrales  de  première  espèce  sont  nécessaire- 
ment de  la  jorme 

Q(x,y)dT 

J'y  ' 


/■ 


Q(^?  jO  é^<^i^^  un  polynôme. 

8.  Cherchons  donc  à  quelles  condition^  ces  dernières  intégrales 
resteront  finies  sur  toute  la  surface  de  Riemann.  Elles  pourraient 
devenir  infinies  pour  les  points  correspondant  à 

Ces  points  sont  de  deux  sortes.  Il  y  a  d'abord  les  points  de  rami- 
fication :  mais  on  voit  tout  de  suite  que  l'intégrale  restera  finie  en 
un  tel  point  («,  b).  On  a  en  effet,  en  ce  point,  d'après  nos  hypo- 


444  CHAPITRE    XIV, 

thèses  qu'il  csl  inutile  de  rappeler,  le  développement 

/J.  =  A(x-a)5-r-..., 
A  étant  différent  de  zéro;  l'intégrale  reste  donc  finie. 

Il  y  a  en  second  lieu  les  points  multiples.  On  a  ici  pour  chaque 
branche  un  développement  de  la  forme 

Donc  Q(^,J^)  devra  contenir  en  facteur  (x  —  a)'"*  quand  on 
substituera  à  y  les  «développements  relatifs  aux  i  branches.  Par 
suite,  Q(^i  J')?  développée  suivant  les  puissances  de  x  —  a  et 
y  —  6,  devra  commencer  par  un  terme  de  degré  i  —  i  ;  en  d'autres 
termes,  la  courbe 

aura  le  point  {a^b)  comme  point  multiple  d'ordre  i — i.  Celte 
condition  est  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'intégrale  reste 
finie  en  (a,  b). 

Il  faut  maintenant  considérer  les  points  à  l'infini.  Nous  pou- 
vons, en  nous  servant  de  l'équation  y=  o,  mettre  (^{x^y)  sous 
la  forme 

Q(^,r)  =  ?i(y).r'""*-+-9î(-^).v'«-2-4-...-H9m(r), 

les  o  étant  des  polynômes  en  x  de  degré  quelconque.  Pour  x  très 
grand,  nous  avons  d'ailleurs  les  développements 

y  =  kiX  -I-  a/  4-  ~  H-  . .  .  (  t  =  I  ,•.'.,,..,/>/  ), 

les  ki  étant  tous  différents.  Il  en' rcsulte  que,  pour  toute  branche 
de  la  courbe  à  l'infini,  le  produit 

(7)  ^^^.^ 

J  y 

ne  pourra  pas  rester  fini  quand  x  grandira  indéfiniment,  si  es,  et  c^o 
ne  sont  pas  identiquement  nuls.  A  la  vérité,  ceci  pourrait  arriver 
pour  certaines  branches,  mais  non  pour  toutes,  sans  (|ue  '^,  et  csa 
fussent  nuls  identiquement,  pulsqu'cn  posant  j- =  A\r  les  coeffi- 
cients des  diverses  puissances  de  x  dans  le  développement  de  (^) 
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sont  des  polynômes  de  degré  m  —  i  en  k.  Or  on  exprime  la  con- 
dition nécessaire  et  suffisante  pour  que  Tintéçrale  reste  finie  pour 
;r  =  00,  en  écrivant  que  l'expression  (7)  reste  elle-même  finie.  On 
doit  donc  avoir 

les  o  étant  des  polynômes.  En  raisonnant  de  la  même  manière, 
on  volt  tout  de  suite  que  ©o  ^o^^  se  réduire  à  une  constante,  0|  à 
un  polynôme  du  premier  degré,  et  ainsi  de  suite.  Par  conséquent, 
Q(^,  y)  est  un  polynôme  de  degré  m  —  3  en  J7  et  y. 

En  résumé,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'in- 
tégrale 


f 


fy 

soit  de  première  espèce  peut  être  ainsi  formulée  :  Q(.r,  y)  est  un 
polynôme  de  degré  m  —  i  en  x  et  y  et  la  courbe 

a  pour  points  multiples  d^ ordre  i — i    les  points  multiples 
d'' ordre  i  de  la  courbe  J. 

9.  Un  premier  point  très  important  est  relatif  au  nombre  des 
intégrales  de  première  espèce  linéairement  indépendantes.  Que 
doit-on  entendre  d'abord  par  intégrales  linéairement  indépen- 
dantes? Soient 

r'^' ^^  q,{x,y)dx  r^'-' ^ ^  q,{x,y)dx  r'^'' '''  Qr(x,y)dx 

/       r '     /       r '    ""     /       r 

r  intégrales  de  première  espèce.  Nous  dirons  qu'elles  sont  linéai- 
rement indépendantes  si  Ton  n'a  pas  entre  elles  de  relations 

les  A  étant  des  constantes.  Ceci  revient  à  dire  que  l'on  n'aura  pas 
d'identité  de  la  forme 

(8 )  AiQiCa-,  y)  -T-. .  .4-  A^Q^(ar,  y)  =  o, 

(les  A  étant  constants),  pour  tout  point  (x,y)  de  la  courbe/. 
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D'ailleurs  si  Ton  a  des  polynômes  Q  pour  lesquels  une  identité 
de  la  forme  précédente  ne  puisse  avoir  lieu  quand  x  ç^X.  y  sont  re- 
gardées comme  des  variables  indépendantes,  il  ne  pourra  exister 
entre  eux  une  telle  idenlité  quand  le  point  (j^,  J')  sera  quelconque 
sur  la  courbe  y*;  c'est  une  conséquence  nécessaire  de  Tirrëducti- 
bilité  de  celte  dernière  et  de  ce  que  le  degré  des  Q  est  inférieur 
à  ni.  On  peut  donc  dire  que  les  intégrales  sont  linéairement  indé- 
pendantes si  les  poljnomcs  Q  à  deux  variables  indépendaoles 
X  tX.  y  sont  linéairement  indépendants,  c'esl-à-dire  s'il  n'exisle 
pas  entre  eux  de  relations  de  la  forme  (8)  où  les  A  soient  des 
constantes. 

Cette  définition  posée,  remarquons  que  :  avoir  un  point  mul- 
tiple d'ordre  i —  i  en  un  point  donné  revient  pour  une  courbe  à 

iii  —  i) 

'X 

conditions.  Or  le  poljnome  général  de  degré  m  —  3  renferme 
coellicients,  et  nous  avons  entre  eux  un  nombre 


2 


d'équations  de  conditions  égal  à 

a/ désignant,  comme  précédemment,  le  nombre  des  points  mul- 
tiples d'ordre  i.  Si  l'on  suppose  que  ces  conditions  ne  se  rédui- 
sent pas  à  un  nombre  moindre,  on  aura 

(  ///  —  i)  (///  —  >. )       XT'       i(i  —  i)  .         .     ,. 
; y   oLi 9      c  est-a-(lire  p 

intégrales  de  première  espèce  linéairement  indépendantes. 

Pour  énoncer  la  conclusion  précédente,  nous  avons  dû  supposer 
qu'il  n'y  avait  pas  de  réduction  dans  le  nombre  des  coefficients. 
En  toute  rigueur,  nous  pouvons  seulement  dire  pour  le  moment 
que  le  nombre  des  intégrales  linéairement  indépendantes  est  au 
moins  égal  à  p. 

10.  Le  résultat  précédemment  énoncé  est  cependant  exact 
sans  restriction.  Il  est  nécessaire  de  le  démontrer  en  toute  ri- 
gueur :  c'est  ce  que  nous  allons  faire  en  nous  servant  du  tbéo- 
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rème  d'Abel  (').  Supposons  qu'il  y  ail  plus  de  p  intégrales  de 
première  espèce  linéairement  indépendantes.  Je  prends  p  points 
arbitraires  «i,  a^^  . ..,  Up  sur  la  courbe  /;  par  ces  points  passe 
au  moins  une  courbe  Q,  puisque,  dans  l'hypothèse  où  nous  nous 
plaçons,  la  courbe  générale  Q  renferme  au  moins  p  -f-  i  coeffi- 
cients arbitraires.  Or  toute  courbe  Q  rencontre,  en  dehors  des 
points  multiples,  la  courbe  f  en 

m(//i  —  3)  —  ^a,ï(t  — i)     ou     xp  —  2  points. 

La  courbe  Q  passant  par  ai,  «2,  . .  •^ap  rencontre  donc,  en  de- 
hors des  points  multiples,  /en  p  —  2  points,  que  nous  désignerons 
par  6i,  62?  •  • .?  ^p-.2'  Pi*r  ces  derniers  points,  passe  un  faisceau 
F  de  courbes  Q  comprenant  en  particulier  la  courbe  d'abord  con- 
sidérée. Appliquons  le  théorème  d'Abel  aux  points  de  rencontre 
variables  du  faisceau  F  avec  la  courbe  /.  Nous  aurons,  en  dési- 
gnant ces  points  par 

et  prenant  p  polynômes  Qi,  Q2,  .  . .,  Q/>  linéairement  indépen- 
dants, 

Qii^x, y\) dx^      Qi(T2y  n)dxi  Qt(^p,yp)cLPp 

(«    =    I,9.,     ...y    p) 

égaillés  qui  expriment  le  théorème  d'Abel  pour  les  intégrales  de 
première  espèce.  Nous  tirons  de  là  la  relation 

Qi(^i,ri)     Qi(a7„j^,)     ...      (ii(a:p,jrp) 


Qpi^i^yi)    <ip(^tyyi)    ...    Qpi^pyyp) 

Cette  relation  doit  être  identiquement  vérifiée,  c'est-à-dire  quels 
que  soient  les  points  (j?i,^i),  (^2,^2),  ...,  {^p^  yp)  sur  la 
courbe,  puisque,  pour  une  certaine  courbe  du  faisceau  F,  ces 
points  coïncident  avec  les  points  arbitrairement  choisis  «i,  «27  ..-? 


(  *  )  K.  Picard,  Sur  le  nombre  des  intégrales  abéliennes  de  première  espèce 
{Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  i%^o). 
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a  p.  Mais  ridenlîté  précédente  exprime  que  les  polynômes  Qi, 
Qa,  . . .,  Q/j  ne  sont  pas  linéairement  indépendants;  c'est  ce  que 
l'on  voit  en  développant  le  déterminant  par  rapport  à  la  première 
colonne.  A  la  vérité,  ceci  suppose  que  tous  les  mineurs  du  pre- 
mier ordre  qui  formeront  les  coefficients  de  ce  développement  ne 
soient  pas  nuls;  mais,  s'il  en  était  ainsi,  on  serait  ramené  au  cas 
de/>  —  I  polynômes  Q  sur  lesquels  on  raisonnerait  de  la  même 
manière  et  finalement  on  arrivera  à  une  relation  homogène  et 
linéaire  entre  certains  polynômes  Q  où  tous  les  coefficienls  ne 
seront  pas  nuls,  puisque,  à  la  fin,  on  aura  comme  mineurs  les  po- 
lynômes Q  eux-mêmes.  Ainsi  nous  arrivons  à  la  conclusion  que 
les  polynômes  Q  ne  sont  pas  linéairement  indépendants  :  cette 
contradiction  démontre  le  théorème.  Nous  pouvons  donc  affirmer 
i\\\Hl  y  a  p  intégrales  de  première  espèce  linéairement  indé- 
pendantes (*). 

11.  Nous  désignerons  dans  la  suite  les  courbes 

sous  le  nom  de  courbes  adjointes  d'ordre  m  —  3  (^).  D'une  ma- 
nière plus  générale,  une  courbe  sera  dite  une  courbe  adjointe  à  / 
si  elle  a  pour  point  multiple  d'ordre  i — i  tout  point  multiple 
d'ordre  i  de  la  courbe  /.  Outre  les  adjointes  d'ordre  m  —  3,  nous 
aurons  à  considérer  dans  la  suite  les  adjointes  d'ordre  m  —  a.  Un 
polynôme  adjoint  sera  le  premier  menibrc  do  l'équation  d'une 
courbe  adjointe. 

Faisons  la  remar(|ae  importante  {|u'//  ny  a  pas  sur  la  courbe  /, 
en  dehors  des  points  multiples,  de  points  communs  à  toutes 


(')  On  peut  établir  ce  théorème  foudainental  en  restant  au  pornt  de  vue  algé- 
brique; c'est  ce  que  font  MM.  Drill  et  Nolher  dans  leur  mémorable  Mémoire  Sur 
les  fonctions  algébriques  {Math.  Ann.,  t.  \II);  on  trouvera  un  exposé  des  tra- 
vaux de  MM.  Brill  et  Nôthcr  concernant  la  Géométrie  sur  une  courbe  algébrique 
dans  le  Chapitre  II  du  Tome  II  de  la  Théorie  des  fonctions  alf^éùriques  de  deux 
variables  de  MM.  Picard  et  Simart.  Nous  donnerons  encore  au  paragraphe  12 
une  autre  démonstration  de  ce  même  théorème. 

(^)  Nous  ne  nous  préoccupons  nullement  ici  d'une  question  d'ordre  en  quel- 
que sorte  pratique,  je  veux  dire  la  formation  eiïcctive,  pour  une  équation  donnée 
/— o,  de  ses  adjointes  et  la  détermination  dans  ces  conditions  du  genre  de  la 
courbe.  On  pourra  consulter  sur  ce  sujet  un  intéressant  Mémoire  de  M.  L.  HaflTv 
{Math.  Annalen,  t.  XXIII)  et  un  travail  de  M.  Nother. 
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les  adjointes  d^ ordre  m  —  3  (*).  J'emploierai  encore  à  cet  efTet 
le  théorème  d'Abel. 

Prenons,  sur  la  courbe/, />  —  i  points  arbitraires  ai,  aa,  ..., 
ap_,.  Par  ces  points,  on  peut  faire  passer  au  moins  une  courbe  Q; 
celle-ci,  en  dehors  des  points  multiples  et  de  ces  p  —  i  points, 
rencontre  encore  la  courbe  en/?— ^  i  autres  points  parmi  lesquels 
doivent  se  trouver  les  \  points  (X>o)  que,  par  hypothèse,  con- 
tiennent toutes  les  adjointes.  Il  reste  donc  p  —  i  —  X  points 
par  lesquels  nous  pouvons  faire  passer  un  réseau  d*adjointes.  Aux 
p  —  I  points  de  rencontre  variables  (Çi,  vj,). .  .(Ç^_,,  •/;^_j)  de  ce 
faisceau  avec  la  courbe,  appliquons  le  théorème  d*x\bel  pour 
p  —  I  intégrales  distinctes  de  première  espèce.  On  en  déduira 
immédiatement 

Qi{$i,T^ii)       •••    Qi(ï/»-i,>i/^-i) 


Q/^-i(?i»TQi)    •••    Q/'-i(?/»-i,TQ/i-i) 


=  o, 


et  l'on  aura  là  une  identité  puisque  les  p  —  i  points  (S,  vi)  coïn- 
cident dans  une  position  particulière  avec  les  p  —  i  points  a  pris 
arbitrairement.  Mais  ceci  est  impossible,  comme  nous  l'avons 
déjà  dit,  si  les  polynômes  Qi,  Q2,  -..,  Q/j_i  sont  linéairement 
indépendants. 


IV.  —  Théorèmes  fondamentaux  sur  les  intégrales 
de  première  espèce.   Intégrales  normales. 

12.  Revenons  aux  périodes  des  intégrales  de  première  espèce. 
Les  périodes  d'une  telle  intégrale 

peuvent  être  désignées  par 

4,     ^A        (A  =  1,2,  ...,;>), 


(')  MM.  Brill  et  NOther  démontrent  {loc,  ciL)  ce  théorème  en  se  servant  du 
ihéorcinc  de  Hiemann-Uocli. 


V.  —  II. 


29 
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en  représentant  par  c^  et  d\  les  valeurs  de  l'intégrale  prise  res- 
pectivement le  long  des  coupures  D^  et  C^. 

Nous  avons  dit  que  c\  était  la  période  correspondant  k  Cnei  d\ 
la  période  correspondant  à  D^.  Les  sens  suivant  lesquels  sont 
pris  ej  et  d\  sont  tout  à  fait  arbitraires.  Faisons  donc  seulement 
une  convention  pour  fixer  les  idées.  On  lorme  le  contour  K  dont 
nous  avons  déjà  tanl  de  fois  parlé;  ce  contour  se  compose,  outre 
les  rélrosections,  de  p  —  i  coupures  joignant  deux  à  deux,  à  la 
manière  d'une  chaîne,  les  coupures  D. 

Considérons  une  des  extrémités  de  cette  chaîne.  Je  fixe  un  sens 
sur  D|,  marquant  la  ilrche  du  côté  de  la  coupure  sur  lequel  ne 
s'insère  pas  la  coupure  auxiliaire  qui  joindra  D|  à  D2.  On  suit 
alors,  dans  le  sens  indiqué,  le  côté  considéré  de  D|  ;  on  rencontre 


Fi  g.  5 


(],  et  il  s'ensuit  un  sens  pour  C».  Nous  continuons  maintenant 
le  contour  K,  cl  les  sens  dans  lesquels  nous  parcourons  respecti- 
vement D.j  et  Co,  à  l'arrivée  sur  la  seconde  rétrosection,  sont  ceux 
(|ue  nous  fixons  sur  celle-ci  pour  évaluer  les  intégrales  cî  et  dt 
et  ainsi  de  suite. 

Ces  définitions  posées,  nous  allons  établir  une  inégalité  fonda- 
mentale d'où  se  déduiront  les  conséquences  les  plus  importantes 
pour  les  périodes  des  intégrales  de  première  espèce.  Considérons 
d'une  manière  générale  une  intégrale  de  première  espèce 


/ 


Q(r,  Y)dx 


aux  périodes  Ck  et  cl  h.  Je  mets  l'intégrale  sous  la  forme 
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et  je  pose 

Ch  =  c',^-{-  ici ,         d/t  =  d/t  4-  i  dl  • 

En  appliquant  le  théorème  démontré  à  la  fin  du  Chapitre  pré- 
cédent (§  27),  nous  sommes  assuré  que  l'intégrale 


f\dY, 


étendue  au  contour  K,  est  difi(érente  de  zéro.  Elle  est  positive  si  le 
sens  choisi  sur  le  contour  K  correspond  au  sens  positif  sur  les 
feuillets;  c'est  ce  que  nous  pouvons  supposer.  A  la  vérité,  comme 
nous  Pavons  dit,  une  petite  discussion  est  nécessaire,  en  appli- 
quant ce  théorème  et  les  théorèmes  analogues  établis  (toc.  ctV.), 
pour  les  points  à  Tinfini  et  pour  les  points  de  ramification.  Ici 
on  se  rend  compte  tout  de  suite  que  l'intégrale  précédente  pour 
un  circuit  infiniment  grand  sur  un  feuillet  quelconque  est  nulle, 

//V 

puisque  X  est  fini  à  Finfini  et  que  -7-  est  infiniment  petit  comme 
~*  tandis  que  ds  contient  seulement  p  en  facteur  (p  étant  le  rayon 
du   cercle   d'élément   ds   grandissant  indéfiniment).   Quant  aux 

//Y 

points    de    ramification,    on   voit   immédiatement   que  -r-  est  de 

l'ordre  -^,  tandis  que  ds  est  de  Tordre  de  /',  en  désignant  par  r 

//• 

la  distance  du  point  variable  au  point  de  ramification,  distance 
qu'on  fsfit  tendre  vers  zéro. 
Écrivons  donc 


i 


XrfY>o. 

K 


Nous  allons  évaluer  cette  intégrale.  Les  fonctions  réelles  X  et  Y 
admettent  respectivement  les  périodes  c'^^,  d'f^  et  c^,  d\.  Nous  avons 
dit  que  les  périodes  correspondant  aux  coupures  auxiliaires  joi- 
gnant les  rétrosections  étaient  nulles  (§2);  les  intégrales  relatives 
à  ces  coupures  sont  donc  nulles,  leurs  éléments  se  détruisant  deux 
à  deux.  Nous  pouvons,  par  conséquent,  faire  abstraction  de  ces 
coupures,  et  nous  n'avons  qu'à  évaluer  l'intégrale  précédente  sur 
chacune  des  rétrosections.  Prenons,  par  exemple,  la  rétrosection 
(D,,  Ci);   soient  m  et  m'  deux  éléments  se  correspondant  des 
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deux  côtés  de  la  coupure  D|,  rélément  m  étant  sur  le  côté  de  la 
coupure  auquel  correspond  la  flèche.  Nous  aurons  pour  éléments 
de  l'intégrale 

en  m X  dY 

<;n  m' —  {\ -^  d\  )  d\  ; 

pour  le  second  élément,  X  est  en  effet  devenu  X  -h  d\  et  le  signe 
a  changé,  les  éléments  m  et  m'  étant  parcourus  en  sens  inverse. 
Nous  aurons  donc  pour  la  somme 

-  d\  d\, 

et  il  faut  faire  la  somme  de  cette  expression  pour  les  éléments  /?*, 
ce  qui  donne  immédiatement 

-d[cl. 

Prenons  de  même  deux  éléments  p  et  p';  on  aura  pour  élé- 
ments de  l'intégrale 

en  p XdY 

en  p' _«(X  — ci)rfY 

dont  la  somme  donne  c\  dY  qui,  intégrée  pour  les  éléments  p, 

conduit  de  suite  à 

c[  d\. 

r.a  première  rétroseclion  donne  donc,  comme  valeur  de  l'inté- 
grale cherchée, 

c\  d\  —  v\  d\. 

Nous  ffvons  par  suite  P  inégalité  fondamentale 

i.=P 
Oo)  ^Kc-hdl-cld'n)>i^. 

h-\ 

et,  je  le  répèle,  celte  inégalité  exclut  l'égalité. 

Je  tirerai  de  suite  de  celle  inégalité  une  nouvelle  démonslratioii 
du  théorème  démonlré  dans  la  section  précédente  et  relatif  au 
nombre  des  intégrales  linéairement  indépendantes.  Ce  nombre  ne 
peut  être  supérieur  à  /),  car,  s'il  en  était  ainsi,  on  pourrait  former 
une  intégrale  de  première  espèce  ne  se  réduisant  pas  à  une  con- 
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stanle,  et  pour  laquelle  les  périodes  relatives  aux  coupures  D  se 
réduiraient  à  zéro;  ce  qui  est  incompatible  avec  l'inégalité  précé- 
dente. 

13.  L'intégrale  générale  de  première  espèce  est  de  la  forme 

(II)  ^{\,^.-^iB,.)],., 

les  A  et  B  désignant  des  constantes  réelles  quelconques  et  les  I 
représentant  des  intégrales  linéairement  indépendantes.  Dési- 
gnons celle  intégrale  par  X  -f-  îY ;  les  2/?  périodes  de  X  seront 

k=p 

iTp  }        (/^  =  i,  2,  ...,/>). 

A  =  l 

Je  dis  qu'on  peut  choisir  les  2/?  constantes  A^  et  B*  de  manière  que 
ces  2/>  périodes  prennent  telles  valeurs  que  l'on  voudra.  11  suffit 
pour  cela  de  faire  voir  que  le  déterminant  des  coefficients  A^  et  Ba 
dans  ces  2/?  formes  linéaires  ne  peut  être  nul.  Pour  le  montrer,  re- 
marquons simplement  que,  si  ce  déterminant  était  nul,  on  pour- 
rait choisir  les  A  et  B,  non  tous  nuls,  de  manière  à  annuler  toutes 
les  périodes  de  X.  On  aurait  alors  une  intégrale  (11)  pour  la- 
quelle les  parties  réelles  de  toutes  les  périodes  seraient  nulles. 
Or  cette  circonstance  ne  peut  se  présenter  pour  une  intégrale  de 
première  espèce  ne  se  réduisant  pas  à  une  constante,  comme  le 
montre  l'inégalité  (10)  qui  ne  peut  être  vérifiée  quand  toutes  les 
lettres  pourvues  d'un  seul  accent  sont  nulles.  Énonçons  donc  ce 
théorème  : 

On  peut  former  une  intégrale  de  première  espèce  pour  la- 
quelle les  parties  réelles  des  ip  périodes  ont  des  valeurs  arbi- 
trairement données. 

Une  conséquence  immédiate  est  que  les  ip  périodes  d'une  inté- 
grale arbitraire  de  première  espèce  sont  distinctes.  On  se  rap- 
pelle la  définition  des  périodes  distinctes  (p.  226  de  ce  Volume). 
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II  est  impossible  ici  qu^il  existe  entre  les  périodes  d'une  intégrale 
arbitraire  de  première  espèce  une  relation  homogène  et  linéaire 
à  coefficients  entiers,  puisque  les  parties  réelles  des  périodes  peu- 
vent être  choisies  arbitrairement. 

Comme  nous  avons  eu  déjà  Toccasion  de  le  remarquer  (p.  229) 
le  nombre  des  périodes,  pour  une  intégrale  déterminée  de  pre- 
mière espèce,  peut  être  inférieur  à  2/;,  mais  nous  ferons  la  re- 
marque que  le  nombre  des  périodes  distinctes  d'une  intégrale 
de  première  espèce  ne  peut  être  inférieur  à  deux. 

Supposons  en  effet  qu'une  intégrale  I  de  première  espèce  n'ait 
qu'une  seule  période  w.  Considérons  alors  l'expression  (*  ) 


tit/i 

e  ^  . 


Cette  expression  n'aura  qu'une  seule  valeur  en  chaque  point 
{x,  y)  de  la  surface  de  Riemann.  D'autre  part,  elle  reste  toujours 
finie;  elle  devrait  donc  se  réduire  à  une  constante  (Chap.  XIII, 
§  27),  ce  qui  est  absurde. 

14.  Indiquons  maintenant  ce  qu'on  entend  par  intégrale  nor- 
maie  de  première  espèce.  Cherchons  à  déterminer  p  intégrales 
de  première  espèce  Jo  J27  •  •  •  ^  J/»  pour  lesquelles  les  périodes 
correspondant  aux  coupures  D|,  D2,  . . .,  Dp  forment  le  Tableau 
suivant  : 


D, 

D, 

D,     . 

..   n„ 

J. 

. 

0 

0 

0 

J, 

0 

I 

0 

0 

J/. 

0 

0 

0 

I 

On  partira  pour  cela  des  p  intégrales  linéairement  indépendantes 
I,,  I2,  .  . .,  Ip  et  l'on  déterminera  les  constantes  a,,  aj,  .  .  .,  a^  de 
manière  que  les  périodes  de 

(1^0  OLili-r-OLili-h.  ..-T-Oif,]f, 


(  '  )  On  reconnaîtra  là  sous  une  forme  plus  condensée  la  généralisation  du  rai- 
sonnement fait  à  la  page  229. 
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correspondant  aux  coupures  D  aient  successivement  les  valeurs 
correspondant  à  ce  Tableau.  On  aura  ainsi  à  résoudre  successive- 
ment/? systèmes  de />  équations  du  premier  degré.  Il  est  essentiel 
de  remarquer  que  le  déterminant  commun  de  ces  systèmes  ri! est 
pas  nuly  car,  s'il  en  était  ainsi,  on  pourrait  choisir  les  a  (non 
tous  nuls)  de  manière  que  les  périodes  de  (12)  correspondant  aux 
coupures  D  soient  toutes  nulles,  ce  qui  est  en  contradiction  avec 
l'inégalité  fondamentale  (10)  où  toutes  les  lettres  d  ne  peuvent 
s'annuler  simultanément. 

Il  est  évident  d'ailleurs  que  les  intégrales  J  ainsi  déterminées 
sont  linéairement  indépendantes,  car  aucune  combinaison  linéaire 
des  J  ne  peut  se  réduire  à  une  constante  sans  que  les  coefficients 
soient  nuls,  comme  on  le  voit  tout  de  suite  en  égalant  à  zéro  les 
périodes  relatives  aux  coupures  D  d'une  telle  combinaison. 

On  appelle  les  intégrales  J  les  intégrales  normales  de  pre- 
mière  espèce.  Nous  désignerons  par  le  Tableau  suivant  le  Tableau 
des  périodes  des  intégrales  normales  : 


Dt 

n,    . 

..     D„ 

c, 

C, 

... 

C, 

Jl 

1 

0 

0 

•tu 

"^ij 

"'Xp 

J, 

0 

!  ■■ 

0 

'îi 

T« 

... 

"'fp 

h 

0 

0 

I 

"'Pi 

V>2 

•  •  . 

"'PP 

Dans  chaque  ligne  horizontale  se  trouvent  les  périodes  de  l'inté- 
grale normale  correspondant  à  cette  ligne. 

15.  Il  existe  entre  les  périodes  de  deux  intégrales  quelconques 
de  première  espèce  une  relation  remarquable.  Soient  I  et  /  deux 
telles  intégrales,  dont  nous  désignons  les  périodes  respectivement 
par 

Ch     et     dh, 


V/i     et     o/i 


Considérons  l'intégrale 

On  peut  lui  appliquer  le  théorème  de  Cauchy  relativement  au 


fiai. 
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contour  K  ;  elle  sera  nulle.  La  seule  discussion  à  faire,  pour  s'en 
convaincre,  est  relative  aux  points  à  Tinfini  sur  les  feuillets  et 
aux  points  de  ramification;  elle  se  fait  comme  pour  l'intégrale 
étudiée  au  paragraphe  précédent.  Nous  avons  donc 


fldi  =  iu 

•/ir 


Le  calcul  de  cette  intégrale  est  entièrement  analogue  à  celui  de 

\d\; 


/:■ 


les  périodes  de  I  et  de  i  remplacent  seulement  respectivement 
celles  de  X  et  de  Y.  Nous  aurons  donc 


h=, 


^  (  c/t  o/i  —  7/i  d/i  )  =  o. 

Il  résulte  de  celte  égalité  que  nous  avons  entre  les  périodes  de  jf 
intégrales  de  première  espèce 


relations,  en  l'appliquant  de  toutes  les  manières  possibles  à  deux 
de  CCS  intégrales.  (]es  relations  prennent  une  forme  particulière- 
ment simj)lc  pour  les  intégrales  normales  J.  Ainsi  prenons  J, 
cl  Jo  :  on  a  de  suite 

--'12-^  '21  =  O. 

D'une  manière  générale,  il  vient 

Ces  égciUtcs  sont  fondamentales, 

16.  Nous  terminerons  cette  étude  des  intégrales  de  première 
espèce,  en  indiquant  une  nouvelle  égalité,  conséquence  d'ailleurs 
de  rinégalité  fondamentale  cl  qui  joue  dans  la  théorie  des  fonc- 
tions ahélicnnes  un  rôle  capital.  Considérons  l'intégrale 


DES   INTÉGRALES   ABËLIENNBS.  4^7 

OLi  les  m  sont  des  conslantes  réelles  quelconques,  et  appliquons 
à  ses  périodes  rinégalilé  (9).  En  posant 

on  trouve,  après  quelques  réductions  très  simples, 

On  peut  donc  énoncer  que   la  forme  quadratique  en  /«i, 
/Wa,  .  ,,^  rrip 

^^mnmk-Zhk 

est  définie  et  positive. 


V.  —  Des  intégrales  de  deuxième  espèce. 

17.  Nous  avons  désigné  d'une  manière  générale  sous  le  nom 
(ïintégrales  de  deuxième  espèce  les  intégrales  n'ayant  sur  la 
surface  de  Rieraann  d'autres  points  singuliers  que  des  pôles. 
Nous  allons  former  a  priori  une  intégrale  de  deuxième  espèce 
ayant  un  seul  pôle.  Soit  ($,  r,)  un  point  arbitraire  de  la  surface 
de  Riemann  et  désignons  par 

(i3)  ax-k-by-^c  =  o 

l'équation  de  la  tangente  à  la  courbe /(x,  j^)  =  o  au  point  (Ç,  */;). 
J'envisage  l'intégrale 

r,M  r''^'''  _n^y)dT_ 

où  V{x,  y)  représente  un  polynôme  adjoint  de  degré  m  —  2  s'an- 
nulant  pour  les  m  —  2  points  simples  de  rencontre,  en  dehors  du 
point  de  contact,  de  la  droite  (i3)  avec  la  courbe  /.  Cherchons 
d'abord  le  nombre  des  conslantes  arbitraires  figurant  dans  P(;r,  r). 
Ce  nombre  sera  au  moins  égal  à 

(/?!  — i)m      ^     i(i — O 


c'est-à-dire  à  />  +  i .  Mais  on  aperçoit  de  suite  une  famille  de  po- 
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Ij-nomes  V(xjy)  remplissant  les  conditions  requises  et  dépendant 
de  p  paramètres  ;  elle  est  fournie  par 

'*(^,r  )  =  («-^  -h  by-^c)  Qix.y), 

Q^(x^y)  étant  le  polynôme  général  adjoint  d'ordre  m  —  3  qui  a 
joué  le  rôle  fondamental  dans  la  théorie  des  intégrales  de  première 
espèce.  Pour  une  telle  valeur  de  P,  l'intégrale  (i4)  se  réduite  une 
intégrale  de  première  espèce;  mais,  puisque  la  famille  générale 
des  polynômes  P(^,  y)^  satisfaisant  aux  conditions  indiquées, 
dépend  au  moins  de  />  -f- 1  paramètres  arbitraires,  il  y  aura  cer- 
tainement un  polynôme  P(x,  r)  ne  contenant  pas  (ax-\- by-i-c) 
en  facteur,  et,  par  suite,  ne  s'annulant  pas  en  (Ç,7i).  Pour  un  tel 
polynôme,  V intégrale  (i4)  est  de  deuxième  espèce.  Il  suffit, 
pour  rétablir,  de  remarquer  que  cette  intégrale  devient  infinie  au 
point  (Ç,vi)  de  la  surface  de  Riemann  et  en  ce  point  seulement. 
Cet  infini  est  nécessairement  un  pôle;  on  pourrait  le  vérifier  di- 
rectement, mais  on  évitera  tout  calcul  en  remarquant  qu'une  in- 
tégrale ne  peut  avoir  un  seul  infini  logarithmique  d'après  la  rela- 
tion 

Ha.. 

démontrée  au  §  3  de  ce  Chapitre.  Le  pôle  est  d'ailleurs  évidem- 
ment un  pôle  simple. 

Nous  avons  dit  plus  haut  que  le  nombre  des  constantes  figurant 
dans  P  élait  au  moins  />  H-  i ,  ignorant  a  priori  si  la  disposition 
particulière  des  points  (jui  déterminent  le  réseau  de  courbes  n'élè- 
verait pas  le  nombre  des  constantes  au-dessus  du  nombre  p  4-  i 
qui  est  celui  que  donne  la  numération  directe.  En  fait,  on  peut 
voir  que  ce  nombre  sera/?H-i  :  en  effet,  si  Ton  a  deux  polynômes 
P,  et  Pa  ne  s'annulanl  pas  en  ($,  r^),  on  peut  choisir  la  constante  a 
de  manière  que  P,  —  aP2  s'annule  en  (;,  t^);  on  a  alors 

Pi  -  «1*2  =  («^  -r-  by  —  r)^{x,y). 
Donc  P|  ne  dépend  que  de  />  +  i  constantes. 

Soit  H   une  intégrale  (i4)  de  deuxième  espèce  ayant  le  pùlc 
(i,  Tj);  il  résulte  de  ce  qui  précède  que  toutes  les  intégrales  de 


DES   INTÉGRALES   ABÉLIENNES.  4^9 

deuxième  espèce  ayant  le  pôle  simple  {^,fi)  seront  de  la  forme 

(i5)  aH-+-?iI,-f-p,I,-+-...-+-?„Ip, 

les  I  représentant  p  intégrales  distinctes  de  première  espèce,  a  et 
les  ^  des  constantes  arbitraires. 

18.  Nous  pouvons  choisir  a  de  manière  que  le  résidu  de  Pinlé- 
grale  (i5)  relativement  au  pôle  (ç,  tj)  soit  Y  unité.  De  plus,  on  peut 
choisir  les  P  de  manière  que  les  périodes  de  (i5)  relatives  aux 
coupures  D  soient  nulles.  On  a  alors  une  intégrale  de  deuxième 
espèce  parfaitement  déterminée;  nous  l'appellerons  V intégrale 
normale  de  deuxième  espèce  relatii^e  au  point  ($,'/i).  Dési- 
gnons-la par  E;  ses  périodes  seront 

D,    D.     ...     Dp    Cl     C,     ...     Cp 


et 


Les  périodes  e,  relatives  aux  coupures  C,  ont  des  valeurs  extrê- 
mement simples  que  nous  allons  maintenant  faire  connaître. 
Considérons  à  cet  effet,  avec  Rlcmann,  l'intégrale 


/ 


E  dJ/ij 


OÙ  J>i  est  une  intégrale  normale  de  première  espèce.  Cette  inté- 
grale prise  le  long  du  contour  K  n'est  plus  nulle  ici,  comme  celle 
que  nous  avons  considérée  au  §  li,  puisque  la  fonction  E  a  un 
pôle  au  point  (S,  Y|),  mais  nous  aurons,  d'après  le  théorème  de 
Cauchy  étendu  aux  surfaces  de  Riemann, 

(iG)  rEdJu=  >i7:«.R, 

en  désignant  par  R  le  résidu  de 

..dJn 

par  rapport  au  pôle  (i,  tj).  Calculons  de  suite  ce  résidu  ;  le  résidu 

de  E  étant  l'unité,  et  -r^>  c'est-à-dire      '  ^        >  restant  fini  pour 
'        dx  fy  ^ 
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(î,  y,),  on  aura 

en  désignant,  bien  entendu,  par  Qhi^^y)  le  polynôme  adjoint 
d'ordre  m  —  3  correspondant  à  l'intégrale  normale  3/,. 

Quant  au  calcul  de  l'intégrale  figurant  dans  le  premier  membre 
de  (i6),  il  est  entièrement  analogue  à  celui  que  nous  avons  eu  à 
faire  au  §  14;  les  périodes  de  E  et  J^  remplacent  celles  de  1  el  i. 
On  a  immédiatement 

e,  =  ..,-5*^>         (A^,,, pu 

Ainsi  les  périodes  de  Y  intégrale  normale  de  deuxième  espèce  re- 
lative à  un  pôle  (5,  r,)  s^ expriment  d'une  manière  algébrique. 

19.  Prenons  maintenant  sur  la  surface  p  points  (ii,T,,), 
(^2?  *^»2)j  •••?  (5/»7  ""l/»)»  9"*  vont  rester  fixes,  mais  à  qui  nous 
donnons  une  position  arbitraire,  cl  envisageons  les  intégrales 
normales  de  deuxième  espèce  correspondantes  E|,  Ej,  -  .  .  ,  Ep. 
Nous  allons  montrer  qu'aucune  combinaison  linéaire  à  coeffi- 
cients constants  des  np  intégrales 


E,,     Ki,     ...,     E^„        J,,     Jj,     ...,    J 


/' 


ne  peut  se  réduire  à  une  fonction  rationnelle  de  (.r,  y). 

Il  faudrait  et  il  suffirait  pour  cela  que  toutes  les  périodes  do 

Al  Kl  -i-  -V.>l-2-^ . . . --  Ay, Ly, 4-  Hi  Ji  — . . .— -  lîy<  J/* 

fussent  nulles.  Pour  que  les  périodes  relatives  aux  D  soient  nulles 
on  doit  avoir 

Bir^  Bî^...=  n,,  =  o. 

Les  périodes  relatives  au\  coupures  C  seront  nulles  si  ron  a 

AiQ/i(;i,T,t)-+- A5Q/,(Îj,t.2;— ...-^  A/,Qa($/„t,,/;  =  o 
(  //  =  I,  9., p  >. 

Mais  ces  j)  relations  entraînent  nécessairement 
A,=  A2^...=  Ay,=  o, 
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car  le  déterminant 

Qi(îi.';,)    Qi(^,i;.)    ••.    Qu'U'ip) 

Q.($.,T1,)     Q,($,,r„)     ...      Qt(^p,T„.) 

Qp($..ii)    Q,-(?î,'!i)    •••    Q,.($/.,i/.) 
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ne  peut  être  nul  si  les  p  points  (Ç|,  Tji),  .. .,  (;^,  r\p)  ont  été  pris 
arbitrairement  (§  10),  et  la  combinaison  formée  est  alors  identi- 
quement nulle. 

Nous  pouvons  donc  dire  que  nous  aidons  formé  ip  intégrales 
de  première  et  de  deuxième  espèce  linéairement  indépendantes, 
en  entendant  ici  par  intégrales  linéairement  indépendantes  des 
intégrales  dont  aucune  combinaison  linéaire  n^est  rationnelle  eu 
{x^y).  Il  n'y  a  aucune  confusion  à  craindre  pour  les  deux  sens 
dans  lesquels,  suivant  les  cas,  nous  entendons  les  mois  linéai- 
rement indépendants.  Quand  il  sera  question  d'intégrales  de 
deuxième  espèce,  il  s'agira  toujours  du  sens  que  nous  venons 
d'indiquer.  Il  est  clair  que  le  déterminant  d'ordre  a/?  formé  avec 
les  périodes  de  nos  np  intégrales  n'est  pas  nul. 

20.  Toute  autre  intégrale  de  deuxième  espèce  s'exprime  linéai- 
rement à  l'aide  des  np  intégrales  précédentes  et  d'une  fonction 
rationnelle.  Soit  en  efletH  une  intégrale  absolument  quelconqwi 
de  deuxième  espèce.  Nous  pouvons  choisir  les  constantes  A  et  B 
de  manière  que  les  2/>  périodes  de 

(17)  H  H-  A,Ei-i-..  .-T- ApEp4-BiJ|-r-...H-  B,,J,, 

• 

soient  nulles;  d'après  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut,  le  déter- 
minant des  ip  équations  du  premier  degré  ainsi  obtenues  ne  sera 
pas  nul.  L'expression  (i^)  n'ayant  pas  de  périodes  et  n'ayant  que 
des  pôles  sera  une  fonction  rationnelle  de  (,x^y\  et  nous  pou- 
vons, par  suite,  énoncer  que  toutes  les  intégrales  de  deuxième 
espèce  s'expriment  à  Vaide  de  p  d'entre  elles,  linéairement 
indépendantes,  et  d*  une  fonction  rationnelle  de  (x,y). 

On  pourrait  démontrer  le  théorème  précédent,  qui  est  capital, 
d'une  manière  purement  algébrique,  en  s'appuyant  sur  la  réduc- 
tion que  nous  avons  donnée  (t.  I,  p.  (52  et  suiv.)  pour  les  inté- 
grales de  différentielles  algébriques.  Du  moins,  on  peut  voir  faci- 
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lemenl  ainsi  que  toutes  les  intégrales  de  deuxième  espèce  sont 
réductibles  à  ip  d'entre  elles  et  à  une  partie  rationnelle  en  («r,^), 
mais  il'serait  moins  simple  d'établir  directement  que  ces  ip  inté- 
grales sont  linéairement  indépendantes.  !Nous  n'insisterons  pas 
sur  ce  genre  de  démonstrations. 

21.  De  même  que  nous  avons  cherché  une  relation  entre  les 
périodes  de  deux  intégrales  de  première  espèce,  on  peut,  de  la 
même  manière,  trouver  une  relation  entre  les  périodes  d'une  in- 
tégrale de  première  espèce  et  celles  d'une  intégrale  de  deuxième 
espèce.  Reprenons  l'intégrale  arbitraire  H  de  deuxième  espèce,  et 
soit  1  une  certaine  intégrale  de  première  espèce;  on  considérera 
encore  l'intégrale 

Ç\\d\ 


prise  le  long  du  contour  K.  Cette  intégrale  sera  égale  au  produit 
de  '27wf  par  la  somme  des  résidus  relatifs  aux  difTérents  pôles  de 

la  fonction  H  -r-\  cette  somme  R  pourra  être  facilement  calculée 

dans  chaque  cas,  et  Ton  aura  par  suite  la  relation  cherchée 


h=p 


^^K^h^n-    ^ftd;t)  =  27:i.R, 


/i  =  i 


eu  désignant   respectivement  par   ca,   d/i  et  y^»  ^A  les  périodes 
de  H  et  1. 

VI.  —  Des  intégrales  de  troisième  espèce. 

22.  L'élude  des  intégrales  de  troisième  espèce  se  fait  d'après 
les  mêmes  principes  que  celle  des  intégrales  de  deuxième  espèce. 
Parlons  ici  d'une  droite  quelconque  ax  -+-  by  -f-c  =  o,  et,  parmi 
les  m  points  de  rencontre  de  celle  droite  avec  la  courbe  y,  consi- 
dérons-en deux  particulièrement  (;i,t,<)  et  ($21^12);  nous  les 
désignerons  simplement,  pour  abréger,  par  les  points  ;,  cl  \** 
(^eci  posé,  formons  encore  l'intégrale 


/ 


V(x,y)  dx 
{ax-^by-^-c)fy' 
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^^i^iX)  étant  un  polynôme  adjoint  d'ordre  m  —  2  s'annulant 
pour  les  m  —  2  points  de  rencontre  de  ax  -\-  by  -j-  c  =  o  avec  /, 
distincts  de  Ç|  et  $2-  Sous  ces  conditions,  Tintégrale  précédente  de- 
\iendra  infinie  pour  ^i  et  ^2^  ^i  1^  polynôme  P  ne  s'annule  pas  en 
ces  deux  points.  On  montrera  comme  plus  haut  que  le  polynôme  P 
renferme  /> -f- I  constantes  arbitraires  et  qu'il  existe  un  poly- 
nôme ^{x^y)  ne  s'annulant  pas  pour  ;i  et  Ç27  lous  les  autres 
étant  de  la  forme 

aP(x,  ^') -+.  (aj- -h  6^ -t- c)  (  fiiQi -+- fi,Q,-f-. . .  -  ^,,Q,,). 

L'intégrale  ainsi  obtenue  aura  les  deux  points  Ç|  et  ^2  comme  infi- 
nis logarithmiques;  dans  le  voisinage  du  premier,  la  fonction  de- 
viendra infinie  comme 

Alogf:r  — f,;, 

A  étant  une  constante,  c'est-à-dire  qu'elle  sera  égale  à  l'expres- 
sion précédente  augmentée  d*une  fonction  liolomorphe  dans  le 
voisinage  de  ;i.  Elle  deviendra  infinie,  pour  x  =  Ça,  comme 

Les  coefficients  des  logarithmes  sont  égaux  et  de  signe  contraire 

d'après  la  relation  \^  A  =  o  du  paragraphe  3. 

On  peut  choisir  la  constante  2  de  manière  que  A  =  1,  et,  de 
plus,  les  constantes  p  peuvent  être  déterminées  de  telle  sorte  que 
les  périodes  relatives  aux  coupures  D  de  notre  intégrale  de  troi- 
sième espèce  soient  toutes  nulles.  On  a  alors  une  intégrale  de 
troisième  espèce  que  nous  appellerons  intégrale  normale  de 
troisième  espèce  relative  aux  points  ;i  et  ij.  Nous  la  désignerons 
par 

les  parties  logarithmiques  de  cette  intégrale  sont  respectivement 
pour  il  et  ^2 

—  log(x  — ;,»         et  —\opx  —  U^, 

et  les  périodes  relatives  aux  D  sont  toutes  nulles.  Nous  allons 
calculer  les  périodes  relatives  aux  coupures  C;  l'intégrale  a  de 
plus  une  période  polaire  2t:/  relative  aux  points  singuliers  loga- 
rithmiques. 
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23.  Les  périodes  cycliques  de  Sç^ç^,  relatives  aux  coupures  C 
et  que  nous  désignerons  par  5|,  5^,  ...,  Sp^  ont  une  forme  très 
simple;  nous  allons  les  trouver  en  suivant  la  même  voie  que 
pour  les  intégrales  de  seconde  espèce.  Considérons  toujours  le 
contour  K  sur  la  surface  de  llit»mann  {fig.  52),  puis  réunissons 
les  points  $1  et  Ço  par  une  ligne  ne  rencontrant  pas  K  et  dont 


nous  faisons  une  nouvelle  coupure  que  nous  joindrons  par  une 
autre  coupure  a^  à  un  point  quelconque  de  K.  Appelons  K'  le 
contour  K  modifié  par  cette  addition,  et  supposons-le  parcouru 
dans  le  sens  des  flèches  de  la  figure.  Il  est  manifeste  que  l'inté- 
iîrale 


(18)  f^l.U^lh. 


prise  le  long  du  contour  K'  est  nulle,  5/^,  désignant  toujours  une 
intégrale  normale  de  première  espèce.  Nous  aurons  comme  valeur 
des  éléments  en  m  et  /;/' 

(Il  m S:^  ç^  d]/, 

«'•»  '«' —  (S$,c^-i-2-/)  diu 

dont  la  somme  donne 

—  '2T.i  di/i^ 

ol,  par  suite,  la  valeur  de  l'intégrale  (i8)  sur  les  deux  bords  de  la 
coupure  (çi,  Ço)  est 


\T.i  j     dJ/,. 


Les  intégrales  des  deux  bords  de  la  coupure  a^  se  détruisent 
et  il  reste  à  évaluer  l'intégrale  relative  au  contour  K.  Or  c'est  un 
calcul  (jue  nous  avons  déjà  fait  à  différentes  reprises;  l'intégrale 
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se  réduit  à  5^  et  nous  avons  donc 

dSh        (A  =  1,2,  ...,/?), 


formule  qui  fait  connaître  les  périodes,  relatives  aux  C,  de  l'in- 
tégrale normale  de  troisième  espèce. 

24.  Il  est  facile  de  voir  que  toute  intégrale  de  troisième  espèce 
est  une  somme  d^ intégrales  normales  de  troisième  espèce  et 
d'une  intégrale  de  seconde  espèce.  Supposons  que  l'intégrale  II 
considérée  ait  r  points  singuliers  logarithmiques  ai,  a^,  ...,  Or 
avec  les  coefficients  correspondants  A,,  A2,  ...,  Ar  satisfaisant 
nécessairement  à  la  relation 

Ai-+- Aj-f-...-f- Ar=  o. 

Formons  les  intégrales  normales  de  troisième  espèce 

et  la  combinaison  linéaire 

On  peut  choisir  les  B  de  manière  que  cette  somme  devienne  in- 
finie en  a,,  «2?  •  •  M  «r  comme  l'intégrale  II.  On  n*a  qu'à  écrire 

Bi  =  A„ 
B,-B,  =  A„ 


Br-i —  Br-j  =  A,._|, 
—  Br-i  =  Ar, 

et  ces  r  équations  compatibles,  en  vertu  de  y'  A  =  o,  déterminent 
les  B.  Ces  coefficients  étant  ainsi  choisis,  l'intégrale 

n  — (B,S„.^,-t-...-f-B;.-,S„,_.„,) 

n'aura  plus  de  points  singuliers  logarithmiques  :  ce  sera  une  inté- 
grale de  seconde  espèce. 

25.  Démontrons  maintenant  le  théorème  important  connu  sous 
p.  -  II.  3c) 
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le  nom  de  théorème  de  V échange  du  paramètre  et  de  Vargu^ 
ment. 

On  trace  sur  la  surface  de  Riemann,  rendue  simplement  con- 
nexe au  moyen  du  contour  K,  deux  coupures  (Ç,,  Ç2)  et  (a,,  a^) 
ne  coupant  pas  K  et  ne  se  coupant  pas  entre  elles.  Formons  alors 
les  deux  intégrales  normales  de  troisième  espèce 

SÇ»Ç,     et     Sa»a„ 

qui  sont  des  fonctions  uniformes  sur  la  surface  affectée  des  cou- 
pures indiquées.  Pour  avoir  un  contour  unique,  nous  joindrons, 

Fig.  53. 


comme  plus  haut,  les  coupures  Çi  ^2  et  les  coupures  ai  a^  au  con- 
tour K  :  on  forme  avec  toutes  ces  coupures  un  contour  unique  K'. 
Nous  avons  la  relation 


i 


K' 

d'après  le  théorème  fondamental  de  Cauchy  étendu  aux  surfaces 
de  Riemann.  La  partie  de  l'intégrale  relative  au  contour  K  sera 
nulle  puisque  les  périodes  relatives  aux  coupures  D  des  deux 
fonctions  S  sont  nulles.  Il  reste  simplement  à  considérer  les  inté- 
grales relatives  aux  coupures  (Ç|  Ço)  et  (a,  a^).  La  première  nous 
donne,  par  un  calcul  tout  à  fait  analogue  à  celui  du  paragraphe  23, 


dS 


OL.OL.' 


Pour  avoir  la  seconde,  remarquons  que  le  long  d'une  ligne  entou- 
rant les  deux  points  ai,  aj  on  a,  en  intégrant  par  parties, 


J    S5.ç,c/Sa,a,=—   /    Sa,a,c?S$.P,; 
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or  la  seconde  intégrale  donnera  de  suile,  pour  la  coupure  aci  x^, 


On  a  donc  régalité 


qui  exprime  le  théorème  de  V échange  du  paramètre  et  de  Var- 
gument. 

26.  Nous  terminerons  ces  généralités  sur  les  intégrales  abé- 
liennes  en  revenant  au  théorème  d^Âbel,  sommairement  étudié 
au  paragraphe  o  de  ce  Chapitre,  et  en  lui  donnant  pour  les  inté- 
grales de  troisième  espèce  une  forme  très  commode  pour  les 
applications.  Nous  allons  d'ailleurs  employer  encore  une  fois  la 
considération  d^intégrales  de  la  forme 


/^"^' 


étendues  à  un  circuit  convenable  de  la  surface  de  Uiemann,  inté- 
grales que  ce  grand  géomètre  a  employées  si  heureusement  pour 
Tétude  des  propriétés  fondamentales  des  intégrales  abéliennes 
des  trois  espèces,  comme  on  vient  de  le  voir  dans  les  paragraphes 
précédents.  Soit  toujours  Sç,ç^  l'intégrale  normale  de  troisième 
espèce  correspondant  aux  points  Ç|  et  ^2?  et  désignons  par 

les  équations  de  deux  courbes  de  degré  n.  La  première  rencontre 
la  courbe  y  en  mn  points  a^  a2,  ...,  a,«,^  et  la  seconde  en  mn 
points  pi,  1^2,  ...,  ^nia'  Après  avoir  tracé  sur  la  surface  de  llie- 
mann  le  contour  R  et  la  coupure  \\  Ç2>  nous  joignons  par  des 
arcs  de  courbe  ces  points  de  rencontre  deux  à  deux,  en  nous  ar- 
rangeant de  manière  que  les  lignes 

ne  se  coupent  pas  entre  elles  et  ne  coupent  pas  le  contour  K  ni  la 
coupure  5i  Sa-  Nous  allons  considérer  les  lignes  précédentes 
comme  des  coupures  que  nous  joindrons  au  contour  K  par  des 
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coupures  auxiliaires  ainsi  que  la  coupure  ^i  ^s,  et  nous  désignons 
par  K'  le  contour  total  ainsi  formé.  Ces  constructions  faites,  for- 
mons Fintégralc 

Elle  sera  nulle;  or  il  est  facile  de  calculer  sa  valeur  en  raisonnant 
comme  nous  Pavons  déjà  fait  à  différentes  reprises. 

La  fonction  log^n^ayant  pas  de  périodes  cycliques,  la  partie 

de  l'intégrale  précédente  relative  à  K  sera  nulle.  D'autre  part, 


l'intégrale  relativeaux  coupures  auxiliaires  est  évidemment  nulle. 
Calculons  la  valeur  de  Tintégrale  pour  une  coupure  a^  ^/^  ;  nous 
aurons 

Oth 

Pour  rintégrale  relative  à  la  coupure  Ç|  £2?  on  substituera,  après 
intégration  par  parties,  l'intégrale 

et,  par  suite,  on  aura 

2X1    /       rflog-f-       OU       27Ctlog(î)       (-)      , 

en  désignant  par  (  |)  la  valeur  de  la  fonction  rationnelle  ®  au 
point  ii.  Il  vient  donc  finalement 

'|7>— (ix,(l).- 
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C^est  le  théorème  d'Abel  pour  l'intégrale  normale  de  troi- 
sième  espèce.  Pour  l'avoir  sous  une  forme  qui  corresponde  aux 
généralités  indiquées  plus  haut  (§  5),  il  suffît  de  considérer  une 
famille  de  courbes 

X(ar,  x»«i»«î>  ...,a;.)  =  o 

dépendant  de  /*  paramètres  arbitraires  qui  figurent  rationnelle- 
ment dans  cette  équation. 

Supposons  que  la  courbe  cp  corresponde  à  des  valeurs  numé- 
riques fixes  données  aux  paramètres,  tandis  que  ^  correspondra  à 
des  valeurs  arbitraires  de  ces  paramètres.  On  voit  que  le  second 
membre  sera  le  logarithme  d'une  fonction  rationnelle  de  ces  para- 
mètres; ceci  est  d'accord  avec  le  premier  énoncé  que  nous  avons 
donné  du  théorème  d'Abel  (*). 

27.  Le  théorème  d'Abel  pour  les  intégrales  de  première  espèce 
se  démontrera  évidemment  par  la  même  voie  ;  on  aura  seulement 
à  considérer  l'intégrale 


/ 


logîrfl, 


I  désignant  une  intégrale  de  première  espèce.  Il  n'y  a  pas  ici  de 
points  il  et  ^2^  et  l'on  a  de  suite 


h  =  mn         a 


■  2  r-=«. 


—,  ^^k 


A  =  l 


J'ajoute  seulement  encore  une  remarque  importante  sur  l'appli- 
cation du  théorème  d'Abel  aux  intégrales  de  première  espèce. 

Considérons  un  faisceau  de  courbes  adjointes  d'ordre  m  —  2* 
Ce  faisceau  contiendra 

(m  —  2)(/n  -4-i)      ^      i{i—\) 


2 


fii OU     m  —  ^-{-p 


paramètres  entrant  d'une  manière  non  homogène. 


(*)  Cette  forme  du  théorème  d'Abel,  ainsi  que  le  théorème  sur  réchange  du 
paramètre  et  de  l'argument,  ont  été  donnés  par  Clcbsch  et  Gordan  dans  leur  Ou- 
vrage classique  :  Théorie  der  Abelschen  Functlonem  (i866). 
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Or  le  nombre  des  points  de  rencontre  de  /  avec  les  courbes  de 
ce  faisceau  est 

m{m  —  i) — ^at|.*(*  —  i)    ou     m  —  2 -h  2/>. 

On  pourra  donc  prendre  m  —  2  -[-/>  points  arbitrairement  et  les 
p  autres  s'ensuivront,  leurs  coordonnées  étant  fonctions  algé- 
briques des  coordonnées  des  premiers.  Ceci  posé,  nous  pouvons 
établir  que  la  somme  d'un  nombre  quelconque  d'intégrales 
abéliennes  de  première  espèce  est  égale  à  une  somme  de  p  in- 
tégrales dont  les  limites  sont  des  fonctions  algébriques  des 
limites  des  premières.  Nous  voulons  dire  par  là  que  la  somme 
des  X:  intégrales 

2/    ^'' 

où  (xo^yo)  est  un  point  fixe  de  la  courbe,  peut  s'exprimer  par 
une  somme  dep  intégrales 

où  les  (Çxî  'fix)  sont  des  fonctions  algébriques  des  (j7>i,  yh)» 

La  démonstration  est  immédiate  :  il  suffit  de  montrer  l'exac- 
lilude  du  théorème  pour  />  4- 1  intégrales.  Or,  parmi  les 
m  —  2  4-/>  points  de  rencontre  dont  nous  disposons  arbitraire- 
ment, supposons  que  p  -+- 1  coïncident  avec  les  limites  données 
de  nos  intégrales,  les  autres  étant  des  points  fixes.  L'application 
du  théorème  d'Abel  nous  permettra  d'exprimer  la  somme  des 
p  H-  I  intégrales  par  une  somme  de  p  intégrales  dont  les  limites 
sont  fonctions  algébriques  des  p  +  i  premières  limites.  La  propo- 
sition est  donc  établie. 
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CHAPITRE  XV. 

DES  FONCTIONS  UNIFORMES  SUR  UNE  SURFACE 
DE  RIEMANN  («)• 


I.  —  Décomposition  des  fonctions  rationnelles  de  or  et  j^ 
en  éléments  simples. 

1.  Les  fonctions  uniformes  F  sur  la  surface  de  Riemann,  dont 
nous  allons  nous  occuper  dans  ce  Chapitre,  n'ont  d^autres  points 
singuliers  que  des  pôles;  ce  sont,  par  conséquent,  des  /onctions 
rationnelles  de  x  et  y^  en  désignant  toujours  par 

Péquation  de  la  courbe  algébrique  de  degré  m  qui  définit  la  sur- 
face de  Riemann. 

Nous  commencerons  par  définir  le  degré  d'une  fonction  F,  en 
montrant  que  l'équation 

(I)  F  =  G, 

C  étant  une  constante  arbitraire,  a  toujours  le  même  nombre  [x  de 
racines,  quelle  que  soit  la  constante  C;  ce  nombre  [x  sera  le  degré 
de  la  fonction.  Il  suffit,  pour  l'établir,  de  faire  voir  que  le  nombre 
des  racines  de  cette  équation  est  égal  au  nombre  des  pôles  de  F. 
Considérons  à  cet  effet  l'intégrale 


(*)  Après  les  Mémoires  déjà  cités  de  Riemann,  un  travail  capital  sur  ce  sujet 
est  celui  de  MM.  Brill  et  Nôther  {MathematUche  Annalen,  t.  VII);  les  questions 
y  sont  traitées  à  un  point  de  vue  purement  algébrique. 
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prise  le  long  du  conlour  K  qui  rend  la  surface  de  Riemann  sim- 
plement connexe.  D'après  un  théorème  fondamental  de  Cauchj 
étendu  aux  surfaces  de  Riemann,  cette  intégrale  sera  égale  à  la 
différence  entre  le  nombre  des  racines  de  l'équation  (i)  et  le 
nombre  des  pôles  de  F;  or  Texpression  (2)  est  nulle,  puisque, 
F  étant  uniforme  sur  la  surface,  les  éléments  se  détruisent  deux  à 
deux.  Le  nombre  des  racines  de  (i)  est  donc  indépendant  de  C  : 
c'est  ce  que  nous  appellerons  le  degré  de  la  fonction  F.  Il  est 
clair  que  le  théorème  précédent  peut  être  considéré  comme  la  gé- 
néralisation du  théorème  fondamental  de  la  théorie  des  équations. 
Dans  le  cas  du  plan  simple  de  Cauchy  et  d'un  polynôme  en  x 
de  degré  m,  on  a  une  fonction  ayant  m  pôles  (un  pôle  multiple 
d'ordre  m  à  l'infini);  elle  a  donc  m  racines. 

2.  Les  intégrales  normales  de  seconde  espèce  vont  nous  servir 
d'éléments  simples  pour  décomposer  une  fonction  F.  Supposons 
que  cette  fonction  ait  [x  pôles  que  nous  supposerons  simples  (*), 
in  ^27  •••9  S|jL)  et  soient  ai,  a2,  •••,  9.^  les  résidus  correspon- 
dants. Formons  les  intégrales  normales  de  seconde  espèce 

E|,    lilj,     ...,    EjA 

correspondant  à  ces  [x  pôles.  La  différence 

F  —  (a,Ej-h  a,E,-t-. . .-+-  ^^V.^) 

n'a  manifestement  plus  de  pôle;  elle  doit  donc  se  réduire  à  une 
intégrale  de  première  espèce.  Or  les  périodes  de  cette  intégrale 
de  première  espèce  correspondant  aux  coupures  D  sont  nulles, 
puisque  F  n'a  pas  de  périodes,  et  que  les  périodes  relatives  aux 
coupures  D  des  intégrales  normales  de  seconde  espèce  sont  nulles. 
Mais  nous  savons  qu'une  intégrale  de  première  espèce,  pour 
laquelle  les  périodes  relatives  aux  D  sont  nulles,  se  réduit  néces- 
sairement à  une  constante  (§  13,  Chap.  XIV).  Nous  avons  donc 
/  '  identité  /on  damen  ta  le 

(3)  F  =  a,Ei-i-a2E,-+-...H-  ol^E^-^  ol^^i, 

les  a  étant  des  constantes. 


(*)  Dans  la  suite,  nous  supposerons  toujours  que  lés  pôles  dont  il   sera  parle 
sont  des  pôles  simples. 
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On  voit  qu'on  obtient  ainsi  une  décomposition  de  la  fraction 
rationnelle  dans  laquelle  les  intégrales  normales  de  seconde  espèce 
jouent  le  rôle  A^ éléments  simples,  La  formule  précédente  peut 
être  considérée  comme  la  généralisation  de  la  décomposition  des 
fractions  rationnelles  en  fractions  simples. 

3.  La  fonction  F  étant  uniforme  sur  la  surface  de  Riemann,  les 
périodes  relatives  aux  coupures  C  doivent  être  nulles.  Nous  avons 
donc  les />  relations 


(•■ 


Qh(\ur,x)    .    ^   QA(Ç„r,,)    ^         _^    Q/iCSa.y) 


a. 


(4)         ^'     /..      ^^'     A.      ^'"-^^     fi,      -^ 

Nous  devons  d'abord  remarquer  que  l'expression  (3)  sera  cer- 
tainement une  fonction  rationnelle  de  x  eiy^  si  les  constantes  a 
vérifient  les  relations  (4),  car  celles-ci  expriment  que  les  périodes 

de 

aiE|-l-fliîE,-i-..  .-h  aptE|A-hapt^.|, 

relatives  aux  coupures  C,  sont  nulles;  comme,  d'autre  part,  les 
périodes  relatives  aux  coupures  D  sont  aussi  nulles^  l'expression 
précédente  n'a  pas  de  périodes,  et  est,  par  suite,  une  fonction 
uniforme. 

Nous  allons  faire,  tout  à  l'heure,  une  étude  approfondie  de  ces 
relations.  Pour  le  moment,  déduisons-en  la  remarque  capitale, 
qu'iV  ne  peut  exister  de  fonction  rationnelle  de  x  et  y  ayant 
[JL  pôles  simples  arbitrairement  donnés,  si 

IA</>-hi. 

Il  suffira  de  le  montrer  pour  [x=/>.  Les  p  relations  précé- 
dentes entraîneraient 


Qi(5i,r„)     Q,(5„r,,)      ...      Q,(Çj„Tip,) 
Q/»(Çi,'ii)     Q;,(Ç2,r,,)     ...      Qp(?i„r,j,) 


=  0, 


et  nous  avons  déjà  dit  que  ce  déterminant  ne  pouvait  être  nul  si 
les  p  points  (;a,  t^)  sont  arbitraires.  Dans  ses  Leçons  sur  la 
théorie  des  fonctions  abéliennes,  M.  Weierstrass  prend  le  tliéo- 
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rème  précédent  comme  définition  du  genre.  Se  plaçant  à  un  point 
de  vue  purement  algébrique,  il  commence  par  établir  qu'il  y  a  un 
certain  minimum  au-dessous  duquel  ne  peut  descendre  le  nombre 
des  pôles  simples,  supposés  arbitrairement  choisis,  d'une  fonc- 
tion rationnelle  de  x  et  y.  Ce  nombre  minimum,  diminué  d'une 
unité,  est  ce  que  M.  Weierstrass  désigne  par  la  lettre  p  et  appelle 
le  rang  de  la  courbe  :  ce  nombre  p  n'est  autre  que  le  nombre  p 
de  Riemann,  d'après  la  remarque  que  nous  venons  de  faire. 
J'indiquerai,  dans  la  dernière  section  de  ce  Chapitre,  comment 
Weierstrass  établit  l'existence  de  ce  minimum* 

Si  l'on  a  /?  4-  I  points  arbitraires,  on  pourra  obtenir  une  fonc- 
tion F  n'ayant  d'autres  pôles  que  ces  points.  Les  a  seront  alors 
déterminés  (ou  du  moins  leurs  rapports)  par  les  équations  écrites 
plus  haut. 

Il  est  facile  à^  former  effectivement  une  fonction  ayant  p  -h  i 

pôles  arbitraires.  On  peut,  en  effet,  faire  passer  par />  -\-  i  points 

arbitrairement  donnés  une  adjointe  d'ordre  m  —  2,  soit  P(j:,  jf); 

elle  rencontrera  la  courbe,  en  dehors  de  ces  points  et  des  points 

multiples,  en 

m  -hp  —  3 

autres  points.  Par  ces  derniers,  on  peut  au  moins  faire  passer  deux 
adjointes  distinctes  d'ordre  m  —  2,  comme  le  montre  de  suite  le 
dénombrement  des  conditions.  Prenons  l'adjointe  P(j?,  y)  pour 
Tune  d'elles,  et  désignons  par  P|  (x,  y)  la  seconde,  le  quotient 

^\^,y) 

a  pour  pôles  les  />  +  i  points  primitivement  donnés. 


II.  —  Théorème  de  Riemann-Roch.  Des  fonctions  spéciales. 

4.  Nous  allons  maintenant  approfondir  l'étude  des  relations  (4) 
pour  résoudre  le  problème  suivant,  qui  est  fondamental  dans  la 
théorie  des  fonctions  algébriques  : 

Etant  donnés  [x points  sur  une  surface  de  liiemann,  de  com- 
bien de  constantes  arbitraires  dépendent  les  fonctions  ration- 
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nelles  qui  nont  d*autres  pôles  {supposés  tous  simples)  que  ces 
Y-  points  ou  quelques-uns  d'entre  eux? 

La  recherche  de  ce  nombre  reviendra  à  la  discussion  des  équa- 
tions (4),  que  j'écris  de  nouveau 

«1 w h...-4-aa :p =0        (A  =  i,a,  ...,/>). 

Si  les  premiers  membres  de  ces  p  relations,  regardés  comme 
fonctions  linéaires  et  homogènes  de  ai,  a^^  . . .,  ol^^  sont  linéaire- 
ment indépendants,  on  pourra  tirer  de  ces  équations  p  des  let- 
tres a  en  fonction  des  jx — p  autres,  et,  par  suite,  l'expression 
générale  (3)  de  F  renfermera 

li  —  p-hi 

constantes  arbitraires.  Ce  résultat  est  dû  à  Riemann;  il  convient 
en  quelque  sorte  au  cas  général.  Il  est  facile  de  le  compléter,  de 
manière  à  avoir  un  énoncé  applicable  à  tous  les  cas,  comme  l'a 
indiqué  Roch  (•). 

Supposons  que,  parmi  les  polynômes  (4)  du  premier  degré  en 
ai,  aj,  . . .,  ttjjt,  il  y  en  ait  seulement/?  —  o-  linéairement  indépen- 
dants. On  pourra  exprimer  alors  o-  d'entre  eux  en  fonction  des 
p  —  0"  autres  :  soit  les  a*  derniers  en  fonction  des  p  —  t  premiers. 
On  aura  ainsi  les  identités 

Q/»-<T4-i(U,  nk)  =  Xi  Q,  (5a,  r^Ji)  -4-...-f-  Ip-o  (ip-diUf  t^a)  1 

Q/»-<h-j(Î*,tia)  =  [M  Qi(5a-,  t,a)  -4-...-+-  fAp-<TQ/i-<j($A»  -Tik)  (     //._,,  ,.. 

OÙ  X,  [X,  . . .,  V  sont  des  constantes  ne  changeant  pas  avec  A*. 

Or  ces  relations  montrent  que  les  a*  courbes  adjointes  d'ordre 
m  —  3, 

•...., 

passent  par  les  [x  points  considérés  de  la  surface  de  Riemann.  Ces 
(  '  )  Rocu,  Journal  de  Crellc,  t.  Ci. 
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0-  polynômes  adjoints  sont  d^ailleurs  bien  évidemment,  par  leur 
forme  même,  linéairement  indépendants.  On  voit  donc  qu'il  j 
aura  o-  polynômes  adjoints  d'ordre  m  —  3  linéairement  indépen- 
dants s'annulant  pour  les  jx  points.  Il  n'y  en  aura  pas  davantage, 
car,  dans  cette  hypothèse,  on  aurait  iin  polynôme 

où  les  constantes  A  ne  seraient  pas  toutes  nulles,  qui  s'annulerail 
pour  (Ç|,  r,!),  ...,  (Çpt,  Tjji).  Il  s'ensuivrait 

Al  Qi  (Ça,  y\k)  -h. .  .-4-  A,,_<ïQ^-ç({a-,  v)  =  «        (A:  =  i ,  2,  . . . ,  ji). 

On  conclut  de  là  qu'un  des  polynômes  Qi,  Qj,  . . .,  Q;,_<r  pour 
(^A)  f[k)^  soit  par  exemple  le  dernier,  s'exprimerait,  quel  que 
soit  /:,  par  une  même  combinaison  linéaire  des  autres.  Les  expres- 
sions 

pour  /r  =  i,  2,  ...,  [X,  s'exprimeraient  par  des  combinaisons  li- 
néaires de 

et,  par  suite,  il  y  aurait  moins  de  /?  —  1  polynômes  (4)  linéaire- 
ment indépendants. 

Nous  arrivons  donc  à  la  conclusion  suivante  :  Si,  par  les  [x  points 
donnés,  on  peut  faire  passer  un  faisceau  de  courbes  adjointes 
d'ordre  m  —  3  renfermant  (d'une  manière  homogène)  a*  constantes 
arbitraires,  les  équations  (4)  se  réduiront  h  p  —  o"  d'entre  elles, 
et,  par  suite,  parmi  les  constantes 

p  —  T  pourront  s'exprimer  à  l'aide  des  autres.  Le  nombre  des 
constantes  arbitraires  figurant  dans  F  sera  donc 

jx  — (/?  — a)4-I      ou     [JL— />-4-i-t- 5, 

en  tenant  compte  de  la  constante  (t^^x  :  c'est  le  théorème  généra- 
lement désigné  sous  le  nom  de  théorème  de  Riema^n-Roch. 

On  remarquera  que,  parmi  les  constantes  a,  il  peut  y  en  avoir 
de  nécessairement  nulles,  comme  conséquence  des  équations  (4)- 
La  fonction,  dont  nous  venons  de  trouver  l'expression  générale 
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et  de  dénombrer  les  constantes  arbitraires,  aura  alors  moins  de 
[JL  pôles;  aussi  avons-nous  eu  soin  d'indiquer  dans  renoncé  du 
problème  de  Riemann-Roch  que  la  fonction  cherchée  avait  pour 
pôles  les  [JL  points  donnés  ou  quelques-uns  d'entre  eux. 

5.  Lorsque  le  nombre  o-  n'est  pas  nul,  le  nombre  [x  des  points 
est  évidemment  au  plus  égal  à 

2/?  — 9., 

puisqu'une  adjointe  Q  d'ordre  m  —  3  rencontre  la  courbe  /  seu- 
lement en  2/>  —  2  points  en  dehors  des  points  multiples.  Le 
degré  de  la  fonction  est  alors  au  plus  égal  à  2/?  —  2.  Quand  o-  est 
différent  de  zéro,  nous  dirons  que  la  fonction  F  est  une  fonction 
spéciale. 

Nous  allons  établir  que  toute  fonction  spéciale  peut  se  mettre 

sous  la  forme -^j  Q  etQi  étant  deux  polynômes  adjoints  d'ordre 

m  —  3. 

Soit,  en  effet,  Q(j7, ^)  un  polynôme  adjoint  d'ordre  m — '^ 
s'annulant  pour  les  pôles  de  la  fonction  F.  Envisageons  l'inté- 
grale 

^  QF  dx 

S  y 


/■■ 


le  produit  QF  reste  fini  pour  les  pôles  de  F;  d'autre  part,  pour 
le  point  à  l'infini  sur  chacun  des  feuillets,  il  est  infini  de  l'ordre 
de  j;"'"'.  On  voit  donc  que  l'intégrale  précédente  restera  finie  sur 
toute  la  surface  de  Riemann.  On  a  par  suite 

QF  =  Q„ 

Q«  étant  encore  un  polynôme  adjoint  d'ordre  m  —  3.  Cette  dé- 
monstration si  simple  est  duc  a  M.  Klein  (*).  Il  est  bien  clair 
que,  inversement,  tout  quotient  de  deux  polynômes  adjoints 
d'ordre  m  —  3  est  une  fonction  spéciale,  puisque,  pour  ce  quo- 
tient, 7  est  au  moins  égal  à  l'unité. 


(*)  Voir  les  Leçons  de  M.  Klein  sur  la  théorie  den  fonctiom  eUipiiquen 
modulaires,  t.  I.  Le  troisième  Chapitre  est  consacré  à  un  exposé  général  de  la 
théorie  des  fonctions  algébriques;  l'étude  de  cette  large  esquisse  ne  saurait  être 
trop  recommandée. 
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6.  MM.  Brill  et  Nother  ont  complété  le  théorème  de  Rîemaon- 
Roch  en  indiquant  une  loi  de  réciprocité,  relative  au  cas  où  7 
n'est  pas  nul,  que  nous  allons  maintenant  faire  connaître  (*). 
Considérons  une  fonction  spéciale  avec  les  pôles 

par  ces  [jl  points  passent  7  courbes  Q  linéairement  indépendantes, 

soient 

Qi,    Qî,    ...,    Qd. 

Une  de  ces  courbes,  la  première  par  exemple,  rencontrera,  en 
dehors  des  points  multiples^  /  en  [x'  autres  points 

îl,      Çj,       ...,      Î|J.'  (fl-r-îl'=2/>  — -2). 

Formons  le  quotient 


?  = 


0, 


011  les  c  sont  des  constantes  arbitraires.  Cette  fonction  (f  ne  peul 
devenir  infinie  qu'aux  points  ^.  Or  la  fonction  uniforme  la  plus 
générale  ne  pouvant  devenir  infinie  qu'aux  points  ^  contieol) 
d'après  le  théorème  de  Riemann-Rocli, 


constantes  arbitraires,  en  désignant  par  7'  le  nombre  des  courbes 
adjointes  d'ordre  /;?  —  3  linéairement  indépendantes  passant  par 
les  points  s»  On  a  donc,  puisque  o  contient  7  arbitraires, 

Mais,  en  partant  des  points  Ç,  on  pourrait  raisonner  comme  dous 
l'avons  fait  en  partant  des  points  ;,  en  considérant  la  fonction 

'  = g; 

et  en  désignant  par  Q,,  Q!j,  .  .  .,  Q'^^   les  a'  polynômes  adjoints 
d'ordre  m  —  3  s'annulant  aux  points  Ç. 
On  aurait  alors 

(<i)  ^'2  lJ.—p-\-l-\-  7. 

(')  BuiLL  cl  NùTUEii,  Mal/i.  Annaicn,  t.  VII. 
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Des  deux  inégalités  précédentes,  on  conclut 

Il  faut  donc  que  les  deux  inégalités  (5)  et  (6)  soient  des  éga- 
lités, et,  par  suite, 

<T  =  fl'  —  p  -r-  a' 4-  I, 
<j'  =  |x  —  />  -f-  a  -M , 

ce  qui  revient  à  Tunique  relation 

2(7  — a')  =  fJL'— fJL. 

C^est  la  loi  de  réciprocité  de  Drill  et  Nôther. 

Des  relations  ainsi  obtenues,  on  peut  déduire  le  théorème  dé- 
montré dans  le  paragraphe  précédent.  La  relation 

a'  =  jjL  —  /?  -f-  <T  H-  I 

montre  que  la  fonction  (p'  est  la  fonction  la  plus  générale  ayant 
pour  pôles  les  points  \  ou  une  partie  d'entre  eux  :  toute  fonction 
spéciale  est  donc  bien  un  quotient  de  deux  polynômes  adjoints 
d'ordre  m  —  3. 

7.  Le  degré  d'une  fonction  spéciale  est  au  plus  égal  à  2/>  —  2. 
Il  n'est  pas  inutile  de  montrer  <\vCil peut  effectivement  atteindre 
cette  limite.  Ceci  revient  à  dire  qu'il  n'y  a  pas,  en  dehors  des 
points  multiples,  de  points  par  lesquels  passent  toutes  les  ad- 
jointes d'ordre  m  —  3  :  ce  que  nous  avons  vu  précédemment 
(Chap.  XiV,  §11). 

III.  —  Des  transformations  birationnelles  des  courbes 
en  elles-mêmes. 

8.  Avant  d'étudier  les  transformations  birationnelles  d'une 
courbe  en  une  autre  courbe,  comme  nous  le  ferons  dans  la  sec- 
tion suivante,  arrêtons-nous  sur  les  transformations  birationnelles 
d'une  courbe  en  elle-même.  Une  courbe 

admettra  une  transformation  birationnelle  eu  elle-même  si,  po- 
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sant 


P  ei  R  étant  des  fonctions  rationnelles  de  x  et  y,  le  point  {x\y) 
décrit  la  courbe  /  quand  (x,y)  la  décrit  lui-même  et  que,  de 
|)lus,  on  puisse  tirer  de  ces  deux  équations 

Pr  et  Ri  étant  encore  rationnelles,  en  tenant  compte,  s'il  est  né- 
cessaire, des  relations  /{x,  y)z=  o  et  f{^x\  y)  =  o. 

Un  cas  intéressant  est  celui  où  la  transformation  précédente 
dépend  d'un  paramètre  arbitraire.  M.  Schwarz  a  montré  (*)  que 
les  courbes  du  genre  zéro  et  du  genre  la-  sont  les  seules  qui 
puissent  être  transformées  en  elles-mêmes  par  une  substitution 
birationnelle  renfermant  un  paramètre  arbitraire. 

Je  vais  démontrer  le  théorème  de  M.  Schwarz  en  suivant  la  voie 
qui  m'a  servi  à  établir  une  proposition  analogue  pour  les  surfaces 
algébriques  (2).  Soit 


(8) 

la  transformation  birationnelle  où  nous  mettons  en  évidence  le 
paramètre  t  dont  P  et  R  sont  des  fonctions  analytiques  d'ailleurs 
quelconques.  Considérons  p  intégrales  distinctes  de  première  es- 
pèce 

r(hix^y)dx  r(ip{or,y)dx        ,     ^   . 

en  supposant  la  courbe  de  genre  supérieur  à  un. 

L'élément 

(ix(x\  y')dx' 

quand  on  remplace  x'  et  y  parleurs  valeurs  (8)  en  x  elr^  prendra 


(  '  )  SciiWAHZ,  Journal  de  Crelle,  t.  87. 

(-)  E.  PicAUD,  Mémoire  sur  la  tlicorie  des  fonctions  algébriques  de  deuT 
variables  indépendantes  (^Journal  de  Mathématiques,  Cliap.  III,  1S89,  cl 
Comptes  rendus,  188G). 
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la  forme 

A|    J-, h  .   .    .  -f-    Ay,    J-, , 

Jy  Jy 

puisqu'une  intégrale  de  première  espèce  doit  nécessairement, 
après  la  transformation,  rester  encore  une  intégrale  de  première 
espèce.  Ecrivons  donc 

CX,(x\y)dx'  _  ,    (^,{x,y)dx    .  q^p{x,y)dx 

V.  y  ;         Y' —  ^  ï T' fr- . . .  -i-  a^, —, • 

Jy'  Jy  Jy 

Les  coefficients  A,  qui  sont  des  constantes  par  rapport  à  ar  et  y, 

pourraient  a  priori  Give  des  fonctions  du  paramètre  ty  mais  nous 

allons  montrer  qu'ils  n'en  dépendent  pas.  On  le  verra  tout  de 

suite  par  la  considération  des  périodes.  Donnons  en  cfTet  à  t  une 

valeur  arbitraire,  mais  fixe,  et  faisons  décrire  un  cycle  au  point 

{^i  y)t  auquel  correspondent  pour  les  p  intégrales  envisagées  les 

périodes 

(Di,     loj,      ...,     w,,; 

le  point  (x\y)  décrira  aussi  un  cycle,  et  soit  o)\  la  période  cor- 
respondante évidemment  indépendante  de  t.  On  aura  donc 

U)  j    =    Al  tOl  -T-   Aj  tOj -t- .   .   . -h   Ay>  UJy>. 

En  faisant  décrire  à  {^')y){p  —  i)  autres  cycles,  nous  obtien- 
drons/? —  I  autres  équations  de  cette  forme,  et,  comme  on  peut 
toujours  supposer  les  p  cycles  tellement  clioisis  que  le  détermi- 
nant des  périodes  correspondant  à  ces  p  cycles  soit  différent  de 
zéro  (on  pourra  prendre  par  exemple  les  cycles  correspondant  aux 
périodes  relatives  aux  coupures  G),  on  voit  que  les  quantités  A 
se  trouvent  complètement  déterminées  par  des  relations  où  ne 
figure  pas  le  paramètre  t  :  elles  sont  donc  indépendantes  de  ce 
paramètre. 

On  aura  de  môme 

(lO)  -/, =  I>1  f-, r-...-hU,, ji , 

Jy'  Jy  Jy 

les  coefficients  B  étant  aussi  indépendants  de  t.  De  (9)  et  (10), 
on  conclut 

iix(x\y)  ^  AiQi(x,  .y)  -f-. .  .-h  A;,Q;>(x,  y) 

^'  '^  Qi(.^',  y')     Bi  Qi(:r,  y)  -.-. .  .-^  n,,  Q;.(^.  y)  ' 

P.  —  II.  3f 
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Or  une  telle  égalité  amène  à  une  contradiction,  car  elle  établit 
entre  {x,  y)  et  ( j?',  y)  une  relation  où  ne  figure  pas  de  para- 
mètre arbitraire,  A  tout  point  {x^y)  de  la  courbe  ne  pourrait 
correspondre  alors  qu'un  nombre  limité  de  points  (x',  y*)  de  cette 
même  courbe,  tandis  que,  par  les  relations  (8),  le  point  {x'^y') 
varie  d'une  manière  continue  avec  /,  quand  (a:, ^')  reste  fixe. 
L'hypothèse  p  >  i  est  donc  impossible,  et  le  théorème  est  établi. 

Le  point  capital  dans  la  démonstration  précédente  a  été  de 
montrer  que  les  coefficients  A  ne  dépendent  pas  de  t  :  c'est  ce 
que  nous  avons  montré  plus  haut,  en  considérant  les  périodes.  On 
peut  y  parvenir  par  une  autre  voie. 

Reprenons  la  substitution 

x'=V{x,y),        y=K{x,y), 

Les  coefficients  figurant  dans  les  fonctions  rationnelles  V{x^y) 
et  R(j:,j^)  sont,  avons-nous  supposé,  des  fonctions  d'un  para- 
mètre; mais,  d'autre  part,  ces  coelficicnts  seront  nécessairement 
des  fonctions  algébriques  d'un  ou  de  plusieurs  d'entre  eux  restant 
arbitraires;  désignons  ceux-ci  par  la  lettre  6.  Dans  ces  conditions, 
reprenons  l'équation 

Cix[T\  r^ffx'  _        Qt(>.  y)(lx  Qp(x,  v)dx 

T7- —  Al  —,  h ...  -h  A,, ~ : 

/.>  Jy  Jy 

les  A  vont  êlrc  des  fonctions  algébriques  des  quantités  6.  Or  je  dis 
que  ces  fonctions  doivent  être  des  constantes.  Écrivons,  en  cIVct, 
la  relation  précédente  sous  la  forme 


y)  dx 

', y 

y 


(^01. /o)  correspondant  à  (oto,  Vo).  Ceci  posé,  laissons  (:r,  >')  fixe 
ainsi  que  (^o>  J'o)î  ^^  second  membre  va  être  une  fonction  algé- 
brique des  0;  si  celte  fonction  ne  se  réduit  pas  à  une  consliinle, 
elle  deviendra  infinie  pour  certaines  v.ileurs  des  0;  or  cela  est 
impossible,  car  le  premier  membre  est  une  intégrale  de  première 
espèce,  el,  de  plus,  x^  ç,V  y  étant  aussi  des  fonctions  algébriques 
des  0,  le  point  analytique  {.r\  y')  ne  décrit  pas  une  infinité  de 
cycles  avant  d'arriver  aux  limites  de  Tintégralion  correspondant 
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à  des  valeurs  des  0  qui  rendraient  infini  le  second  membre. 
L'expression 

Al/  j, h...-hA,,  I  j, 

ne  dépend  donc  pas  de  0  ;  c'est  donc  une  intégrale  Jixe  de  pre- 
mière espèce,  attachée  à  la  courbe 

par  suite  les  coefficients  A  doivent  eux-mêmes  séparément  être 
indépendants  de  0;  ce  qui  nous  donne  de  nouveau  le  résultat 
annoncé. 

9.  La  démonstration  qui  vient  d'être  donnée  du  théorème  de 
M.  Schwarz  permet  d'établir  immédiatement  une  proposition 
énoncée,  je  crois,  pour  la  première  fois  par  M.  Klein  :  Peut-il 
arriver  qu'une  courbe  de  genre  supérieur  à  l'unilé  admette  une 
infinité  discontinue  (*)  de  transformations  birationnelles  en  elle- 
même?  La  réponse  est  encore  négative,  et  l'on  peut  la  légitimer 
en  adoptant  la  voie  que  j'ai  suivie  pour  établir  (/oc.  ait,)  un  théo- 
rème analogue  relatif  aux  surfaces  (-).  Supposons  que  nous  ajons 
une  courbe  admettant  une  infinité  de  transformations  biration- 
nelles en  elle-même.  Prenant  une  quelconque  de  ces  transforma- 
tions 

et  opérant  comme  plus  haut,  nous  serons  conduit  à  une  relation 
de  la  forme  (ii).  Toutes  les  transformations  qui  transforment  la 
courbe  eu  elle-même  doivent  donc  être  données  par  une  relation 
de  cette  forme  où  Ton  donne  aux  constantes  A  et  B  des  valeurs 
convenables.  Or,  partant  a  priori  de  celle  équation  (ii),  nous 
pouvons  chercher  à  quelles  conditions  elle  définira  uue  corres- 
pondance birationnelle  entre  (  x,  y)  et  (j:',  y').  Ces  conditions 


(*)  Nous  entendons,  par  une  infinité  discontinue,  des  transformations  en 
nombre  infini  ne  dépendant  pas  de  paramètres  arbitraires. 

(-)  Voir  aussi  K.  Picaud,  Sur  les  transformations  birationnelles  des  courbes 
algébriques  en  elles-mêmes  {Bulletin  de  la  Société  mathématique,  t.  XXI). 
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établissent  évidemment  un  certain  nombre  de  relations  algébri- 
ques entre  les  A  et  les  B.  Alors,  de  deux  choses  Tune  :  on  bien  ces 
relations  déterminent  un  nombre  Jini  de  valeurs  de  A  et  B,  et  il 
n\  a  dans  ce  cas  qu^1n  nombre  limité  de  transformations  de  la 
courbe  en  elle-même;  ou  bien  une  ou  plusieurs  des  quantités  A 
et  B  restent  arbitraires,  et  alors  la  courbe  admet  une  transforma- 
lion  birationnelle  renfermant  un  paramètre  arbitraire.  Or  cette 
dernière  circonstance  est  impossible  si  le  genre  est  supérieur  à 
un.  Il  ne  peut  donc  y  avoir  pour  les  courbes  de  genre  supérieur  à 
un  qu'un  nombre  limité  de  transformations  birationnelles  de  la 
courbe  en  elle-même  (*). 

10.  Il  est  facile  de  voir  que  les  courbes  de  genre  zéro  et  un 
admettent  une  suite  continue  de  transformations  birationnelles  en 
elle-mêmes.  La  chose  est  évidente  pour  les  courbes  de  genre  zéro 
pour  lesquelles  on  peut,  comme  on  sait  (*),  exprimer  x  et  yen 
fonction  rationnelle  d'un  paramètre  8  et  de  telle  manière  qu'à  un 
point  arbitraire  de  la  courbe  ne  corresponde  qu'une  valeur  de  8. 
Soient  donc 

en  remplaçant  8  par      ^         »    où  a,  6,  c,  d  sont  des  constantes 
quelconques,  nous  aurons 

et  il  est  manifesle  qu'il  y  aura  entre  (x^y)  et  (.r',  y)  une  corres- 
pondance birationnelle  dépendant  de  trois  paramètres  arbitraires. 
Passons  aux  courbes  de  genre  un.  Cette  courbe,  supposée  de 

degré  m,  a  alors 

m  (m  —  3  ) 

'2 

points  doubles.  Marquons  sur  la  courbe  m  —  2  points  A  en  dehors 


(')  J/étudc  des  courbes  de  f;cnrc  supérieur  à  l'unité  admettant  un  nombre  fini 
de  transformations  birationnelles  en  elie-mémes  a  été  faite  d'une  manière  très 
complète  par  M.  Ilurwitz  {Matli.  Annalen.  t.  XLl). 

(2)  Ce  théorème  élémentaire  sera  établi  au  Chapitre  XVII. 
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des  points  doubles  (*).  Par  ceux-ci  et  les  points  A,  on  peut  faire 
passer  un  faisceau  d^adjointes  d'ordre  m  —  2  dépendant  d'un 
paramètre  arbitraire,  puisque 

m(/n  — 3)  (m  —  a)  (m  H-i) 

•2  1 

Soit 

(12)  P,H-XP,=  o 

Téquation  de  ce  faisceau  où  X  est  un  paramètre  arbitraire.  Le 
nombre  des  points  de  rencontre  variables  des  courbes  de  ce  fais- 
ceau avec  la  courbe  est 

m{ni  —  a)  —  m(m  —  3)  —  (m  —  -i),        c'est-à-dire  2. 

Ces  points  sont  certainement  tous  deux  mobiles  avecX.  L'un  de 
ces  points  peut  en  effet  être  choisi  arbitrairement  puisqu^on  peut 
choisir  X  de  telle  manière  que  la  courbe  (12)  passe  en  un  point 
arbitraire,  et  le  second  point  ne  peut  pas  être  indépendant  de  X, 
car  alors  la  courbe  serait  unicursale. 

Celte  remarque  faite,  les  deux  points  (x,  y)  et  (x',  y)  de  ren- 
contre variables  avec  X  se  correspondent  uniformément,  et  cette 
correspondance  déGnit  par  suite  une  transformation  birationnelle 
de  la  courbe  en  elle-même.  Or  cette  transformation  dépend  de  la 
position  des  points  A  bases  du  faisceau  (12).  Supposons  que  parmi 
ces  points  un  seul  varie,  soit  A|  ;  on  voit  de  suite  que  la  corres- 
pondance entre  {x,  y),  {x'  ^  y)  varie  aussi,  sinon  nous  aurions  un 
faisceau  de  courbes  d'ordre  m  —  2,  passant  par  les  points  fixes 
(x,  ^),  {x\  y)  et  les  points  A2,  ...,  A„i_2,  cjui  aurait  le  seul 
point  de  rencontre  mobile  A|,  et  la  courbe  serait  unicursale. 

Nous  avons  donc  formé,  pour  la  courbe  de  genre  un  considérée, 
une  transformation  birationnelle  dépendant  d'un  paramètre  arbi- 
traire. Ajoutons  quelques  remarques  importantes.  J'écris  la  trans- 
formation sous  la  forme 

ar'=  V{x,y,Ti,yi). 


(*)  Nous  faisons  Thypolbcsc  que  lu  courbe  a  seulement  des  points  doubles  uni- 
quement pour  simplifier  les  calcuN. 
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laissant  en  évidence  les  coordonnées  (xt^yt)  du  point  que  nous 
avons  désigné  par  A|.  En  prenant  (x[^  y\)  à  la  place  de  (^mJKi)? 
on  aura 

et  de  ces  deux  transformations  résulte  une  transformation  bira- 
tionnelle  entre  {x'^y)  et  (r'',y)*  ^"  P^"^  la  regarder  comme 
une  transformation  dépendant  d\in  paramètre  arbitraire  {x\^  y\), 
et,  pour  une  certaine  valeur  de  ce  paramètre  {x\  =  X|,  y\  =^i), 
elle  se  réduit  à  la  substitution  identique.  Nous  pouvons  donc, 
supprimant  maintenant  un  accent,  former  une  transformation 
bira tionnelle  de  notre  courbe 

^      ^  ly=B(:r,jK,0 

dépendant  d^un  paramètre  arbitraire  t  et  se  réduisant,  pour  une 
certaine  valeur  de  /,  soit  Iq^  à  la  substitution  identique 

x'=x,      y'  =  y- 

Or  prenons    l'intégrale  de  première   espèce    :    en   raisonnant 
comme  plus  haut,  nous  avons 

qix,  r)dT       .  Q(x\y)dx' 

fy         ^"^ 77—' 

A  ne  dépendant  pas  de  t.  Or,  pour  /  r= /„,  on  a  j:'=  .r,  ^r'  =  v, 
donc  A  =  I  ;  nous  pouvons  donc  écrire 

Q(3-,  y)dr  _  Çlix',  y' )dx' 

fy         ~         fy 

et  la  transformation  (i3)  donne  Tinlégrale  générale  de  celte  équa- 
tion difTérenliellc,  t  étant  le  paramètre  arbitraire.  On  peut  encore 
dire  que  la  relation  algébrique  (i3)  équivaut  à  la  relation  trans- 
cendante 

^^''■q{T.y)rlx  _   r'"-^"(i{x\y^fix' 


f 


J  y  •V«.v„  Jy 


où  h  est  une  constante  arbitraire.  Dans  le  cas  de  l'intégrale  ellip" 
tique,  l'équation  différentielle  que  nous  venons  ainsi  d'intégref 
est  la  célèbre  équation  d'Euler. 
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IV.  —  Des  classes  de  courbes  algébriques.  Courbes  normales. 

11.  Riemann  a  introduit  dans  la  Science  Timportante  notion  de 
classes  de  courbes  algébriques. 
Deux  courbes  algébriques, 

sont  dites  appartenir  à  la  même  classe  quand  elles  se  correspon- 
dent point  par  point^  c'est-à-dire,  comme  nous  avons  déjà  eu 
l'occasion  de  l'indiquer,  quand  on  a  entre  les  points  des  deux 
courbes  la  correspondance 

R  et  R|  élant  rationnelles  en  x  et^',  et  qu'inversement  ces  rela- 
tions   peuvent    s'écrire,    en    tenant    compte    des    équations    des 

courbes, 

xr-.V  (x\y). 

P  et  P|  étant  encore  rationnelles  en  x'  cl  y. 

Faisons  d'abord  la  remarque  capitale  que  toutes  les  courbes 
d\ine  même  classe  sont  de  même  genre.  On  le  démontrera  tout 
do  suite  en  considérant  que  toute  intégrale  de  première  espèce 
de  F  se  transforme  en  une  intégrale  de  première  espèce  de/  et 
inversement;  le  nombre  de  ces  intégrales  linéairement  indépen- 
dantes est  donc  le  même  pour  les  deux  courbes,  ce  qui  revient  à 
dire  qu'elles  sont  du  même  genre. 

On  a  cherché  les  courbes  les  plus  simples  que  l'on  puisse  con- 
sidérer comme  les  représentants  d'une  classe  de  courbes  algébri- 
ques. Le  problème  n'est  évidemment  pas  déterminé  (tout  dépend 
de  l'idée  que  Ton  veut  se  faire  de  la  simplicité  d'une  courbe), 
aussi  a-t-il  été  traité  dans  dos  directions  diflTérentes.  Nous  com- 
mencerons par  la  transformation,  étudiée  d'abord,  quoique  d'une 
manière  trop  sommaire,  par  Clebsch  et  Gordan  (*). 


(»)  Clebscu  et  Gordan,  Théorie  cier  Abelschen  Functionen,  p.  05, 
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12.  Nous  parlons  de  la  courbe  algébrique 

de  degré  m  el  de  genre  p  au  moins  égal  à  trois.  Prenons  sur  elle 
p  —  3  points  arbitraires;  on  pourra  faire  passer  par  ces  points  un 
réseau 

(i4)  aiQi-4-aiQiH-5'jQ3=o 

de  courbes  adjointes  d'ordre  m  —  3,  puisqu'une  adjointe  de  cet 
ordre  est  déterminée  par  p  —  i  points  arbitraires.  Faisons  alors  la 
transformation 

(i5)  '  '^ 

A  la  courbe/  va  correspondre  une  courbe 

F(X,Y)  =  o.. 

Ces  courbes,  en  général,  se  correspondront  point  par  point. 
Dans  quels  cas  pourrait-il  en  être  autrement?  Il  faudrait  qu'à  tout 
point  (X,  Y)  de  F  correspondissent  au  moins  deux  points  de/, 
el,  par  suite,  que  les  deux  adjointes 

XQ,(:r,j)-Q«^^,r)  =  o, 

VQ,(^,.r)-Q3(^",r;  =  o, 

où  X  et  Y  désignent  des  constantes,  aient,  dès  qu'elles  ont  un 
point  commun  avec  /,  au  moins  un  autre  point  commun  (en  de- 
hors des  points  multiples  et  des/>  —  3  points  bases  du  réseau  K 

Ceci  revient  à  dire  que  toutes  les  adjointes  du  réseau  (i4)  qui 
passent  par  un  point  d'ailleurs  arbitraire  de  /  ont  nécessairement 
au  moins  un  autre  point  commun  sur/  Nous  verrons  dans  un 
moment  que  cette  circonstance  ne  peut  se  rencontrer  que  pour 
une  famille  particulière  parfaitement  caractérisée  de  courbes  de 
genre/?  que  Ton  appelle  courbes  hyperelliptiques.  Sous  le  béné- 
fice de  ce  résultat  supposé  acquis,  nous  pouvons  dire  que  les 
courbes  /  et  F  se  correspondent  point  par  point,  si  la  courbe/ 
n'est  pas  h^perelliptique. 

Cherchons  quel  sera  le  degré  de  la  courbe  F.  Les  intersections 
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d'une  droite  quelconque 

AX-f-BY-+-C  =  o 
correspondront  aux  points  de  rencontre  de  la  courbe 

AQ,(a7, y)  -h  BQ3(ar,  j)  -f-  GQ,(r,  7)  =  o 

avec/,  en  laissant  de  côté  les  points  multiples  et  les  />  —  3  points 
base  du  réseau.  Nous  aurons  donc  un  nombre  de  points  égal  à 

2/)  —  9.  —  (p  —  3)         ou        jO-f-l. 

Le  degré  de  la  courbe  F  est  donc  égal  à  p  -\-\,  On  peut  donc 
faire  correspondre  point  par  point  toute  courbe  de  genre  p  à  une 
courbe  de  degré  /?  -f- 1,  sauf  le  cas  exceptionnel  réservé. 

La  courbe  F  aura  des  points  doubles  provenant  des  solutions 
distinctes  (x, j)),  {x\y)  des  deux  équations 

^i(^',y}        Q^ii^'^f)        Q3(^',/)' 

L'étude  de  ces  deux  équations  ne  présente  pas  de  difficultés, 
mais  il  est  inutile  de  la  faire;  car  le  nombre  des  points  doubles 
est  immcdiatenicnt  déterminé,  |)uis(|uc  le  genre  de  F  est  égal  à/>, 
les  deux  courbes  /  et  F  se  correspondant  point  par  point.  Le 
nombre  8  de  ces  points  doubles  sera  donc  donné  par  Téquation 

^ — i ---rj  =  n  OU  0  =   '—l . 

•1  '  '^ 

13.  Nous  devons  maintenant  faire  l'étude  approfondie  du  cas 
exceptionnel  où  la  transformation  (i5)  n'est  pas  biralionnelle. 
Dans  ce  cas,  toute  courbe  du  réseau  (i4)  qui  passe  par  un  point 
de/" passera  nécessairement  par  un  ou  plusieurs  autres  points;  ou 
bien  encore,  toutes  les  adjointes  passant  par  p  —  2  points  arbi- 
trairement choisis  sur /rencontreront  encore  cette  courbe  en  un 
ou  plusieurs  autres  points  fixes  (sans  parler,  bien  entendu,  des 
points  multiples). 

Soient  A|,  A2,  .  .  .,  A^_2  Icsp  —  2  points  arbitrairement  choi- 
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sîs.  Plusieurs  circonstances  pourraient,  a  priori,  se  présenter  (*). 
Admettons  d'abord  que  toutes  les  adjointes  passant  par  les  A  aient 
encore  un  point  fixe  commun  B;  les  coordonnées  de  ce  point 
unique  B  seront  des  fonctions  rationnelles  des  coordonnées  de  A|, 
Aa,  .  .  .,  Ay,_2,  et  la  position  de  B  dépendra  de  tous  les  points  A; 
car,  si  elle  dépendait  seulement  de  quelques-uns  d'entre  eux, 
soit  [JL,  les  adjointes  considérées  auraient  plus  d'un  point  fixe 
commun  (elles  en  auraient  autant  qu'il  y  a  de  combinaisons  de 
p  —  2  lettres  jx  à  jx).  On  aura  donc,  en  désignant  par  (X,  Y)  les 
coordonnées  de  B, 

X  =  l*(^i,  Vi,.r5,^j ,  j-,,_j,^,,_,)r 

P  et  R  élant  rationnelles,  el  x/,  yi  désignant  les  coordonnées 
de  A/. 

Il  y  a  d'ailleurs  évidemment  réciprocité,  c'esl-à-dire  que  l'on 
aura 

En  considérant  x^^  .  .  .,  J0p_2  comme  des  paramètres  variables, 
nous  avons  donc  une  transformation  birationnelle  entre 

(.r,,^V,)     ol     (\,Y). 

La  coiirho  adineîltra  donc  une  Iransfornialion  birationnelle  dé- 
pendant de  paramètres  arbitraires,  ce  qui  est  impossible  d'après 
ce  (|U(î  nous  avons  vu  daïis  la  Section  précédente.  L'bypothèse 
faite  du  point  unique  B  est  donc  à  écarter. 

Supposons  donc  que  nos  adjointes  passent  par  k  points  (A*I>  i). 
Les  positions  de  ces  k  points  ne  pourront  pas  toutes  dépendre  à 
la  fois  des  positions  des  A;  car,  si  Ton  fail[)asser  une  adjointe  par 
p  —  I   points  a  arbitraires,  on   aurait,  en  considérant  successive- 


(')  On  n'a  jamais  pris,  que  j«'  sacln*,  la  peine  de  faire  la  discussion  que  nous 
croyons  indispensable  d'efTcrtucr  pour  ôlre  complètement  rigoureux.  Il  semble 
qu'on  ait  toujours  admis  a  priori  (|uc,  dans  le  cas  où  la  réduction  à  une  courbe 
normale  d'ordre  p -\- \  n'est  pas  possible,  toulc  adjointe  d'ordre  m  —  3  passant 
par  un  point  pa^^c  nécessairement  par  un  ou  plusieurs  autres.  (  Voir,  par  exemple, 
Brill  et  NoTiiEu,  Matk.  Annaten,  t.  VII,  p.  28G.) 
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menl  cette  adjointe  comme  passant  par  les  p  —  î  groupes  de 
p  —  2  points  formés  par  les  a, 

points  distincts  par  lesquels  elle  devrait  passer,  ce  qui  est  impos- 
sible, puisque  A' >  i .  Les  A*  points  se  partagent  donc  nécessaire- 
ment en  groupes  de  k'  points  dépendant  des  positions  d'un  cer- 
tain nombre  \Çk  <C/>  —  2)  de  points  A.  Ainsi,  nous  sommes  amené 
à  l'hypothèse  que  toutes  les  adjointes  passant  par  \  points 
(\<Cp  —  2)  dey  auraient  en  commun  encore  k'  points,  qui  tous 
dépendent  des  X  points  considérés.  Or  envisageons  encore,  comme 
plus  haut,  p  —  I  points  a  arbitrairement  choisis  et  une  adjointe 
passant  par  ces  points,  on  aura,  en  regardant  successivement 
cette  adjointe  comme  passant  par  les  groupes  de  X  points  formés 
par  les  a, 

^., (p-\)(p      '>)... ip-  À) 

I  .'X.  .  .A 

points  distincts  (*)  par  lesquels  elle  devra  passer.  En  y  ajoutant 
les  p  —  I  points  a,  on  devra  avoir 

i,(P      \)(p  — '*)... (p  —  l)  ^ 

A    — : h  p  —  l<'ip  —  1; 

or  cette  inégalité  ne  peut  avoir  lieu  que  si 

A'=X=i. 

CjCS  relations  sont  capitales  pour  nous.  Elles  montrent  que, 
dans  le  cas  exceptionnel  dont  nous  faisons  Télude,  toutes  les  ad- 
jointes d^ ordre  m  —  3  passant  par  un  point  passent  nécessai- 
rement par  un  autre  point,  puisque  à  chacun  des  points  A  cor- 
respond un  point  dont  la  position  dépend  de  ce  point  seulement. 
Le  nombre  désigné  plus  haut  par  k  est  manifestement  égal  à 
p  —  2. 

14.  Nous  pouvons  maintenant  caractériser  très  nettement  la 
classe  de  courbes  pour  lesquelles  la  réduction  à  une  courbe  de 


(')  Ils  sont  distincts,  puisque  les  3  sont  arbitraires  et  que  chaque  groupe  de 
k'  points  dépend  de  tous  les  X  points  qui  le  définissent. 
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degré/? -h I  d'après  la  mélhode  du  n®  12  est  impossible.  Si  C  dé- 
signe une  lelle  courbe,  prenons,  sur  C,  /?  —  2  points  fixes  d'ail- 
leurs arbitraires;  toutes  les  adjointes  passant  par  ces  points  pas- 
sent par  p  —  2  autres  points  fixes  d'après  ce  que  nous  venons  de 
dire  :  il  restera  donc  seulement  deux  points  mobiles  de  ren- 
contre. Soit 

(16)  Qi-+-XQ,=  o 

Féquation  du  faisceau  considéré  des  adjointes.  Les  coordonnées  x 
el  y  des  points  de  rencontre  seront  données  par  une  équation  du 
second  degré;  on  aura,  par  suite,  pour  x  et  y  des  expressions  de 
la  forme 

07  =  R  [X,^P(T)], 


R  et  R|  étant  des  fonctions  rationnelles  de  X  et  de  y/P(A),  en  dé- 
signant par  P(X)  un  polynôme  en  X  qu'on  peut  supposer  n'avoir 
que  des  racines  simples,  après  avoir  fait' sortir  du  radical  les  ra- 
cines multiples.  Les  deux  déterminations  du  radical  correspon- 
dent aux  deux  points  de  rencontre  de  la  courbe  proposée  y  avec 
le  faisceau  (16).  Il  en  résulte  qu'à  un  point  arbitraire  (x,  y)  de/ 
correspond  une  valeur  de  X  et  de  y^P(X);  nous  pouvons  donc  dire 
que  la  courbe  f  correspond  point  par  point  à  une  courbe 
entre  \  et  \k  de  la  forme 

\x'^=-.  P(X). 

On  donne  à  une  telle  courbe  le  nom  de  courbe  hyperelliplique ; 
aussi  la  classe  de  courbes  qui  nous  occupe  peut-elle  prendre  ce 
nom. 

15.  Nous  avions  fait,  dans  le  Tome  1  (p.  54),  l'étude  des  inté- 
grales abéliennes  relatives  à  une  courbe 

(•7)  J-=t*(:p;. 

On  a  vu  que  les  cas  où  P(^)  est  de  degré  ip  -\-i  et  2/)  -f- 1  se 
ramènent  immédiatement  l'un  à  l'autre.  En  supposant  que  P(^) 
soit  de  degré  \p  -f-  i ,  nous  avons  montré  qu'il  y  avait  p  intégrales 
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de  première  espèce  pour  la  courbe  (17);  ce  sont  les  intégrales 


/ 


xf^dx 
— ==  (A-  =  o,  1,2,  ...,/,  — I). 

/P(:r) 


Nous  pouvons  donc  dire  que  la  courbe  (17)  est  de  genre  p.  Si 
nous  revenons  à  la  relation 

îa»=PcX) 

du  paragraphe  précédent,  nous  pouvons  déterminer  tout  de  suite 
le  degré  de  P(X).  La  courbe  f  et  la  courbe  précédente  se  corres- 
pondant point  par  point,  les  courbes  seront  du  même  genre,  et  le 
degré  de  P(X)  (dont  toutes  les  racines  sont  simples)  sera  égal  à 
2/)  4-  i  ou  à  2/>  -f-  2. 

Il  est  facile  de  vérifier,  pour  la  courbe  (17),  la  propriété  des 
adjointes,  dont  nous  avons  parlé  plus  haut,  relative  aux  courbes 
hyperelliptiques.  Les  courbes  qui  remplacent  ici  les  adjointes 
d'ordre  m  —  3  sont  les  /?  —  i  droites  représentées  par  Téquation 

Ao^r/'-ï  -h. .  .-f-  Ay,_i  =  o, 

les  A  étant  des  constantes  arbitraires,  comme  le  montre  la  forme 
ci-dessus  des  intégrales  de  première  espèce.  Les  2/?  —  2  points  de 
rencontre  mobiles  d'une  adjointe  avec  la  courbe,  qui  jouent  dans 
la  théorie  le  rôle  essentiel,  sont  les  points  de  rencontre  des 
p  —  1  droites  précédentes  avec  la  courbe.  On  voit  que  les  points 
se  correspondent  deux  à  deux,  puisque  à  un  point  de  rencontre 
(x,  jk)  correspond  nécessairement  le  point  (:p,  — y^. 

16.  La  courbe  hyperelliptique 

de  degré  2/) -f- i  ou  2/? -h  2,  que  nous  venons  de  faire  corres- 
pondre uniformément  à  la  courbe /de  la  classe  hypcrclliptiquc, 
n'est  pas  la  courbe  du  plus  bas  degré  que  nous  puissions  indiquer. 
Les  adjointes  d'ordre  m  —  3  ne  pouvant  conduire,  dan»  ce  cas,  k 
une  transformation  birationnelle,  employons  des  adjointes  d'ordre 
m  — 2  :  ces  courbes  ont  avec  f 

m  -^%p  —  '}. 
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points  de  rencontre,  en  dehors  des  points  multiples.  SI  nous  les 
assujettissons  à  passer  par  m  -t  p  —  4  points  pris  arbitrairement 
sur  la  courbe,  nous  aurons  un  reseau  à  trois  paramètres 

(i8)  «1  I*i(^,  y)  -^  iiViix.y)-^  aîP3(^,  y)  =  o, 

et  les  points  de  rencontre  mobiles  seront  au  nombre  de 

p  -+-  9.. 

Posons  alors 

_  Par.r,  V) 

Y_  P3(.r,  V) 

Pl(.^,r)' 

La  courbe  f  se  transformera  en  une  courbe  F,  et  les  deux 
courbes  se  correspondront  point  par  point.  Pour  établir  en  toute 
rigueur  celte  correspondance  birationnelle  entre  f  et  F,  il  faut 
montrer  que  toutes  les  adjointes  d'ordre  m  —  i  passant  par 
m  -\-  p  —  3  points  quelconques  ne  passent  pas  par  un  ou  plusieurs 
autres  points. 

Or  cela  est  impossible 5  car  prenons  /?  4- i  points  arbitraires 
A|,  A2,  ...,  A^^.1,  et  faisons  passer  par  ceux-ci  une  adjointe 
d'ordre  m  —  2;  elle  rencontrera  la  courbe  en  dehors  de  ces  points 
et  des  points  multiples  en  m  -\- p  —  3  autres  points,  que  nous  dé- 
signerons par  B.  Si  toutes  les  adjointes  d'ordre  ni  —  2  passant 
par  les  B  passent  par  un  ou  plusieurs  autres  points  fixes,  ceux-ci 
devront  être  compris  nécessairemcnr  parmi  les  points  A,  et,  en 
prenant  alors  une  adjointe  P|  [x^  y)  distincte  de  Tadjoinle  P(x,  y) 
dont  nous  sommes  parti,  le  quotient 

Pi(>»  V) 
I*(^',  y) 

n'aura  pas  pour  pôles  tous  les  points  A,  mais  seulement  quelques- 
uns  d'(*nlre  eux.  On  aurait  donc  une  fonction  ajanl  moins  de 
p  -r  I  [)olcs  arbitraircmcrïl  choisis,  ce  (jui  est  impossible. 

Le  degré  de  ta  eourbe  F  est  égal  à  />-|-2,  puisque  le  ré- 
seau (18)  rencontre  la  courbe  c\\  p  -r-  \i  points  mobiles. 

Nous  n'avons  pas  supposé  jusqu'ici,  dansée  paragraphe,  que  la 
courbe  fut  lijperclliplique.  Si  nous  revenons  à  cette  hvpolhèse, 
nous  obtiendrons  une  courbe  particulièrement  remarquable  en  pro- 
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cédant  de  la  manière  suivante.  On  prend  m  —  2  des  m-^- p  —  4 
points  bases  du  réseau  (18)  en  ligne  droite.  Parles  p  —  1  autres 
points  on  peut  faire  passer  deux  adjointes  distinctes  Qi  et  Q2 
d'ordre  m  —  3,  et  ces  courbes  du  réseau  Qi  +  XQ2=  o  ont  stxi- 
\emenl  deux  points  de  rencontre  mobiles  avec  X.  Posons  alors 

V^ix,  y)  =  iax  -^  by  —  c)(lx{oc,  y), 
\\{x,  Y)  =r:  (^ax  -\-  by  -^  c)Ci^ix,  y), 

en  désignant  par  ax  -{-  by  -A-  c  ^=  o  la  droite  des  m  —  2  points. 
Parmi  les  />  -f-  2  valeurs  de  {x^y)  correspondant  à  X,  deux  seule- 
ment varient  avec  X,  et  les  valeurs  de  Y  correspondant  aux/>  au- 
tres sont  infinies.  Il  ne  correspond  ainsi  que  deux  valeurs  finies 
de  Y  à  une  valeur  arbitraire  de  X.  Notre  courbe  de  degré />  -f-  2 
a  donc  un  point  multiple  d'ordre  p  à  l'infini.  Nous  pouvons  donc 
énoncer  le  théorème  suivant  : 

Toute  courbr  de  genre  p  hypei  elliptique  correspond  point 
par  point  à  une  courbe  de  degré  p  -^r  2  ayant  un  point  niul^ 
tiple  d^ ordre  /?. 

On  peut  d'ailleurs  vérifier  que,  inversement,  toute  courbe  de 
degré/;-f-2,  avec  un  point  multiple  d'ordre  p  à  tangentes  dis- 
tinctes, est  de  genre  p  et  du  type  liyperelliptique. 

Le  genre  de  notre  courbe  sera  donc 

p{p  —  0       />(/>  -I) 

- — — on      /;. 

•X  •>.  ' 

Les  adjointes  d'ordre  /?  -h  2  —  3  ou  />  —  i  seront  ici  des  courbes 
d'ordre  p —  1,  ayant  le  point  multiple  O  d'ordre  y>  de  la  courbe 
comme  point  multiple  d'ordre/?  —  1  :  elles  sont  donc  formées  de 
p  —  I  droites  arbitraires  passant  par  O.  La  courbe  est  hyperellip- 
tique,  car  toute  adjointe  d'ordre  j>  —  i  passant  par  un  point  A  de 
la  courbe  va  nécessairement  passer  par  im  autre  point  qui  est  le 
point  (en  dehors  de  A  et  O)  où  la  droite  AO  rencontre  la  courbe. 

17.  Nous  avons  fait  correspondre,  avec  Clebsch  et  Gordan, 
une  courbe  arbitraire  de  genre  p  à  une  couibe  normale  de  degré 
y^-l-i.  On  petit  encore  obtenir  des  courbes  normales  de  degré 
moindre,  comme  Tout  indiqué  MiM.  Brill  et  Niither  dans  le  Rlé- 
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moire  que  nous  avons  déjà  plusieurs  fois  cilé  (*).  Sans  entrer 
dans  une  discussion  approfondie  de  celte  question,  qui  ne  me 
paraît  pas  d^aiileurs  avoir  été  jamais  faite  complètement,  indiquons 
au  moins  les  considérations  qui  peuvent  conduire  à  ces  courbes 
normales  de  degré  inférieur  k  p-hi.  Nous  trouverons  là  l'occa- 
sion d'appliquer  le  ihéorème  de  Riemann-Roch  et  le  théorème  de 
réciprocité  de  MM.  Brill  et  Nôther. 

Soient  considérés  jx  points  (^i,y, ). .  .(x^,yy,)  sur  une  courbe 
algébrique  f.  Cherchons  à  déterminer  ces  points  de  maniée  qu'il 
leur  corresponde  un  nombre  o-  différent  de  zéro  (voir  §  4),  c'est- 
à-dire  qu'on  puisse  faire  passer  par  eux  <x  courbes  adjointes  Q 
linéairement  indépendantes.  On  aura  les  [x  équations 

«iQi(^/or/i)  -+■  atÇltixnyyn)  H-...-i-  ap(lp{xn,yh)  =  0      (/i  =  1,  2, ...,  jx). 

Ces  [JL  équations  entre  les  a  doivent  se  réduire  à  />  —  a-  d'entre 
elles,  et  l'on  aura,  par  suite,  entre  {x^ ,  JKi  )•  •  -(^pi)  ^pt),  un  nombre 
d'équations  de  condition  égal  à 

(|JL  — /?  -h  <j)<J. 

Ces  équations  (E)  devront  être  vérifiées  pour  que,  par  les 
[X  points  que  je  désigne  par  A,  on  puisse  faire  passer  des  adjointes  Q 
dépendant  de  o-  paramètres  arbitraires.  Prenons  une  de  ces  ad- 
jointes; elle  rencontrera  (en  dehors  des  points  multiples) /"  en 
[jl'  autres  points  que  nous  désignerons  par  B,  et  Ton  a 

Aux  points  B  correspond  un  nombre  o-',  et  nous  avons  établi 
les  relations,  revenant  d'ailleurs  à  une  seule, 

u  —  /?  H-  d  -h  I  =  d', 
\x  —  y?  -^  j'  -f-  I  =  j. 

Par  les  |)oints  B,  on  peut  faire  passer  des  adjointes  Q  dépendant 
de  a-'  parainèlres  arbitraires.  Ces  adjointes  rencontrent  f  en 
[j.  points  auxquels  correspond  le  nombre  primitifs.  Ces  a  points 
satisfont  donc  aux  équations  (E),  et,  parmi  eux,  il  j  en  a  a-' —  i 


(')  BuiLL  et  iNoTiiER,  Math.  Annafen,  t.  VII.   Voir  le  n«  9  intitulé  :  Dos  Pro- 
blern  der  Special-Gruppen,  et  les  paragraphes  suivants.; 
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d'arbitraires;  maïs,  d'autre  part,  le  nombre  des  points  satisfaisant 
aux  équations  (E)  et  restant  arbitraires  est  au  moins 

JJL  — (tJL p  -i-(j)7. 

Il  faut  donc  que  Ton  ait  rinégalilé 

H  —  (|X  —  />  -H  ^)^^  ^' —  1. 

De  cette  inégalité  fondamentale  nous  déduisons,  en  nous  servant 
des  relations  écrites  plus  haut, 

Un  cas  particulièrement  intéressant  est  celui  où  o''=3;  on 

aura  alors 

\x  — y>  -f-  J  =  2, 
par  suite, 

JJL^2(T-M), 

d'où,  en  remplaçant  i  par  sa  valeur  en  |jl  et/>, 

1X^2(3  -+-/?  —  fl), 

et  enfin 

('9)  \^^\{P~r-'S). 

18.  Nous  arrivons  maintenant  à  la  recherché  des  courbes  nor- 
males. Pour  que  l'on  puisse  avoir  0'=  3,  la  plus  petite  valeur  que 
puisse  prendre  [jl  est  donnée  par  l'inégalité  précédente.  En  sui- 
vant la  marche  du  paragraphe  précédent,  on  prendra  alors  des 
points  B,  en  nombre  [jl',  obtenus  comme  il  a  été  dit,  et  par  ces 
points  passera  un  réseau  d'adjointes 

a,Q,-i-ajQ2-h  a3Q3  =  o, 
qui  auront  u.  points  de  rencontre  mobiles  avec  y.  En  posant 

on  fera  la  transformation  de  f  en  une  courbe  F  qui  sera  de 

degré  Y-  Nous  nous  contenterons  de  dire  que  cette  transformation 

P.  —  II.  3a 
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sera  birationnelle  si  la  courbe/  n'est  pas  spéciale;  îl  en  est  bien 

certainement  ainsi,  mais  on  n'a  pas  approfondi  l'étude  des  cas 

exceptionnels  qui  pourraient  se  présenter. 

Le  point  intéressant  est  d'avoir  la  plus  petite  valeur  possible 

pour  [JL.  Reportons-nous,  à  cet  effet,  à  l'inégalité  (19).  On  peut 

avoir 

/>  =  3i:,         31Ï-+-I,         3i:-hîi. 

Dans  les  trois  cas,  le  minimum  de  l'entier  [x  satisfaisant  à  l'iné- 
galité (19)  est 

p  —  T. -{-T.. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Une  courbe  arbitraire  de  genre  p  correspond  point  par  point 

à  une  courbe  de  degré 

p—'iz-^i^ 

en  posant  7?=  St:,  ou  Sir-l-  1,  ou  Stc-j-  2. 

19.  Terminons  cette  Section  sur  la  transformation  biration- 
nelle- des  courbes  par  quelques  remarques. 
Élant  donnée  une  courbe 

et  la  substitution  simplement  rationnelle 

X  =  R  (T,y), 

quand  (^*,y)  décrit  la   courbe  /,   le   point   (X,  Y)    décrit   une 

courbe 

F(X,Y)  =  o. 

On  voit  immédiatement  que  le  genre  ^  de  F  est  au  plus  égal 
au  genre/?  de  /  :  en  effet,  à  chaque  intégrale  de  première  espèce 
de  F  correspond  une  inlégraie  de  première  espèce  de  /,  et,  par 
suite,  le  nombre  des  intégrales  de  première  espèce  distinctes  de/ 
est  au  moins  égal  au  nombre  des  intégrales  de  première  espèce 
de  F.  On  a  donc  bien 

q'Lp- 
Examinons  le  cas  où 

q=P>i- 
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On  peut  établir  alors  que  la  transformation  est  nécessaire- 
ment  birationnelle  (*). 

Considérons,  en  effet,  les  intégrales  de  première  espèce 


J      Fi  J      7; 


des  courbes  F  et  J.  On  aura 

Pt(X,Y)^X       ^   Q,(x,jr)dx    .    ^  qi(x,y)dT   .  .    ^    q„(x,y)dx 

-J =  a, — h  ai 71 h ...  4-  a^ -p > 

^Y  Jy  Jy  Jy 

lésa  étant  des  constantes,  et,  par  suite,  en  supposant  7  >>  i,  on 

aura 

Pt(X,Y)  ^  ajQiix,  y)  ^. ,  ,-^  apQp(x,  y) 
P,(X,  Y)       61  Q, (07,  ^;  -f-. . . -  6^Q,,(x,  y) ' 

les  a  ei  b  étant  des  constantes.  Aux  points  de  F  pour  lesquels 

Pt(X,Y)  =  o, 

correspondront  des  points  pour  lesquels 

atQi(T,y)-^.,.  -hapQpix.y)  =  0. 

Si  à  un  point  arbitraire  de  F  correspondent  jx  points  de  /,  il 
faudra  donc  que 

11(27—  2)1  2/?  — '2, 

et,  par  suite,  si  /?  =  7  >  i ,  on  aura  nécessairement 

c^est-à-dîre  que  la  transformation  est  birationnelle  :  c^est  le  théo- 
rème de  M.  Weber. 

Dans  le  cas  où/?  =  i,  les  choses  se  passent  d'une  manière  en- 
tièrement différente.  On  trouvera  d^Importants  développements 
sur  les  transformations  simplement  rationnelles  des  courbes  avec 
des  applications  à  la  théorie  des  équations  différentielles  dans  le 


(*)  Ce  théorème  a  été  démontré  pour  la  première  fuis  par  M.  Weber  (Journal 
de  Borchardt,  t.  76). 
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Mémoire  de  M.  Pamlevé  sur  les  équations  différentielles  du  pre- 
mier ordre  (*)• 

V.  —  Des  courbes  de  genre  deux. 

20.  Dans  tout  ce  qui  précède,  on  a  supposé  yw^S.  Quelques- 
unes  des  considérations  précédentes  s^appliquent  toutefois  au  cas 
de  />  =  2.  Dans  ce  cas,  la  courbe  est  hyperelliptique.  Le  rai- 
sonnement fait  au  §  14  peut,  en  effet,  être  emplo}'é  ici.  On  a  un 
faisceau 

d'adjointes  d'ordre  m  —  3  avec  le  seul  paramètre  \.  Les  courbes 
de  ce  faisceau  ne  rencontrent  /  qu'en  deux  points  variables;  par 
suite,  la  courbe  y*  correspond  point  par  point  à  une  certaine  courbe 
hyperelliptique 

(20)  I^'=P(X), 

et,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  (§14),  le  degré  du  poly- 
nôme P()^),  qui  n!a  que  des  racines  simples,  est  cinq  ou  six. 
On  peut  encore  employer,  pour  faire  la  transformation,  des  ad- 
jointes d'ordre  m  —  2,  et  la  courbe  de  degré/?  4-  2  avec  un  point 
multiple  d'ordre  p  devient  ici  une  courbe  du  quatrième  degré 
avec  un  point  double.  Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème 
suivant  : 

Toute  courbe  de  genre  deux  correspond  point  par  point  n 
une  courbe  du  quatrième  degré  ayant  un  point  double. 

Les  remarques  qui  précèdent  épuisent  la  question  de  la  repré- 
sentation paramélriqiie  des  courbes  de  genre  deux  ;  mais  il  n'esl 
pas  sans  intércL  de  nionlrer  d'une  manière  purement  algébrique 
que  le  degré  du  polynôme  i^()^)  dans  Téqualion  (20)  est  au  plus 
égal  à  six  ;  c'est  ce  que  nous  allons  faire  en  supposant,  pour  sim- 
plifier, que  la  courbe  y*  n'ait  que  des  points  doubles.  Changeons 
seulement  un  peu  les  notations;  soit,  pour  éviter  les  indices, 

Q  4-  X  H  =  0 


(')  r.  Painlkvé,  Annales  de  l'École  \ormale  supérieure,  1891-92. 
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le  Faisceau  des  adjointes  d'ordre  m  —  3  de  la  courbe  de  genre 
deux 


X  ety  sont  des  fonctions  rationnelles  de  \  et  y/P(X),  en  désignant 
par  P()^)  un  polynôme  qui  est  supposé  n'avoir  que  des  racines 
simples.  C'est  le  degré  de  P(X)  que  l'on  se  propose  d'évaluer. 
L'équation  du  second  degré  donnant  x  sera  de  la  forme 

A(X)ar«-+-2B(X)iF-hG(X)  =  o, 

A,  B,  C  étant  des  polynômes  en  \.  L'équation  en  x  aura  des  ra- 
cines doubles  pour  les  valeurs  de  \  annulant 

B«— AC  =  o. 

Ces  racines  sont  de  deux  sortes  :  ou  bien  elles  correspondent 
aux  valeurs  a  de  À  pour  lesquelles  deux  points  de  rencontre  de  la 
courbe  correspondante  avec  f  sont  distincts  et  sur  une  même 
parallèle  à  Oy,  ou  bien  elles  correspondent  aux  valeurs  [3  de  ). 
pour  lesquelles  la  courbe  correspondante  du  faisceau  est  tangente 

à/. 

Dans  le  premier  cas,  y  aura  deux  valeurs  distinctes,  c'est-à-dire 
que  y^  dans  le  voisinage  de  A  =  a,  sera  uniforme;  x  le  sera  donc 
également  (puisque  x  peut  s'exprimer  rationnellement  en  r  et  X, 
si,  comme  on  peut  le  supposer,  la  courbe  et  le  faisceau  n'occupent 
aucune  position  particulière  par  rapport  aux  axes).  Par  suite, 
À==a  sera  certainement  une  racine  de  degré  pair  Ae  B- — AC, 
et  elle  ne  figure  pas  alors  parmi  les  racines  de  P(a)- 

Le  degré  de  P(A)  est  donc  égal  au  nombre  des  courbes  du  fais- 
ceau 

Q  -f-  X  R  =  o 

tangentes  à  /*:  calculons  ce  nombre.  Nous  avons  les  équations 

Q  -h  X  K  =  o, 

Q:r-:-xR:r  _q;-^xr;, 

et  nous  devons,  par  suite,  chercher  les  points  de  rencontre  des 
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deux  courbes 

/(x,^)  =  o,       /;(QiR-R;P)-/i(Q;R-R'j.Q)  =  o. 

Evaluons  le  nombre  des  points  de  rencontre  de  ces  deux  courbes 
en  supprimant  les  solutions  étrangères  au  problème. 
La  seconde  courbe  est  d'ordre 

m  —  i-hm  —  4-+-''*  —  3  =  3in  —  8. 

Il  est  facile  de  vérifier  que  les  points  doubles  de  J  sont  des 
points  doubles  de  la  seconde  courbe  avec  les  mêmes  tangentes. 
Pour  le  voir,  mettons  le  point  double  à  l'origine  avec  Ox  et  0/ 
comme  tangentes;  on  aura 

f{x^y)  —  ^y  -+-?j(^»r)-^"-^ 

R(j',  ^)  =  a'-r-T-      l'y      h-...; 
on  a  donc,  pour  la  seconde  courbe, 

—  Xy  -^ ~  -+-...    \b{^a!  X  -\-  h' y)  —  h\ax  -\'  by)  -¥ . ..]  =  o; 

Tensemble  des  termes  du  second  déparé  est  donc  xy. 

Nous  allons  voir,  de  plus,  que  les  m  points  à  Tinfini  de  y  appar- 
tiennent à  la  courbe  de  degré  3  m  —  8.  On  a,  en  effet,  comme 
terme  de  degré  3  m  —  8, 

rj( ^x '  -  7 ''i )  —  ?i( y V r  —  r\q), 

en  désignant  par  ^,  q^  r  rensemble  des  termes  bomogènes  du 
plus  haut  degré  dans  J\  Q,  R. 

Si  l'on  remplace  q  et  r  par  xq'^.-^- yq'^  et  xr'j.'^-yr^^  on  aura 

{q'xr'y—  q'yr^){x^'^-\-y^'y)\ 

donc  '^[x^y)  sera  bien  en  facteur. 

Les  solutions  que  nous  venons  de  trouver  sont  manifestement 
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étrangères  au  problème.  En  les  laissant  de  côté,  il  reste  pour  le 
problème  proposé  un  nombre  de  solutions  égal  à 

^T  /ni  m  —  3)       1  ,       ,,. 

m(3in  — 8)— 6 — i     — /w,         c  cst-a-dire    six. 

Le  polynôme  P()^)  est  donc  du  sixième  degré. 


VI.  —  Du  genre  des  courbes  algébriques  diaprés  Weierstrass; 
aperçu  sur  sa  théorie. 

21.  J'ai  fait  allusion  (§3  de  ce  Chapitre)  à  la  manière  dont 
Weierslrass  introduit  le  genre  dans  la  théorie  des  courbes  algé- 
briques. Voici  la  méthode  qu'il  suit  pour  arriver  à  cette  notion 
capitale  (*)  :  soit 

Téquation  de  la  courbe  irréductible  envisagée  et  qui  a  des  singu- 
larités quelconques,  et  posons 

/(^,r)=/o(^)r'*H-/l(^)>"*-*-^----+-/i»(^)» 

OÙ  Iesyi(j7)  sont  des  polynômes  en  x  au  plus  de  degré  m. 

Désignons  par  (x',  y')  un  point  pris  arbitrairement  sur  la 
courbe,  et  soient  de  plus 

m  —  I  constantes  arbitrairement  choisies.  Nous  formons  la  fonc- 
tion du  point  analytique  {x^y) 

K(x   y  x'   r')-  /(x,  y)(x'- a'), ,  ,(x'^a'^^n-V')         ^ 

^K^yJ',  -^.J  )       (x'^x)  (y— y)  {X  -  a'). .  .{X  —  ai'«-»0 

Il  est  facile  de  trouver  pour  quels  points  de  la  courbe  elle  devient 
infinie.  Tout  d'abord  elle  reste  certainement  finie  pour  x  =  cc. 
Remarquons  que  l'on  peut  écrire 

(  f(r.y)  ^f(T,y)-.f{x,y) 

(21)  ^'"-^  ^'"^ 

(')  K.  Weierstrass,  Mathematische  Wcrke  (viertcr  Band,  zweitcs  Kapitel). 
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R  deviendra  donc  infinie  pour  a:  =  j/,  y=yj  mais  reslera  finie 
aux  n  —  I  autres  points  de  rencontre  de  la  courbe  avec  la  droite 
x-=x'.  De  plus  le  résidu  de  R  pour  le  pôle  simple  {x'^y)  sera, 
on  le  voit  de  suite, 

puisque,    pour^=j^   et  x  =^  x\    l'expression    (21)    se    réduit 

La  fonction  R  a  dWtres  pôles  que  x^^x!^  yz=Ly'\  elle  a 
encore,  comme  pôles  simples,  les  points  en  nombre 

/  =  (m  — 1)71, 

qui  sont  à  l'intersection  de  la  courbe  avec  les  droites  x  =  a', 
x=za"^  .. .,  x  =  a^"'-'^K 

Désignons  ces  /  points  par  A,,  A2,  . . .,  A/  et  disons,  une  fols 
pour  toutes,  qu'il  ne  s'agira  dans  la  suite  que  de  fonctions  ajant 
des  pôles  simples. 

Supposons  qu'il  existe  une  fonction  rationnelle  du  point  {x^y)^ 
ayant  seulement  comme  pôles  les  points  A  ou  quelques-uns  d'entre 
eux.  Soit,  par  exemple,  une  fonction  ayant  comme  pôle  A|  (et 
quelques-uns  des  autres).  On  pourra  retrancher  cette  fonction 
multipliée  par  une  constante  convenable  de  R,  de  manière  à  faire 
disparaître  le  pôle  A<.  Supposons  alors  qu'il  existe  une  fonction 
ralionnelle  ajant  seulement  pour  pôles  les  points 

Aj,     A3,     ...,    A/ 

ou  qvielques-nns  d*entre  eux.  En  opérant  de  même,  on  fera  dispa- 
raître un  de  ces  pôles,  et  ainsi  de  suite  tant  que  l'opération  sera 
possible.  Finalement,  nous  obtiendrons  une  fonction  de  {jo^y) 

devenant  infinie  en  {x\  y')  et  en  un  certain  nombre  g  de  nos 
points  A  que  nous  pouvons  désigner  par 


B„    B„     ...,     B 


P- 


De  plus,  et  c'est  là  le  point  capital,  puisque    par  hypollièsc 
l'opération  précédemment  indiquée  ne  peut  alors  se  continuer,  il 
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n^ existe  pas  de  fonction  rationnelle  de  {x^  y)  devenant  seule- 
ment  infinie  aux  points  B  ou  pour  quelques-uns  d'entre  eux. 

22.  Le  non\))re  p  que  nous  venons  d^oblenir  se  présente  dans 
des  circonstances  particulières,  puisque  les  points  B  ne  sont  pas 
nécessairement  indépendants  les  uns  des  autres.  Supposons  main- 
tenant qu^il  existe  une  fonction  rationnelle 

devenant  seulement  Infinie  en  (x',  y)  et  en  <t  points 

que  nous  appellerons  C|,  C2,  ...,€<,  (ils  sont  d'ailleurs  choisis 
arbitrairement  et  sont  distincts  des  points  B),  tandis  qu'il  n'existe 
pas  de  fonctions  rationnelles  de  {x,y)  devenant  seulement 
infinies  aux  points  C.  Nous  voulons  montrer  que  <t  —-  p. 

On  peut  supposer,  après  une  multiplication  convenable,  que  <I> 
a  le  même  résidu  que  F  en  (x^y)]  alors  la  différence 

ne  devient  plus  infinie  en  (x'^y).  Envisageons  la  fonction 

Elle  devient  infinie  en  (Cj,  rf|)  et  nous  pouvons  par  suite  disposer 
de  la  constante  yi  de  manière  que 

ne  soit  plus  infinie  en  (c,,  rf, ).  En  continuant  ainsi,  on  délermi- 
nera  les  constantes  Viî  Va?  •  •  •  >  V"  ^^  manière  que  Texpression 

(  ^(T,y:  T',y)-'F(x,y;  ^^  y) -\'iF(>r,  x'*  ''i.^'i) 

ne  soit  infinie  ni  en  (j;',j^),  ni  en  (^i,  il^j  •••»  ^^<i«  Mikin  alors 
l'expression  (22)  ne  pourrait  être  infinie  qu\rn  ho  Hj,  ....  Hp,  vv 
qui  est  impossible.  Il  lie  se  réduira  donc  à  une  constante. 

Dans  ces  conditions,  les  points  13  ne  seront  pus  des  pAlcH  pour 
la  fonction  (22);  or,  désignons  par 
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les  résidus  respectifs  de  la  fonction  F(Xjy;  x^^)  par  rapport 
à  B,,  Bj,  . . .,  Bp;  ce  sont  des  fonctions  rationnelles  de  {x\y). 
On  aura  les  relations,  qui  expriment  que  les  B  ne  sont  pas  pôles 

de  (22): 

•    ..•.•..a..* • • T 

'^pi^'y  y')-^  Yi>^p(ci,  rf,  )-+-.. .-+-  Y<ïXp(Cff,  dfj)  =  o. 

23.  Si  Ton  a  0"  <  p,  on  ne  peut  satisfaire  par  des  constantes  y  à 
ces  relations,  si  les  points  C  sont  arbitraires,  car  on  déduit  de  ces 
équations  une  ou  plusieurs  relations  en  Ire  (C|,  di).  •  .(c^,  d^j)  et 
(x',  y).  Il  est  donc  impossible  que  a*  soie  inférieur  à  p. 

Si  Von  a  T=  p,  les  équations  précédentes  déterminent  les  y» 
car  le  déterminant  de  ces  lettres  n'est  pas  nul,  les  points  (c,  d) 
étant  arbitrairement  choisis. 

//  reste  à  examiner  l* hypothèse  o- >  p.  Prenons  dans  ce  cas, 
a  priori,  l'expression  (22)  avec  les  indéterminées  y.  En  assujet- 
tissant ces  lettres  aux  relations  (23),  nous  écrivons  que  Tcxpres- 
sîon  (22)  n'a  pas  les  points  B  pour  pôles.  Elle  n'a  pas  non  plus  le 
pôle  {x\y)^  et  par  suite  n'a  que  les  pôles  C.  Or  dans  les  équa- 
tions (23),  puisque  a*  >  p  et  que  les  (c,  d)  sont  arbitraires  sur  la 
courbe,  un  ou  plusieurs  y  restent  arbitraires,  les  autres  s'en  dédui- 
sant. Supposons,  par  exemple,  que  y,  reste  arbitraire;  on  peut  le 
choisir  de  manicre  que  rexprcssion  (22)  ail  en  (ci,  r/, )  un  pôle 
avec  un  résidu  déterminé  différent  de  zéro.  Dans  ces  conditions 
rexprcssion  (2:^.)  n'aurait  que  les  pôles  C,  et  d'autre  part  elle  ne 
se  réduirait  j)as  à  une  constante,  puisqu'elle  aurait  efTcclivcment 
le  pôle  Cl  ;  nous  arrivons  donc  à  une  contradiction. 

Par  suite,  il  est  établi  que  c-=  0.  Ce  nombre  p  est  ici  qu'il 
n'existe  pas  de  fonction  rationnelle  avant  seulement  p  pôles  simples 
arbitraires,  tandis  qu'il  existe  une  fonction  rationnelle  avant  seu- 
IcmoU  p  H-  1  pôles  simples  arbitraires.  C'est  ce  que  Weierslrass 
appelle  le  rang  d'une  courbe  algébri(juc.  Il  est  évidemment  inva- 
riant d'après  sa  définition  même;  comme  nous  l'avons  vu  (§3), 
c'est  le  genre  p  de  Ricmann. 

2i.   Nous  ne  pouvons  songer  à  suivre  Weierstrass  dans  le  déve- 
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loppemenl  de  sa  ihéorie.  Un  élément  essenliel  de  celle-ci  est  la 
fonction  rationnelle  de  x^y^  x'  eiy^  qu'il  appelle 

Considérée  comme  fonction  de  x'^y\  elle  devient  infinie  du  pre- 
mier ordre  aux  p  -|-  i  points 

(ai,  6,),     («i, />»i),     ...,     (ap,  ^p),     (a:-',  y) 

et  s^annule  au  point  (ao,  ^o))  pour  j:  =  jr',  j^  =  y' son  résidu  est 
égal  à  —  I .  Les  conditions  précédentes  déterminent  manifestement 
la  fonction,  et  cela  d'une  manière  complète.  Wcierstrass  la  déter- 
mine par  un  calcul  régulier  et  sans  rien  supposer  connu  de  la 
théorie  (comme  nous  l'avons  fait  au  §  3).  Prenons  le  pôle  («a,  b^)\ 
on  peut  développer  dans  le  voisinage  de  a^i  la  fonction  sous  la 
forme 

H(ar,  y;  x',  f)  =  n{x\  /)»— 4"  +  S  "'"(^''  ^'>»(^  "  "«>'• 

X  —  «a         Amà 
v=o 

Les  fonctions  rationnelles  de  x'  et  y' 

IKx',/)^    et    HUK^',y)«        («  =  1,2,  ...,p) 

jouent  dans  la  théorie  de  Weierstrass  un  rôle  très  important.  Un 
théorème  fondamental  est  qu'entre  les 

n'existe  pas  de  relation  homogène  et  linéaire  à  coefficients  con- 
stants (c'est-à-dire  indépendants  de  x'  et  y).  On  établit  ensuite 
que  les  p  intégrales 


/' 


^{x,y)aidx        («  =  1,2,  ...,?) 
sont  les  p  intégrales  de  première  espèce  et  que  les  p  intégrales 

ii''K^.y)oLdx 


f' 


sont  de  seconde  espèce;  l'ensemble  de  ces  2p  intégrales  forme  un 
système  d'intégrales  distinctes  de  seconde  espèce.  On  se  trouve 
ainsi  transporté  par  une  voie  tout  élémentaire  au  cœur  de  la 
théorie  des  intégrales  abéliennes. 
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CHAPITRE  XVI. 

THÉORÈMES    GÉNÉRAUX    RELATIFS    A    L'EXISTENCE 
DES  FONCTIONS  SUR  UNE  SURFACE  DE  RIEMANN. 


I.  —  Position  de  la  question;  théorèmes  préliminaires. 

1 .  Nous  avons  jusqu'ici  considéré  une  surface  de  Riemann  dé- 
finie en  pailanl  d^une  certaine  relation  algébrique 

Nous  avons  alors  étudié  sur  la  surface  certaines  fonctions,  inté- 
grales des  diverses  espèces  ou  fonctions  uniformes. 

Nous  allons  nous  proposer  maintenant  des  problèmes  en  quelque 
sorte  inverses.  On  peut  concevoir  une  surface  de  Riemann  définie  a 
priori  cl  d\ine  manière  purement  géométrique  :  ce  seront  m  feuil- 
lets réunis  les  uns  aux  autres  par  un  certain  nombre  de  lignes  de 
croisement  et  formant  une  surface  connexe.  Il  s*agit  d'établir  qu'à 
une  telle  surface  correspond  une  classe  de  courbes  algébriques  et 
de  démontrer  a  priori  rcxislcnce  de  ces  fonctions  dont  nous  par- 
lions plus  haut.  Nous  rentrerons  ainsi  dans  la  pensée  profonde  de 
Riemann,  dont  nous  nous  sommes  écarté  dans  les  Chapitres  pré- 
cédents en  faisant  l'étude  des  intégrales  de  différentielles  algé- 
briques relatives  à  une  courbe.  Les  études  doivent,  d'ailleurs, 
évidemment  être  faites  l'une  et  l'autre;  jusqu'ici  nous  sommes 
j)arti  de  la  courbe  ou  de  la  relation  algébrique,  nous  prenons 
inaintcnant  pour  point  de  départ  le  concept  de  la  surface  rie- 
mannienne  à  m  feuillets. 

Malheureusement  la  méthode  si  simple  de  Riemann  pour  éta- 
blir les  théorèmes  généraux  d'existence  ne  présente  pas  la  rigueur 
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qu'on  exige  aujourd'hui  dans  la  théorie  des  fonctions.  Elle  repose 
sur  la  considération  du  minimum  de  certaines  intégrales  tout  à 
fait  analogues  à  celles  que  nous  avons  déjà  étudiées  dans  le  pro- 
blème de  Dirichlet  (p.  87)  et  on  lui  a  adressé  les  mêmes  objec- 
tions. Il  a  donc  fallu  chercher  dans  une  autre  voie  :  M.  Neumann 
et  M.  Schwarz  y  sont  parvenus  chacun  de  son  coté.  La  méthode 
de  M.  Neumann  est  exposée  dans  son  grand  Ouvrage  sur  la 
théorie  des  fonctions  abéliennes  (*);  j'y  renverrai  le  lecteur. 
M.  Schwarz,  à  la  suite  de  ses  recherches  sur  le  procédé  alterné  et 
le  problème  de  Dirichlet,  ajoute  que  l'on  peut  par  ce  procédé 
arriver  aux  théorèmes  généraux  d'existence.  Dans  une  lettre  à 
M.  Klein,  que  nous  aurons  à  citer  dans  un  moment,  il  revient  ra- 
pidement sur  la  question.  On  peut  avec  ces  données  restituer 
complètement  la  méthode  de  M.  Schwarz,  et  je  ne  crois  pas  dans 
les  pages  qui  suivent  m 'écarter  de  la  pensée  de  l'illustre  géomètre. 

2.  Nous  allons  avoir  à  compléter  l'étude  des  conditions  d'exis- 
tence d'une  fonction  harmonique.  Quelques  théorèmes  prélimi- 
naires nous  seront  indispensables.  Nous  avons  déjà  exposé  (p.  81) 
le  procédé  alterné;  il  va  jouer  dans  la  suite  un  rôle  capital.  Nous 
l'avons,  en  particulier,  applique  dans  le  cas  d'une  aire  limitée  par 
deux  contours  C  et  G  (p.  86)  et  nous  généraliserons  d'abord  la 
recherche  faite  à  cet  endroit. 

Reprenons  donc,  avec  M.  Schwarz  (-),  Taire  limitée  par  les  deux 
contours  C  et  C.  Traçons  la  ligne  mn  joignant  un  point  de  C  à 
un  point  de  C%  et  donnons-nous  sur  chacune  des  deux  courbes 
une  succession  de  valeurs  que  nous  supposerons,  en  général,  con- 
tinue (il  pourrait  y  avoir  des  points  en  nombre  fini  pour  lesquels 
il  y  aurait  un  saut  brusque  d'une  valeur  à  une  autre). 

Nous  traçons  une  courbe  //i/i  joignant  un  point  de  Cà  un  point 
de  C  {/iff-  55);  désignons  par  /n/i"*"  le  bord  droit  de  cette  coupure 
et  par  mn"  son  bord  gauche.  Nous  allons  chercher  à  déterminer 
une  fonction  harmonique  «/,  continue  dans  l'aire  limitée  parC,  C 


(■)  Neumann,  Vorlesungen  iiber  liiemann  %  Théorie  dcr  Abelschen  Intégrale 
(2^  Aud.;  i88'|). 

(-)  ScnwARZ,  Auszitg  aus  ciiiern  Bric  Je  an  Ilerrn  F.  Klein  {Ofiuçrcs  corn- 
flèles,  t.  II,  p.  3o3). 
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et  m/i,  prenant  des  valeurs  données  sur  C  et  C,  et  pouvant  se 
prolonger  analytiquement  des  deu\  côtés  de  mn,  de  telle  sorte 
que  le  prolongement  analytique  de  u~  soit  égal  à 

Il  étant  une  constante  donnée,  en  représentant  par  u~  et  «"*"  les 
valeurs  de  la  fonction  dans  le  voisinage  de  la  coupure  à  gauche  et 
à  droite. 

Nous  appellerons  A  Taire  limitée  par  C,  C,  m^+,  mn~\  traçant 
alors  une  seconde  coupure/?^,  appelons  B  Taire  limitée  par  C,  C, 

Fig.  55. 


/?5r+,  pq".  Nous  allons  d'abord  former  une  première  fonction  har- 
monique £/|,  déûnie  dans  Taire  A,  prenant  les  valeurs  données  sur 
C  et  C,  puis  des  valeurs  arbitrairement  choisies  sur  mn"  et  les 
mêmes  valeurs  augmentées  de  h  sur  mn^,  La  fonction  ?/,  prendra 
certaines  valeurs  sur /^^jr.  Nous  formons  alors  une  fonction  harmo- 
nique i'i  déterminée  dans  Taire  B,  prenant  sur  pq'^  les  valeurs  de 
//i.et  sur pq~  les  mêmes  valeurs  diminuées  de  A;  de  plus,  i'i  prend 
sur  les  arcs  a  et  ,3  de  G  et  C  les  valeurs  de  W|  diminuées  de  A,  et 
sur  le  reste  des  courbes  C  et  C  les  mêmes  valeurs  que  ?/|  :  la 
fonction  i^i  est  ainsi  complètement  déterminée.  On  va  continuer 
ainsi  indéfiniment  :  la  fonction  1/2  sera  la  fonction  harmonique 
déterminée  dans  A  prenant  sur  mn~  les  valeurs  de  t,  et  sur  mn'^ 
les  mêmes  valeurs  augmentées  de  /;,  et  égale  à  W|  sur  C  et  C.  On 
formera  i\j  en  parlant  de  ^/o,  comme  on  a  formé  i'i  en  partant  de 
u^y  et  aini-i  de  suite.  Les  fonctions  Uft  et  r,/  ont  respectivement 
deux  limites  u  et  r,  comme  nous  l'établirons  sans  peine.  Or  on  a 

Un=  v„  (sur  pq-^), 

u,i=^'n-i         (sur  m/i-). 
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D'ailleurs  tous  les  u  et  ç  ont  même  valeur  sur  les  arcs  G  —  a  el 
G —  p.  Il  en  résulte  que 

u  =  V 

sur  le  contour  formé  par  ces  deux  arcs  et  m/i",  pq^]  il  en  est  donc 
de  même  à  l'intérieur  de  ce  contour.  Pareillement,  on  a 

Vh=  Un—  h         (sur  pq-)y 
Vfi-i  =  Un —  h        (sur  m/i"*-). 

On  a  donc,  dans  Taire  limitée  par  a,  ^3,  mn'^,  pq~, 

V  =  u  —  /l. 

Or  la  fonction  v  n'a  pas  mn  pour  coupure;  nous  allons  donc 
pouvoir,  avec  les  résultats  précédents,  étudier  immédiatement  le 
prolongement  analytique  de  u  quand  on  traverse  de  gauche  a 
droite  la  coupure  mn.  Puisque,  à  droite  de  celle-ci,  on  a 

landis  qu'à  gauche 

u  =  V, 

le  prolongement  anat^rtique  de  u~  sera  donc  égal  à  i& — A, 
comme  nous  l'avons  dit  dans  l'énoncé.  Il  est  clair  que  semblable- 
ment  le  prolongement  analytique  de  w^  est  égal  à  w~  -h  A.  La  fonc- 
tion u  prend  sur  G  et  G'  les  valeurs  données;  il  est  clair  que,  si 
l'on  traverse  la  coupure  m/i,  les  valeurs  de  u  sur  ces  deux  courbes 
augmenteront  ou  diminueront  de  A,  suivant  le  sens  dans  lequel  la 
coupure  aura  été  traversée  (*). 

3.  Nous  avons  admis  l'existence  de  limites  pour  //«  et  Vn»  La 
démonstration  est  la  môme  qu'au  §  2  du  Ghapitre  IH,  et  il  suffira 
de  faire  ressortir  brièvement  l'analogie  entre  les  deux  cas.  Nous 
pouvons  dresser  le  Tableau 


q^          mn~ 

/ 

"i 

Ui      ., 

,  .        M, 

/ 

v\ 

fj     .. 

.        V, 

(')  Si  la  succession  donnée  des  valeurs  sur  C  et  C  admet  la  période  /*,  on 
pourra  regarder  la  fonction  comme  parfailemcnt  déterminée  en  m  et  n  sur  le 
bord  droit  et  sur  le  bord  gauche  de  la  coupure.  Dans  le  cas  contraire,  la  fonc- 
tion n'aura  pas,  à  proprement  parler,  de  valeurs  en  ces  points. 
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qui  rappelle  que  Un  et  Vn  prennent  les  mêmes  valeurs  sur  pq^^ 
tandis  que  w,,  et  ^'„_i  prennent  les-  mêmes  valeurs  sur  mn~.  Tous 
les  u  prennent  les  mêmes  valeurs  sur  les  arcs  C  et  C,  et  il  en  est 
de  même  pour  les  r,  ces  valeurs  n'ëtant  d'ailleurs  les  mêmes  pour 
les  u  et  les  v  que  sur  les  arcs  C  —  a  et  C —  ^. 
Remarquons  maintenant  que 

«a — a,  =  p, —  vi  (sur  mn-). 
Or  i'a —  ^'i  est  nulle  sur  C  et  C,  et  l'on  a 

r,— ri  =  M,— M,  (sur  pq-^). 
On  en  conclut  de  suite,  en  raisonnant  comme  à  la  page  84, 

I  "3—  '*!  I  <  q^ê"        (sur  'nf^")' 

en  désignant  par  ff  le  maximum  de  |  Wo —  "i  |  sur  mW;  pour  la 
définition  du  nombre  7  <C  i ,  on  se  reportera  au  Chapitre  lil  et 
particulièrement  à  la  page  87.  On  a,  d'une  manière  générale, 

I  Un—  M,i-i  I  <  y>t/i-î)^        (sur  mn-), 

et  la  convergence  des  Un  vers  une  limite  s'en  déduit  immédiate- 
ment; on  raisonne  de  même  pour  les  r,,. 

l.  Les  considérations  précédentes  s'étendent  d'elles-mêmes.  Si, 
au  lieu  d'une  aire  limitée  par  deux  contours,  nous  avons  une  aire 
limitée  par  une  courbe  extérieure  C  et  par  y>  courbes  intérieures 
C|,  C2,  ...,  G;,,  nous  tracerons/?  coupures  m, /i, ,  m^'h^  •••)  't^pnp^ 
joignant  C  à  C|,  C2,  ...,  C^r,.  On  pourra  former  une  fonction 
harmonique  continue  dans  Taire  limitée  par  les  C,  les  nirt^  et 
les  nin~j  prenant  des  valeurs  données  sur  les  C  et  pouvant  se  pro- 
longer analj'liqucment  au  delà  de  mitii  (t=  1 ,  i>i,  ...,/>),  de  telle 
sorte  que  le  prolongement  analytique  de  u'  soit  égal  à 

lii  étant  une  constante  donnée. 

U  n'est  pas  besoin  d'insister  sur  ce  cas  général;  la  question 
étant  traitée  pour  le  cas  de  deux  contours,  on  traitera  le  cas  de 
troii»  contours  en  s'appujant  sur  le  cas  précédent,  c'est-à-dire  en 
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prenant  comme  fondions  successives  u  et  v  des  fonctions  ayant  la 
périodicité  donnée  par  une  des  courbes  intérieures.  Aucune  diffi- 
culté ne  pourra  provenir  de  ce  que  les  u  et  v  ont  déjà  des  périodes, 
car  la  différence  de  deux  fonctions  u  ou  de  deux  fonctions  r,  sur 
laquelle  porte  seulement  le  raisonnement,  n^auraplusde  période  : 
cette  remarque  évidente  fait  le  succès  de  la  méthode  et  permet  de 
l'étendre  de  proche  en  proche  de  façon  à  traiter,  comme  nous  ve- 
nons de  l'énoncer,  le  cas  général  d'une  aire  limitée  par  p  -{-  i 
contours  (*).  Un  cas  particulier  très  important  est  celui  oii  tous 
les  h  seraient  nuls,  et  où,  par  suite,  la  fonction  est  uniforme  dans 
l'aire  après  la  suppression  des  coupures. 

5.  Rappelons  encore,  pour  terminer  ces  préliminaires,  une  pro- 
position fondamentale  relative  aux  fonctions  harmoniques.  Pour 
une  telle  fonction,  la  valeur  au  centre  d'une  circonférence  est 
égale  à  la  moyenne  des  valeurs  sur  la  circonférence,  ce  qui  s'ex- 
prime en  prenant  le  centre  comme  origine  des  coordonnées  po- 
laires r  et  f  et  désignant  la  fonction  par  i/(r,  g),  au  moyen  de 
l'égalité 

I      /•*' 

u{o)  désignant  la  valeur  au  centre. 

Nous  aurons  encore  besoin  d'avoir  une  limite  de  l'expression 

\  m  r,  o)  —  mo)\. 

On  peut  trouver  diverses  limites  de  l'expression  précédente.  La 


(*)  On  pourrait  traiter  bien  plus  simpicmeot  la  question  précédente,  comme 
l'a  fait  remarquer  M.  Jules  Hiemann  dans  sa  Thèse  déjà  citée  (p.  47)-  Si  nous 
désignons  par  (a,,  a})  un  point  situé  à  l'intérieur  du  contour  C,  («  —  i,  2,  .... /?), 
la  fonction  harmonique 


-  arc  tang 


jouit  cvi  Icmment  de  la  propriété  cherchée,  et,  par  suite,  la  différence  u  —  V 
n'aura  plus  de  périodes.  Le  problème  se  ramène  donc  au  cas  où  tous  les  /i  •  sont 
nuls,  c'est-à-dire  au  problème  de  Dirichlel  sous  sa  f<irme  classique.  .Nous  avons 
dû  cependant  exposer  la  méthode  qu'on  a  lue  dans  le  texte,  car  nous  nous  trou- 
verons bientôt  dans  des  circonstances  où  nous  ne  pourrons  pas  faire  usa-e  de  la 
remarque  qui  précède  et  où  nous  devrons  recourir  au  procédé  alterné. 

P.  -  II.  33 
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suivante,  quoique  peu  approchée,  nous  suffira  :  c'esl  celle  que 
nous  avons  donnée  (p.  17).  On  a 

|a(r,ç>)-a(o)|<p^l^^       (/•<R), 

en  désignant  par  g  la  valeur  absolue  maxima  de  la  fonction  sur  la 
circonférence  de  rayon  R. 


II.  —  Existence  des  fonctions  harmoniques  sur  une  surface 
de  Riemann  ouverte. 

6.  Nous  allons  d^abord  considérer  une  surface  de  Riemann  ou- 
verte :  voici  ce  que  nous  entendons  par  là.  On  tracera  sur  un  des 
feuillets  une  courbe  fermée  y  qu'on  prendra  généralement  très 
petite.  La  surface  de  Riemann  ouverte  est  la  surface  dont  on  a  en- 
levé l'aire  limitée  par  y;  on  peut  dire  de  la  surface  ouverte  qu'elle 
a  un  bord  y. 

Nous  traçons  sur  la  surface  de  Riemann  les  rétrosections 
(Ca,  Da).  Ces  rétrosections  limitent  avec  y  une  aire  T.  Nous 
allons  d'abord  nous  proposer  de  trouver  une  fonction  harmo- 
nique bien  déterminée  et  continue  sur  T,  et  prenant  sur  y  et 
sur  les  deux  bords  des  rétrosections  des  valeurs  données. 

Il  importe  de  prévenir  tout  de  suite  une  première  difliculté 
relative  aux  points  de  ramification.  Désignons  par  z  la  variable 
complexe  sur  la  surface  de  Riemann,  et  soit  a  un  point  de  ramifi- 
cation. En  posant 

nous  transformons  le  voisinage  du  point  de  ramification  a  sur  la 
surface  de  Riemann  dans  le  voisinage  du  point  <c'=o  sur  le  plan 
simple  z'  [nous  avons  déjà  fait,  d'ailleurs  (p.  427),  cette  Iransfor- 
malion].  En  posant 

z  =  X -{- iy         et         z'—x'-^iy\ 
l'équalion 


se  Iran  s  forme  en 
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Cl  Dous  sommes  ramené  alors  à  une   aire    siluée   sur  un  plan 
simple  (*). 

Quanl  au  point  à  Tinfini  sur  cliacun  des  feuillels,  on  fera  pour 
lui  la  transformation  habituelle 

I 

z  =   —,f 

et  il  ny  a  de  ce  côté  aucune  difficulté. 

Revenons  au  problème  proposé.  Nous  pouvons  considérer 
Faire  T  comme  limitée  par  p  -f-  i  contours,  à  savoir  y  et  les  p  ré- 
Irosections  (C,  D).  D'après  le  §  4,  on  sait  résoudre  le  problème 
de  Dirichlet  pour  une  telle  aire  quand  on  peut  le  résoudre  pour 
celle  aire  rendue  simplement  connexe  par />  coupures;  on  pren- 
dra ici  pour  ces  coupures  des  lignes,  ne  se  coupant  pas,  joignant 
un  point  de  chaque  rélroseclion  à  un  point  de  y  (celui-ci  joue 
ici  le  rôle  de  contour  extérieure  du  §  4,  et  tous  les  h  sont  nuls)(^). 
Or,  pour  l'aire  simplement  connexe  que  nous  veuons  de  définir, 
il  n'j  a  aucune  difficulté.  On  décomposera,  comme  dans  la 
méthode  de  Schwarz  pour  la  solution  du  problème  ordinaire  de 
Dirichlet  (p.  3ï8),  Taire  en  un  nombre  limité  d'aires  partielles 
empiétant  les  unes  sur  les  autres  de  manière  a  pouvoir  appliquer 
le  procédé  alterné.  Celte  décomposition  est  indisponsiuble,  à  cause 
(les  points  de  ramification;  on  s'arrangera  de  manière  qirun  cer- 
tain nombre  des  aires  partielles  contiennent  chacune  un  point  de 
ramification,  et  l'on  pourra  les  supposer  assez,  petites  pour  fain? 
la  transformation  indiquée  plus  haut. 

7.  Abordons  maintenant  le  problème  fondamentaL  Ntuis  vou- 
lons former  une  /onction  harmonit/uo  bit*n  (/t'frrnnnrt*  rt  r<»/i- 
tinue  dans  traire  T,  prenant  sur  y  (tt*s  vatrurs  itonnt'f's  f7  ii«/- 


(')  Il  faut  remarquer  seulement  que  la  fonrtion  tê  \\n\\\\\\u\  <mu>i  quo  >rH  «lo 
rivées  dans  le  plan  simple  {x\  y')  autour  de  x'     ^\  '      »>,  n'rtur^  |»;i>  *o%  d«*n\*VH 
continues  pour  le  point  d'affixe  a  quand  tui  rrxirndra  i^   Id  «ui(««vi*   do  Mioiuduii 

Les  dérivées  —  et  —  deviendront,  en  uénéral.  inliuir'*  \W  Toidiv  do        »  o«  do- 
djc       Oy  ^  . 

signant  par  r  la  distance  de  {x^  y)  au  poiul  d'aflixo  «i. 

(-)  Cest  pour  ce  point  du  raisunuenuMit  qu'il  r^i  iudi^|U'it«aldo  \\\w  \.\  ^uil\i\^ 

soit  ouverte. 
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mettant  les  périodicités  c^  et  d^  telativement  à  Ca  et  D« 
(A  =  1 ,  2,  . . .,  p).  Nous  enlendons  par  là  qu'après  avoir  marqué 
sur  les  rétrosections  C  et  D  un  bord  positif  et  un  bord  négatif 
(conformément,  par  exemple,  aux  conventions  faites  au  §  12 
du  Chapitre  XIV),  le  prolongement  analytique  de  la  fonclion, 
considérée  du  côté  négatif  d'une  coupure  Ca,  coïncidera  avec  la 
fonction,  considérée  du  côté  positif,  à  — Ck  près,  ce  que  nous 
exprimons,  comme  plus  haut  (§  2),  par 

u~  •=  u-^  —  c/,  ; 

et  pareillement  pour  toutes  les  autres  parties  des  rétrosections. 

Donnons  d'abord  la  solution,  dans  l'hypothèse  où  p=  i.  Sui- 
vant notre  habitude,  faisons  dans  l'espace  le  schéma  de  la  surface 
de  Riemann  correspondante  :  ce  sera  un  tore,  sur  lequel  nous 
traçons  un  parallèle  C  et  un  méridien  D  (Jlg.  56),  et  nous  dési- 


gnerons par  c  el  d  les  périodes  qui  doivent  leur  correspondre; 
figurons  aussi  la  courbe  y  rendant  la  surface  ouverte. 

Nous  allons,  en  premier  lieu,  former  une  fonction  harmonique 
prenant  sur  les  deux  bords  de  C  des  valeurs  données,  ainsi  que 
sur  y,  et  admettant  la  périodicité  d  par  rapport  à  D.  Pour  éviter 
toute  difficulté  relative  aux  points  (géomélriquement  confondus) 
m  el  n  des  deux  côtés  de  C,  nous  supposerons  que  les  valeurs 
données  sur  les  deux  bords  de  C  aient  aussi  d  pour  période  ^'). 
Pour  résoudre  ce  premier  prol)l«''me,  traçons  une  cou|)ure  auxi- 
liaire D' et  raisonnons  absolument  comme  au  §  4,  en  partant  d'une 
fonclion  harmonique  prenant  sur  les  deux  bords  de  C  el  sur  "'  les 
valeurs  données,  el  sur  les  deux  bords  de  D  des  valeurs  arbitraires 

(  '  )    Voir  la  uolc  du  §  2. 
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d*un  côté  el  les  mêmes  valeurs  augmentées  de  h  de  Pautre  côté 
(D  et  ly  remplacent  les  coupures  mn  et  pq  du  paragraphe  cité). 
Ij^  fonction  li^  prend  certaines  valeurs  sur  D'"^;  nous  formons 
alors  une  fonction  r,  égale  à  W|  sur  D'+  ainsi  que  sur  les  portions 
des  deux  bords  de  C  comprises  entre  D'"*"  et  D~  et  enfin  sur  v, 
tandis  qu'elle  est  égale  à  Ui  — d  sur  D'~,  et  sur  les  portions  de  C 
comprises  entre  D+et  D'~.  On  formera  de  la  sorte  une  suite  in- 
définie de  fonctions  w,  r,  el  la  limite  des  fonctions  u  résout  le 
problème  posé;  il  me  paraît  inutile  d'insister,  l'analogie  étant 
complète  avec  le  cas  traité  au  §  4. 

Ce  premier  problème   résolu,    nous   considérons    maintenant, 
outre  C  et  D,  un  second  parallèle  C  (Jfg.  S^).  Ce  sont  mainte- 

Rg.  57. 


nanl  Cet  C  qui  vont  jouer  le  rôle  de  mn  et  de  //(/,  et  toutes  les 
fonctions  harmoniques  que  l'on  va  considérer  auront  la  périodi- 
cité d  par  rapport  à  D  et  prendront  les  valeurs  données  sur  v.  On 
partira  d'une  fonction  w,  prenant  des  valeurs  arbitraires  sur  C~ 
(sauf  la  périodicité  d  correspondant  au  passage  par  D)  et  les 
mêmes  valeurs  augmentées  de  c  sur  C"*";  cette  fonction  prendra 
sur  C'"*"  certaines  valeurs.  On  formera  la  fonction  i»i,  prenant  ces 
valeurs  sur  C'"^  et  les  mêmes  valeurs  diminuées  de  c  sur  C'~,  et 
l'on  continuera  ainsi  indéfiniment,  dirigeant  toujours  opérations 
et  raisonnements  comme  au  §  i.  La  limite  des  u  sera  la  fonction 
cherchée;  elle  prendra  sur^  les  valeurs  données,  sera  continue 
sur  toute  la  sur/ace  de  Riemann;  et  admettra  les  périodicités 
données  c  et  d  relativement  à  C  et  à  D. 

8.   Après  avoir  traité  le  cas  de  />  =  i,  il  n'y  a  aucune  difficulté 
à  traiter  le  cas  général.  La  marche  est  la  même  que  pour  passer 
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d'une  aire  limitée  par  deux  contours  à  une  aire  limitée  par 
/?-+-!  conlours.  Soient,  par  exemple,  /?  =  2  et  les  deux  rétro- 
sections  (C|,  Dj),  (C2,D2)  et  le  conloury.  En  nous  donnant  des 
valeurs  sur  les  deux  bords  de  C|  et  D|  ainsi  que  sur  y,  nous  pou- 
vons d'abord,  d'après  ce  qui  précède,  déterminer  une  fonction 
harmonique  pienant  sur  C|  et  D|  ainsi  que  sur  y  les  valeurs  don- 
nées, et  aj'ant  les  périodicités  c^  et  rfj  relativement  à  C^  et  Dj. 
N'employant  alors  comme  fonctions  approchées  u  et  v  que  des 
fonctions  ayant  cette  périodicité,  nous  obtiendrons,  par  un  nouvel 
emploi  du  procédé  alterné,  relativement  à  d  et  D,,  la  fonction 
cherchée. 

Le  raisonnement  est  général,  et  nous  avons  ainsi  complètement 
résolu  le  problème  proposé  pour  une  surface  ouverte.  Nous  avons 
formé  une  fonction  harmonique  continue  sur  la  surface  de  Rie- 
mann  limitée  par  y  et  les  p  rétrosections  (C,  D);  cette  /onction 
prend  si/r  y  des  valeurs  données  et  admet  des  périodicités  don- 
nées relativement  aux  C  etY>, 


III.  —  Existence  des  fonctions  harmoniques  sur  la  surface 
de  Riemann  fermée. 

9.  Le  problème  que  nous  venons  de  traiter  dans  la  Section 
précédente  n'est  qu'un  problème  préliminaire.  Nous  avons  main- 
tenant à  éludier  le  cas  de  la  surface  fermée,  et  nous  chercherons 
d'abord  à  démontrer  l'existence  d'une  fonction  harmonique  bien 
déterminée  et  continue  sur  la  surface  de  Riemann  considérée  avec 
les  rétrosections  C  et  D,  et  ayant  des  périodicités  données  r-, 
et  dh  correspondant  aux  2/>  coupures  C>i  et  D^  (//  =  i,  2,  . . .,/?). 
Nous  entendons  toujours  de  la  même  manière  le  mot  périodicité. 
Nous  répétons  que  la  fonction  pourra  être  prolongée  analyiique- 
ment  an  delà  des  C  et  D,  et  cela  de  telle  manière  qu'en  désignant 
par  u'^  et  u~  la  valeur  de  la  fonction  à  droite  et  à  gauche  dans  le 
voisinage  d'une  coupure,  soit  C>i,  on  ait,  comme  prolongement 
analytique  de  w"^, 

et  de  même  pour  toutes  les  autres  coupures.  Dans  ces  conditions, 
la  fonction  u^  qui  reste  toujours  finie,  aura  sur  la  surface  de  Rie- 
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mann,  débarrassée  des  rétrosections,  une  infînîté  de  détermina- 
tions qui  rentreront  dans  le  type 

/.  =  ,, 

les  mjk  et  ha  étant  des  entiers  positifs  ou  négatifs,  et  u  désignant 
une  de  ses  déterminations. 

10.  Nous  allons  encore  employer  le  procédé  alterné,  mais  dans 
des  conditions  différentes  de  celles  où  nous  Favons  employé  jus- 
qu'ici (*).  Prenons  sur  un  des  feuillets  deux  cercles  concen- 
triques r  et  Y  de  rayon  R  et  r.  Nous  allons  former  une  succession 
de  fonctions  harmoniques  u  et  r.  Les  fonctions  v  seront  définies 
et  bien  déterminées  sur  la  portion  de  la  surface  de  Riemann, 
munie  des  rétrosections  C  et  D,  extérieure  à  v,  et  elles  admet- 
tront les  ])ériodicités  données  à  ces  rétrosections;  quant  aux 
fonctions  w,  elles  seront  déterminées  à  rinlcricnr  du  cercle  F. 

Ceci  posé,  donnons  sur  F  une  succession  de  valeurs  arbitraires. 
Nous  formerons  une  fonction  u^  prenant  ces  valeurs  sur  F;  cette 
fonction  prendra  certaines  valeurs  sur  y.  On  formera  une  fonc- 
tion ^1  prenant  les  mêmes  valeurs  que  Ui  sur  y  (nous  savons, 
d'après  la  Section  précédente,  former  une  telle  fonction).  Nous 
considérerons  ensuite  la  fonction  U2  prenant  sur  F  les  mêmes 
valeurs  que  t^i,  et  Ton  continuera  ainsi  indéfiniment.  Nous  avons 
donc  deux  suites  de  fonctions 

r  r  ... 

f  7f  a,,     wi,     ...,     u,„     ..., 

I      /  «'i,     t^i,     ...,    i'/i,     .... 

Si  l'on  admet  que  Un  et  Vn  ont  des  limites  u  et  Vy  il  est  clair 
que  ces  deux  fonctions  coïncident  dans  la  couronne  annulaire* 
comprise  entre  y  et  F,  puisqu'on  a 

u„  =  Vn-i        (sur  F), 

(*)  Les  passages  des  Mémoires  do  M.  Schwarz,  qui  se  rapportent  à  la  questio^ 
qui  nous  occupe  actuellcnienl,  sont  aux  pages  168,  189  et  3o6  du  Tome  II  {Ge^ 
summeite  mathematiscke  Abhandltmgpn,  von  II.-A.  Sghwa9Z)4  * 
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d'où  résulte  l'égalité  u=-  v  sur  F  et  sur  y  et,  par  suite,  dans  Taire 
limilée  par  ces  deux  courbes.  Ainsi,  la  fonction  v  pourra  se  pro- 
longer analy  tiquement  à  l'intérieur  du  cercle  v,  et  ce  prolongement 
analytique  n'aura  aucune  singularité  à  l'intérieur  de  ce  cercle. 
Nous  obtenons  donc  bien  la  fonction  cherchée. 

11.  Nous  avons  à  démontrer  que  w„  et  Vn  ont  des  limites.  La 
démonstration  sera  moins  simple  que  dans  les  cas  analogues  ren- 
contrés jusqu'ici,  et  nous  devons  d'abord  faire  plusieurs  remar- 
ques. Montrons,  en  premier  lieu,  que  les  moyennes  des  valeurs 
de  toutes  les  fonctions  Un  et  r,*  sur  les  circonférences  y  et  F  sont 
les  mêmes.  Il  est  d'abord  bien  clair  que  les  valeurs  moyennes 
de  W|  sur  F  et  de  v^  sur  y  sont  les  mêmes,  puisque  W|  =  i'i  sur  y. 
Prenons  alors  une  circonférence  G  de  rayon  p  comprise  entre  F 
et  y,  et  considérons  la  fonction  v^  à  l'extérieur  de  G;  si  nous 
traçons  le  contour  K  sur  la  surface  de  Riematin,  nous  aurons, 
par  la  formule  de  Green, 


J'   -7-^  ds  -f-    I  "-z-^  ds  =  o. 
j.  an  J^  an 


Or  la  première  intégrale  est  nulle;  les  éléments  s'y  détruisent, 
en  effet,  deux  à  deux,  puisque  les  dérivées  de  i^i  ont  une  pério- 
dicité nulle  relativement  aux  rétrosections.  Il  reste  donc 


Je.  '^'^ 

0, 

ce 

qui 

peut  s 

'écrire, 

lai; 

ignc  G  étant 

un  cercle, 

=  0, 

et, 

,  par 

suite, 

l'intégrale 

1           ^l^pî?; 

)d^ 

est  indépendante  de  p.  Ceci  veut  bien  dire  que  la  valeur  moyenne 
delà  fonction  Ti  sur  la  circonférence  y  est  égale  à  celle  de  U2  sur 
la  circonférence  F. 

Or  déjà  la  moyenne  de  Ti  sur  y  est,  comme  nous  l'avons  dit, 


égale  à  celle  de  li^  sur  F;  on  a  donc  bien 

cl  ainsi  de  suite.  Tous  les  //  ont  même  moyenne  sur  F  et  ont,  par 
suite,  même  valeur  au  centre  O  de  celte  circonférence. 

Considérons,  en  second  Heu,  deux  fonctions  harmoniques  U 
et  V  continues  dans  F  et  prenant  sur  cetle  circonférence  des 
valeurs  ayant  même  moyenne.  Il  en  résulte  évidemment  que  ces 
fonctions  ont  même  valeur  au  centre;  ceci  va  nous  permettre  de 
trouver  une  limite  de  j  U^ — Vj^  ]  pour  un  point  A  quelconque 
du  cercle  •'•  Reportons-nous  à  Tinégalité  rappelée  nu  §  o  de  ce 
Chapitre.  Appliquons-la  à  la  fonction  U — V  qui  est  nulle  au 
centre.  En  appelant  M  le  maximum  de  |  U  — V  |  sur  la  circonfé- 
rence F,  on  aura 

Or  supposons  ^  assez  petit  pour  que  l'on  ait 

4R/-      ^_ 

q  étant  un  nombre  fixe  inférieur  à  Funité.  Dans  ces  conditions, 
Finégalité  précédente  pourra  s'écrire 

inégalité  fondamentale  entre  les  maxima  de  j  1  -  V  |  Kur  l(f>i  cir- 
conférences F  et  y;  elle  suppose  cs«>fntiellem','nt  quf;  \v%  valf;ur<i 
moyennes  de  U  et  V  sur  F  soient  les  même». 

12.    Nous   pouvons  aborder  nvM\U*%\i%%\K   Im  'kfmMfi^tfMliuri   d'i 
Fexistence  de  la  limite  pour //,,  et  r,<.  ^#tûf«r  un*  M'iiifirr|t|f'4  pi<' 
cédentes,   nous  noub   trouvons   iVéxm  l«f4    rri4m«'ai  '«inditifiru  «nu* 
précédemment.  On  a 

Or  la  fonction  t»  —  v,  n^i  une  i*ftt<itniè  bi<  n  d<^h'iiiMn/'i'  (i  !'<'» 
teneur  de  •'•  sont;  p*^.rio'lù'il''  ^\'4  p^iM^di*  il/  di  »  4   i|i.*«|Hijiii9aiiiil 
dans  la  soustraction /;  W.  iu'4\\mHui  d<'  ,  «  ^       «  «  !  fin  V  <'!«i  ^\n\\v  aw 
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plus  égal  au  maximum  de  ]  i'a  —  <'i  |  sur  y,  mais 
(;,— (^1  =  M,—  M,         (sur  y). 

Le  maximum  de  |  i'j —  i^i  \  sur  y  est  donc  moindre  que  le  pro- 
duit par  q  du  maximum  de  |  i/o —  Ui\  sur  F.  En  combinant  ces 
résultats,  nous  avons 

maximum  de  |  M3 —  Mj  |  <  ^.maximum  de  |  Mj —  Mi  |         (sur  T). 

L'existence  d'une  limite  vers  laquelle  converge  uniformément  w» 
sur  r  est  alors  évidente,  et  Texislence  des  limites  u  et  v  est  établie. 
Le  problème  posé  au  §  9  est  donc  complètement  résolu. 

La  fonction  trouvée  prend  au  point  O,  centre  de  F,  une  valeur 
égale  à  la  moyenne  des  valeurs  initiales  données  au  début  sur  F. 
La  valeur  de  la  fonction  cherchée  en  O  et  les  périodicités  la  dé- 
terminent d'ailleurs  nécessairement  d'une  manière  unique;  car, 
dans  le  cas  contraire,  la  différence  de  deux  telles  fonctions  serait 
nulle  en  O  et  n'aurait  pas  de  périodicité.  Ornons  savons  qu'une 
fonction  harmonique  uniforme  et  continue  sur  la  surface  de 
Riemann  tout  entière  se  réduit  nécessairement  à  une  constante 
(Chap.  XIII,  §  27). 

Appelons  yb/2Cf/o 71  harmonique  de  première  espèce  une  fonc- 
tion harmonique  de  la  nature  de  celle  que  nous  venons  d'étudier, 
continue  sur  la  surface  de  Riemann.  Il  existe  2/?  fonctions  har- 
moniques de  première  espèce  linéairement  indépendantes.  On 
peut,  en  effet,  se  donner  arbitrairement  les  '2p  périodes  de  ces 
fonctions,  et  il  est  clair  qu'entre  '2p  fonctions  à  périodes  arbi- 
traires ne  peut  exister  de  relation  linéaii*e  à  coefficients  conslauls. 
Réciproïjnement,  toute  autre  fonction  harmonique  de  première 
espace  sera  une  combinaison  linéaire  de  ces  2/>  fonctions^  il  $\i\Til 
(le  choisir  les  coefficients  de  manière  que  la  combinaison  ait  leâr 
mômes  périodes  que  la  fonction  proposée.  » 

13.  Il  est  facile  de  traiter  le  cas  où  la  fonction  harmonique 
aurait  une  siiij^ularité  de  la  nature  suivante  : 

Proposons-nous  de  rechercher  une  fonction  harmonique  admet- 
tant des  périodicités  données  et  continue  sur  la  surface,  sauf  an 
point  O,  dans  le  voisinage  duquel  elle  sera  de  la  forme  (le  point  Q 
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étant  pris  pour  origine  des  coordonnées  poluires  ;•  cl  0), 


rosO 
,7-  -^    U, 


U  étant  continue  en  O,  et  nécessairement  harmoni(|iU!  (coniiiir 

cose\ 

Ou  va  suivre  la  même  marche  cpie  précédemment.  Iaî  Mi*iilff  diC- 
férence  sera  que  les  fonctions  w,,  . . .,  //,/,  an  lieu  dMlre  roriliniic*» 

dans  le  cercle  F,  deviendront  infinies  en  O  comm<r  •  On  (or- 

mera  donc  une  première  fonction  Ut,  prenant  dcn  vaKriirA  doMnéi;^ 

sur  r  et  continue  dans  r,  sauf  au  point  O  ou  elle  devient  infinie 

co^O       11      V   I    •       ■  1 

comme  ;  elle  s  obtiendra  tout  de  auiU:  en  jumnui 


et  en  déterminaot  la  foDClioo  L'i  continue  â'^f$%  \tt  /;'rrcl^  f  fout 
entier,  et  prenant  sur  sa  circonférence  le*  valefir%  //|  J^    *  ,%'/«♦ 

formerons  donc  de  la  même  mani^rre  no*  detii  %uii^\ 


Toutes  le*  îtési';*^*  fv&i^kmerfU.V^  *ofMMtef#t,  ^^  le*  -j^^e^^* 
mojennes  de*  foi^t»'^»»^  ♦^r  -'  et  ♦^r  T  ^^/fA  UrnU:%  ^jr^Je»  *  T*  o*-' 
leur  moTenne  4*:  L»  f',-..^,îi»vft  Ift>.i'*îe //^  t-irf  f.  ji^t-i/|*»e  >*  ^*>^^ 

.    •*./-•*  4  .   - 

moveoDe  de e+c  e^^ten*'«^.ï^^,  iw^,^, 

f 

Mous i^fU*o^i  ^r^Bw^  f'^fmt^f  ^0^^,  fofrAli/pn  h/JifMOfi(à/fn^.  4^a^^ 
nani  infimût  es»  O  f;^»-/!*'/^ 


avec  (^  Mf^v^emiie  ti*:^    «i»*;!!»-   «^L^t^t^  j^**  ..,  '•#**wr* '*•*>•  Jt/^^>e  r    ^"'•vw 
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IV.  —  Des  fonctions  de  la  variable  complexe  sur  la  surface 

de  Riemann. 

11.  Nous   pouvons  aborder  maintenant  l'étude  des  fonctions 

d'une  variable  complexe  sur  une  surface  de  Riemann.  A  chaque 

solution  u  de  l'équation 

Aw  =  o 

correspond,  en  effet,  une  fonction  v  déterminée  par  la  formule 
(P-6) 

/*'•'  ôti    ,         du   , 
—  ri  y dx, 

et  II  -I-  /V  est  une  fonction  analytique  de  a;  -|-  iy. 

A  chaque  fonction  harmonique  7/  de  première  espèce  va  corres- 
pondre une  fonction  v  qui  sera  aussi  de  première  espèce.  Pour 
s'en  assurer,  il  n'y  a  qu'à  examiner  les  cas  où  (x^y)  est  en  uo 
point  de  ramification  ou  à  l'infini.  Dans  le  premier  cas,  nous  avons 

dit  (voir  la  note  de  la  page  5i5)  que  ;p  et  t-  sont  de  Tordre 

de  -^  >  r  désignant  la  distance  de  (x,^)  au  point  de  ramification: 

{f  reste  donc  finie.   Si  le  point  {x,y)  est  à  l'infini  sur  un  des 

feuillets,  on  fera  le  chang^ement  de  variable  ^'4-î>^= r— » 

'  o  '      */  X  -r  ly 

u  devient  une  fonction  de  (x\  y')  régulière  à  l'origine,  et  la  for- 
mule 

'"*••'  r)//      ,    ,  du 


J..    0.r     '  oy 


montre  (juc  r  est  finie  pour  x' =  y'  =  o. 

Soient  donc  deux  fonctions  harmoniques  associées  //  et  i'  de 

première  espèce;  elles  seront  linéairement  indépendantes.  Si  l'on 

avait,  en  elfct,  une  relation,  à  coefficients  constants  a,  6,  c,  de  la 

forme 

au  -\~  bv  =  c^ 

a  et  b  n'étant  pas  nuls  tous  deux,  on  en  déduirait 

Ou        ,  Ov  du        ,  Ov 

a h  o   -  =  o,  a ':-  b-T-  =  o, 

ox  ôx  Oy  oy 
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ce  qui  est  impossible  à  cause  des  relations 

du  __  dv  ou  _       dv 

dx  ~  Oy  ^y  "       <^^ 

lo.  Partons  d'une  première  fonction  m,  de  première  espèce,  et 
soitt^i  la  fonction  associée.  J'envisage  une  fonction  harmonique  «2 
qui  ne  soit  pas  une  combinaison  linéaire  de  Ut  et  v^.  Soit  V2  Tas- 
sociée  de  Ui]  montrons  que  les  quatre  fonctions 

M,,    (',,     M,,    i'j 

sont  linéairement  indépendantes.  Dans  l'hypothèse  contraire,  on 
aurait  une  combinaison 

(1)  aiUi-h  biVi-\-  a^Ui-r-  bfVt 

qui  se  réduirait  à  une  constante.  Or  cette  expression  est  la  partie 
réelle  de  la  fonction  analytique 

( ai  —  ibi )  ( ui - i -  wi )   •-  ((ii  —  ibi){u2 -t-  û'j  ). 

Il  s'ensuit  que  la  combinaison 

(2)  — biUi-\-  aii'i—  biUi-r-  a^v^ 

se  réduit  aussi  à  une  constante.  On  en  conclut  que 

(aiaj—  bibi)ui-i-  (b^cii—  cii  bt)\\-~  {a\  -■-  b\)Ut 

est  constant,  et  comme  «3  et  b^  ne  peuvent  être  nuls  à  la  fois 
(puisque  autrement  W|  et  r,  ne  seraient  pas  indépendants),  il  en 
résulterait  que  U2  est  une  combinaison  linéaire  de  Us  et  t^i,  ce  qui 
est  contre  notre  hypothèse. 

O.n  continuera  de  la  même  manière,  en  prenant  une  fonction  u^ 
qui  ne  soit  pas  une  combinaison  linéaire  de  M|.  i^i,  ^/j,  r^  ;  en  ad- 
joignant à  W3  son  associée  i'3,  on  aura  six  fonctions  linéairement 
indépendantes.  La  démonstration  se  poursuit  de  proche  en  proche, 
et  nous  arriverons  finalement  à  ip  fonctions  harmonifjnes  de 
première  espèce 

Ml,       t'i,       n*,       Vi,        ...,       Up,       Vp. 

deux  à  deux  associées  et  linéairement  indépendantes.  Elles 
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forment  un  système  de  2p  fonctions  harmoniques  de  première 
espèce,  avec  lesquelles  on  peut  former  toutes  les  autres. 

16.  Portons  maintenant  notre  attention  sur  las  p  fonctions  ana> 
IjT tiques  de  a:  -\-  iy  =  z^ 

(3)  wi-mV,,     Mj-f-«Vt,     ...,     Uf,-^ivp, 

On  peut  les  appeler  des  fonctions  analytiques  de  première 
espèce  de  la  variable  complexe  z  sur  la  surface  de  Riemann. 
Ces/?  fonctions  sont  linéairement  indépendantes,  car  autrement 
les  //  et  r  ne  le  seraient  pas;  elles  sont  conlinues  sur  toute  la  sur- 
face et  admettent  certaines  périodicités  au  sens  déjà  tant  de  fois 
indiqué.  D'autre  part,  il  n'existe  pas  sur  la  surface  de  Riemann 
de  fonction  de  2,  uniforme  et  continue  dans  le  voisinage  de  chaque 
point  et  admettant  des  périodicités,  qui  ne  se  réduise  à  une  com> 
binaison  linéaire  de  ces  fonctions. 

On  peut  répéter^  sans  j  rien  changer,  à  propos  des  fonc- 
tions (3),  tout  ce  que  nous  avons  dit  des  périodes  des  intégrales 
de  première  espèce  (Chap.  XIV).  L'inégalité  fondamentale  pro- 
venant de  la  formule  de  Green  peut,  en  effet,  être  appliquée  ici. 
On  pourra  notamment,  avec  les  fonctions  (3),  former  un  svstèuie 
de  fonctions  normales. 

17.  Passons  aux  fonctions  analytiques  de  seconde  espèce. 
Nous  partirons  pour  cela  d'une  fonction  harmonique  de  seconde 
espèce  (§  13)  devenant  infinie  en  un  point  O,  pris  un  moment 
pour  origine  des  coordonnées,  comme 

cosO 

qui  est  la  partie  réelle  de  -»  en  posant  z  =  re^^, 

La  fonction  associée  r  deviendra  infinie  comme 

—  sinO 


cl,  par  suite,  u  -f-  à'  se  mettra  dans  le  voisinage  de  -3  =  o,  sous 
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la  forme 

P  étant  holomorphe.  Donc  5  =  0  est  un  pôle  simple  de  u  -+-  iV, 
le  résidu  étant  un. 

Nous  formons  donc  ainsi  une  fonction  m  4- â»  de  z  ayant  pour 
pôle  le  point  O  avec  un  pour  résidu  ;  cette  fonction  est  continue 
pour  tout  autre  point  et  elle  admet  des  périodicités  relativement 
aux  rétrosections  de  la  surface  de  Riemann. 

Parmi  les  fonctions  analytiques  de  seconde  espèce,  il  en  est  de 
particulièrement  remarquables  :  ce  sont  celles  qui  n'ont  pas  de 
périodes.  On  peut  obtenir  une  telle  fonction  en  partant  d'un 
nombre  suffisant  k  de  fonctions  de  seconde  espèce 

Hi,    H„     ...,    H, 

avec  les  pôles  simples  respectifs  0|,  Oo,  . . .,  Oa. 

Formons  la  combinaison  linéaire 

A,!l,    -A,H,     ...  -AaHa. 

Si  k  est  supérieur  à  2/>,  on  pourra  certainement  annuler  toutes 
les  périodes,  sans  que  les  A  soient  tous  nuls.  La  fonction  ainsi 
obtenue  ne  se  réduira  d'ailleurs  certainement  pas  à  une  constante, 
puisque,  tous  les  A  n'étant  pas  nuls,  la  fonction  admet  au  moins 
un  pôle.  Nous  aurons  ainsi  une  fonction  analytique  U  uni- 
forme  sur  toute  la  surface  de  Riemann  et  n'ayant  que  des 
pôles, 

18.  Nous  sommes  maintenant  en  mesure  de  démontrer  le  théo- 
rème fondamental  de  ce  Cliapitre  : 

A  une  surface  de  Riemann  arbitrairement  donnée  corres- 
pond une  classe  de  courbes  algébriques. 

A  cet  effet,  cherchons  d'abord  quelle  sera  la  nature  de  la 
fonction  U  du  paragraphe  précédent.  Si  l'on  considère  le  plan 
simple  sur  lequel  sont  placés  les  feuillets,  nous  voyons  qu'à 
chaque  valeur  de  Taffixe  z  sur  ce  plan  correspondent  m  valeurs 
de  la  fonction  U,  à  savoir  les  valeurs  de   la  fonction  U  aux  m 
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points  de  la  surface  de  Riemann  qui  correspondent  à  la  même 
valeur  de  z.  Il  est  essentiel  de  remarquer  que  nous  pouvons  clioi- 
sirU  de  telle  manière  que  ces  m  valeurs  soient  distinctes  pour 
une  valeur  arbitraire  de  z.  En  effet,  les  k  pôles  de  U  sont  arbi- 
traires (A*  étant  suffisamment  grand).  L'équation  U  =  oo  a  donc  A* 
racines  qui  sont  k  points  arbitrairement  choisis  de  la  surface  de 
Riemann  et  qu'on  peut,  par  suite,  supposer  ne  pas  correspondre 
à  la  même  valeur  de  z.  L'équation  U=  A,  qui  a  aussi  k  racines 
variant  avec  A  d'une  manière  continue  (Chap.  XV,  §  1),  n'aura 
donc  pas,  en  général,  de  racines  correspondant  à  des  points  de 
la  surface  de  Riemann  ayant  même  z  :  ceci  ne  pourrait  arriver 
que  pour  des  valeurs  particulières  de  A.  Il  en  résulte  que,  3  étant 
arbitraire,  les  m  valeurs  de  U  aux  m  points  de  la  surface  de  Rie- 
mann, correspondant  à  cette  valeur  de  z,  sont  distinctes. 

Ceci  posé,  cherchons  quelle  sera  la  nature  de  U  considérée 
comme  fonction  de  z  sur  le  plan  simple  P.  Cette  fonction  a  m  va- 
leurs en  chaque  point;  d'autre  part,  elle  n'a  que  des  pôles  et  des 
points  critiques  algébriques  (correspondant  aux  points  de  ramifi- 
cation) :  elle  est  donc  une  fonction  algébrique  de  2,  et  l'on  a 

(4)  /(U,^)  =  o, 

/  étant  un  polynôme  de  degré  m  en  U.  A  une  valeur  arbitraire 
de  z  correspondent,  avons-nous  dit,  m  valeurs  distinctes  de  U. 
La  relation  précédente  est  irréductible,  puisque  les  m  valeurs 
peuvent  s'éciianger  en  passant  d\in  feuillet  à  l'autre  de  la  surface 
de  Riemann. 

Nous  pouvons  donc  regarder  fa  courbe  algébrique  (4  )  comme 
correspondant  à  la  surface  à  ni  feuillets  donnée;  à  un  point 
arbitraire  de  cette  dernière  correspond  un  seul  point  (L',  z)  de  la 
courbe,  et  inversement,  à  un  [)oint  arbitraire  de  la  courbe  cor- 
respond un  seul  point  de  la  surface  de  Riemann.  Nous  avons  donc 
atteint,  dans  cette  question  des  existences,  le  but  essentiel  de 
notre  recherche,  qui  était  de  njonlrer  qu'^>  une  surface  donnée 
de  Riemann  on  peut  faire  correspondre  une  relation  algé- 
brique. A  ia  fonction  U  on  peut  évidoninient  substituer  une  fonc- 
tion rationnelle  quelconque  de  U  et  ^,  soit 
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Sauf  pour  des  formes  particulières  de  R,  la  fonction  V  aura 
m  valeurs  différentes  pour  une  valeur  arbitraire  de  z.  La  fonc- 
tion V  a  les  mêmes  points  de  ramifîcation  que  la  fonction  U  ;  elle 
est  ramifiée  comme  U,  suivant  l'expression  de  Riemann.  Inverse- 
ment, d'ailleurs,  V  pourra  se  mettre  sous  la  forme  d'une  fonction 
rationnelle  de  U  et  de  5.  On  peut  donc  dire  qu'il  y  a  une  classe 
de  fonctions  algébriques,  ramifiées  de  la  même  manière,  corres- 
pondant à  une  surface  arbitrairement  donnée  de  Riemann. 

J'ajoute  encore  que  deux  surfaces  de  Riemann,  S  et  S|,  seront 
dites  se  correspondre  point  par  point  quand  les  deux  relations 
algébriques 

rs)  /(U,5)  =  o, 

(S,)  /i(U„^,;=o, 

qu'on  peut  associer  à  chacune  d'elles  auront  entre  elles  une  cor- 
respondance birationnelle.  Nous  dirons  aussi  que  les  surfaces  qui 
se  correspondent  ainsi  point  par  point  forment  une  classe  de 
surfaces. 

19.  La  relation  (4)  est  de  degré  m  en  U;  quant  à  son  degré 
en  5,  il  est  égal  à  A",  puisqu'à  une  valeur  arbitraire  de  U  corres- 
pondent k  valeurs  de  z.  Nous  avons  donc  une  relation 

de  degré  m  en  U  et  de  degré  k  en  z,  Riemann,  comme  nous 
l'avons  déjà  dit  (p.  4io),  suppose,  dans  sa  théorie  des  fonctions 
algébriques,  que  les  degrés  du  polynôme  /  ne  sont  pas  les  mêmes 
en  U  et  5.  Cette  forme  plus  générale  amène  bien  peu  de  modi- 
fications avec  les  hypothèses  que  nous  avons  faites  dans  les  Cha- 
pitres précédents.  Il  n'est  pas  inutile,  cependant,  d'en  dire  u\\ 
mot.  En  désignant  toujours  par  iv  le  nombre  des  points  de  rami- 
fication de  la  fonction  U  de  5,  où  Ton  suppose  encore  que  deux 
racines  seulement  se  permutent,  on  aura  nécessairement,  comme 

précédemment 

w  =  i( m  -\- p  -    M, 

relation  purement  géométrique.  Ou  admet,  comme  cela  a  lieu 

dans  l'exemple  qui  nous  occupe  ici,  que  les  points  à  l'infini  sur 

P.  -  II.  34 
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chaque  feuillet  ne  sont  pas  des  points  de  ramification.  Uélimi- 
nation  de  U  entre  les  équations 

conduit  à  une  équation  A  =  o,  de  degré 

xi  m  —  \)k 

en  ^,  puisque  le  discriminant  d'une  équation  de  degré  m  est  da 
degré  2 (m  —  1)  par  rapport  aii\  coefficients  de  cette  équation,  et 
que  ces  coefficients  sont  ici  de  degré  k  en  z. 

L'équation  A  =  o  admettra,  comme  racines  simples,  les  w  points 
de  ramification;  mais  elle  admettra  aussi  d'autres  racines  corres- 
pondant au\  points  multiples  de  la  courbe  qui  ne  sont  pas,  par 
hypothèse,  des  points  de  ramification.  Ces  dernières  racines  seront 
d'un  degré  pair  de  multiplicité;  ainsi,  par  exemple,  un  point  mul- 
tiple d'ordre  i  (à  tangentes  distinctes),  donne,  pour  A  =  o,  une 
racine  d'ordre  i{i —  i).  En  désignant  donc  par  2r  le  nombre  des 
racines  de  A  ne  provenant  pas  des  points  de  ramification,  on  aura 

w  -3(-o.r  —  ni  m  —  \)k, 

20.  Je  termine  par  une  remarque  générale  relative  aux  surfaces 
de  Riemann.  Quand  nous  avons  étudié  ces  surfaces  au  Cha- 
pitre XIII,  nous  avons  pu  supposer,  conformément  au  théorème 
de  LiJroLh,  que  les  m  feuillels  de  la  surface  étaient  liés  à  la  ma- 
nière d'une  chaîne,  le  premier  feuillet  étant  seulement  lié  au 
deuxième,  le  deuxième  au  troisième,  et  ainsi  de  suite.  Nous 
sommes,  dans  ces  conditions,  arrivé  à  la  formule  générale  (voir, 
en  particulier,  le  n""  19  du  Chapitre  XIII) 

w  —  iim  -^ p  —  i). 

Dans  les  théorèmes  d'existence  que  nous  venons  d'établir,  nous 
n'avons  besoin  de  faire  aucune  hypothèse  particulière  sur  la  sur- 
face. Les  points  de  ramification  étant  seulement  toujours  supposés 
simples,  les  feuillets  peuvent  être  réunis  les  uns  aux  autres  d'une 
manière  quelconque  par  des  lignes  de  croisement.  Quelle  est 
alors,  dans  ce  cas,  la  signification  du  nombre/??  Nous  pouvons 
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y  arriver  de  suite  en  recourant  à  ia  relation  algébrique 

/(U,z)  =  o, 

qui  correspond  uniformément  à  la  surface.  En  raisonnant  sur  la 
fonction  U  comme  nous  Tavons  fait  pour  établir  le  théorème  de 
Liiroth,  on  pourra  transformer  la  surface  de  Riemann  en  nue 
autre  où  les  feuillets  seront  liés  à  la  manière  d'une  chaîne,  ce  qui 
revient  à  joindre  autrement  les  points  de  ramification  pour  former 
les  lignes  de  croisement.  Dans  cette  transformation,  le  nombre 
des  points  de  ramification  ne  change  pas,  et  nous  avons  toujours 
la  même  formule  pour  le  nombre />,  c'est-à-dire  pour  le  nombre 
des  trous  de  la  surface  dilatée  dans  Tespace. 

V.  —  Modules  d'une  classe  de  courbes  algébriques. 

21.  Une  des  applications  les  plus  intéressantes  du  théorème 
général  d'existence  des  fonctions  algébriques  correspondant  à 
une  surface  de  Riemann  est  la  recherche  du  nombre  des  modules 
des  fonctions  algébriques  d'un  genre  donné  />. 

Commençons  par  une  remarque  préliminaire.  Si  l'on  se  donne 
dans  le  plan  de  la  variable  z  les 

w  =  'i(m  -\- p    -  I  ) 

points  de  ramification  d'une  surface  de  Riemann  à  m  feuillets, 
on  peut  se  demander  quel  sera  le  nombre  des  surfaces,  ayant  ce 
nombre  de  feuillets,  qu'il  sera  possible  de  former.  Nous  voulons 
seulement  faire  observer  que  ce  nombre  sera  fini  ;  la  recherche 
de  ce  nombre  sera  une  question  de  Géométrie  de  situation  et 
d'Analyse  combinatoire.  La  fonction  qui  le  représente  est  sans 
doute  une  fonction  compliquée  de  m  et  de  p,  M.  Hurwitz,  qui 
s'est  occupé  avec  succès  de  cette  recherche.  Ta  déterminée  pour 
les  valeurs  les  plus  simples  de  m  (*);  nous  renverrons  à  son  Mé- 
moire. Il  nous  suffit  de  savoir  que  ce  nombre  est  fini. 

22.  Nous  voulons  chercher  de  combien  de   paramètres  arbi- 
(  •  )  IIuRWiTZ,  Matliematisclie  Annalen,  Bd.  39. 
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traires  dépend  essentiellement  une  classe  de  surfaces  de  Riemanii 
d'un  genre  donné/?.  Par  le  mot  essentiellement,  nous  entendons 
que  toutes  les  surfaces  de  cetle  classe  pourront  être  ramenées  n 
l'une  d'elles,  qui  se  trouvera  définie  par  certaines  valeurs  de  ces 
paramètres,  et  (\yCinversement  à  des  valeurs  arbitrairement  don- 
nées de  ces  paramètres  correspondra  seulement  une  classe  ou  un 
nombre  limité  de  classes  de  surfaces.  Ces  paramètres  ont  été  ap- 
pelés parRiemann  les  modules.  Ils  jouissent  évidemment  d'un  ca- 
ractère d'invariance  relativement  aux  transformations  uniformes. 

Nous  ferons  connaître  successivement  les  deux  méthodes  em- 
ployées par  Riemann  (*).  Voici,  en  précisant  seulement  quelques 
détails,  la  première  de  ces  méthodes. 

Tout  d'abord,  étant  donnée  une  surface  de  Riemann  (m,  5), 
nous  pouvons  la  transformer  en  une  autre  qui  lui  corresponde 
point  par  point,  et  où  le  nombre  [x  des  feuillets  soit  supérieur  à 
ip  —  2  ;  ceci  est  évident,  puisqu'on  peut  prendre  [x  arbitrairement 
(pourvu  qu'il  soit  supérieur  à  /?  -+-  i)  en  prenant  pour  nouvelle 
variable  une  fonction  rationnelle  Ae  u  el  z  ayant  y.  pôles  (p.  473). 

Nous  supposons  donc  que  les  surfaces  de  Riemann  de  genre  /?, 
dont  nous  voulons  étudier  l'ensemble,  ont  [x  feuillets;  }x  va  rester 
fixe  et  est  d'ailleurs  un  nombre  quelconque  supérieur  -à  ip  —  1 
(on  verra  dans  un  moment  pourquoi  nous  faisons  celte  dernière 
hypothèse). 

Le  nombre  des  points  de  ramification   de  notre   surface  sera 

alors 

i^  —  9.  (  jji  -+- />  —  1). 

Nous  pouvons  nous  donner  arbitrairement  ces  points  de  ramifi- 

calion  ;  donc,  le  nombre  des  surfaces  étant  fini  pour  des  positions 

données  de  ces  points,   nous  pouvons  dire  que   nous  avons  une 

surface  dépendant  de 

9.  ;ji  -:-  ip  —  a 

constantes  arbitraires.  Mais  toutes  ces  surfaces  ne  sont  pas  dis- 
tinctes :  je  veux  dire  (|u'il  y  en  a  parmi  elles  qui  se  correspondent 
point  par  point;  en  désignant  par  (^/,  ;;)  un  point  de  la  surface, 


(»)   Voir,  dans  les  Œuvres  de  Riemann,  le  §  12  de  la  Théorie  des  fonctions 
abëliennes. 
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nous  pouvons  remplacer  la  variable  z  par  une  autre  variable 

R  élant  une  fonction  rationnelle  ayant  [x  pôles,  de  façon  que  Uj 
considérée  comme  fonction  de  ;?«,  soit  une  fonction  à  a  valeurs. 
De  combien  de  constantes  arbitraires  dépendra  R?  D'abord  ses 
{il  pôles  peuvent  être  pris  arbitrairement  sur  notre  surface;  en- 
suite, d'après  le  théorème  de  Riemann-Roch,  elle  contiendra 

constantes  arbitraires.  Nous  n'avons  pas  à  nous  préoccuper  ici  du 
nombre  a,  puisque  nous  avons  supposé  |jl  >  2^  —  2.  Par  suite, 
il  y  aura  dans  R 

2fJl— />-+-  I 

constantes  arbitraires.  On  peut  donc,  en  général,  s'arranger  de 
manière  que  2  a  —  p-\-i  points  de  ramification  aient  des  positions 
données  que  Ton  regarderait  comme  numériques;  il  reste  alors 

ili-\-2p  —  9,  —  (aiJL  —p  -i-  I)  =  3/?  —  3 

autres  points  de  ramification  arbitraires.  Nous  pouvons  donc  dire 
que  noire  classe  de  sur/aces  de  Riemann  de  genre  p  dépend  de 

3/>  — 3 

constantes  essentielles  arbitraires  ;  ce  sont  les  modules  de  la 
surface.  A  chaque  système  de  valeurs  de  ces  modules  corres- 
pondra seulement  une  classe  ou  un  nombre  limité  de  classes  de 
courbes  algébriques. 

On  a  admis,  dans  ce  qui  précède,  qu'on  pouvait  choisir  les 
2UL — />  +  1  constantes  arbitraires  figurant  dans  R,  de  manière 
que,  dans  la  surface  transformée,  2  ;jl  —  />  4- i  points  de  ramifi- 
cation aient  des  positions  données.  Dans  quel  cas  pourrait-il  en 
être  autrement?  Ceci  ne  pourra  arriver  que  si  une  transformation 

où  restent  des  arbitraires ,  conduit  à  des  surfaces  ayant  les 
mêmes  points  de  ramification.  Or  ces  surfaces  sont  en  nombre 
fini;  il  y  en  aura  donc  nécessairement  parmi  elles  qui  pourront 
se  transformer  uniformément  en  elles-mêmes  ù  l'aide  d'une  trans- 
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formation  dépendant  de  ces  arbitraires.  Réciproquement,  d'ail- 
leurs, si  la  surface  admet  une  telle  transformation  avec  p  para- 
mètres arbitraires,  le  nombre  des  modules  sera  augmenté  de  p; 
en  effet,  le  nombre  des  constantes  figurant  dans  la  fonction  R 
considérée  plus  haut  devra  être  diminué  de  p,  puisque,  parmi  les 
2  m  — p  -H  I  arbitraires  entrant  dans  R,  on  peut  considérer  que  p 
d*entre  elles  correspondent  seulement  à  la  transformation  de  la 
surface  en  elle-même.  On  a  donc  alors  à  faire  la  différence 

2({1 -T-/Î  —  I)  —  (2îl  —  ^ -4- I  —  p), 

ce  qui  conduit  à  3/?  —  3  -h  p  modules  (*  ).  Cette  formule  générale 
s'applique  alors,  même  aux  cas  de  />  =  o  et  />  =  i .  Quand  /?  >  i , 
on  a  p  =  o,  d'après  le  théorème  de  Scliwarz,  ce  qui  donne  les 
3/>  —  3  modules  de  Riemann.  Pour  /?  =  i ,  on  a  p  =  i,  comme 
nous  l'avons  dit  (Chap.  XV,  n**  10)  en  étudiant  les  transformations 
en  elles-mêmes  des  courbes  du  genre  un\  il  y  a  donc,  dansée 
cas,  un  seul  module,  comme  nous  le  démontrerons  d'ailleurs  bien 
facilement  d'une  manière  directe  en  étudiant,  dans  le  Chapitre 
suivant,  les  courbes  de  genre  un.  Enfin,  pour  /?  =  o,  nous  avons 
vu  {^loc.  cit.)  que  p  =  3;  il  n'y  a  pas,  dans  ce  cas,  de  module, 
résultat  évident  a  priori,  puisque  la  surface  de  Riemann  peut 
être  ramenée  alors  au  plan  simple  de  Cauchy. 

23.  J'ai  dit  que  Riemann  avait  donné  une  seconde  méthode 
pour  trouver  le  nombre  des  modules.  Celte  mélliode  est  trop  in- 
téressante pour  que  nous  la  passions  sous  silence;  elle  va  nous 
conduire  au  premier  exemple  de  représentation  conforme  d'une 
surface  de  Riemann  sur  un  polygone,  représentation  qui,  dans  les 
travaux  récenls  de  M.  Poincaré  et  de  M.  Klein,  joue  un  rôle  si 
important.  C'est  au  mo}^en  d'une  intégrale  de  preuïière  espèce  que 
Riemann  effectue  cette  représentation.  Prenant  une  intégrale  de 
première  espèce,  posons 


./: 


(^»i j-,  r),t.r 
fy 


(')  M.  Klein  a,  le  prcinier,  appelé  rallenlion  sur  celle  formule.  Voir  le 
Chapitre  III  de  sou  Ouvrage  déjà  cilc  :  L'eber  Hiemann's  Théorie  der  alge- 
braisch en  Function en . 
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Quand  le  point  (jr,  )-)  parcourt  la  surface  sur  laquelle  on  a 
tracé  les  coupures  C  et  D,  le  point  z  décrit  dans  son  plan  un  cer- 
tain polygone,  se  recouvrant  partiellement  lui-même,  et  dont  les 
côtés  (correspondant  aux  deux  bords  de  chaque  coupure)  se  cor- 
respondent deux  à  deu\.  de  leile  sorte  qu'on  passe  du  premier 
au  second  par  Taddition  d*une  période  à  z.  Ce  polygone  se  recou- 
vrira partiellement  iai-méme,  puisque,  en  regardant  x  comme 
fonction  de  z,  on  a  nécessairement  pour  cette  variable  2/>  —  2  points 
de  ramification  qui  correspondent  aux  2/>  —  2  racines  de  Téqua- 
tion  (en  dehors  des  points  multiples  ) 

ô.x,  V.  =  0. 

A  chacune  des  p  rétrosections  correspond  un  parallélogramme 
curviligne.  On  peut  donc  concevoir,  à  titre  schématique,  le  poly- 
gone comme  formé  de  p  parallélogrammes  distincts  dont  les  plans 
seraient  superposés,  le  passage  de  l'un  à  Tanlre  ayant  lieu  an 
moyen  de  lignes  de  croisement  se  terminant  aux  li 'ip  —  2)  points 
de  ramification.  Quant  à  la  nature  des  cotés  du  polygone,  elle  est 
évidemment  indéterminée,  comme  les  rétrosections  elles-mêmes, 
et  Ton  peut,  si  Ton  veut,  les  supposer  rectilignes.  Inversement,  si 
Ton  a  une  telle  surface  polygonale,  il  résulte  des  ihéorèmes  d'exis- 
tence qu'on  peut  lui  faire  correspondre  une  classe  de  courbes  al- 
gébriques. On  peut,  en  eflel.  démontrer  rexislence  de  fonctions 
harmoniques  uniformes  sur  lu  surface  polygonale  multiple,  qui 
prennent  les  mêmes  valeurs  aux  points  correspondants  de  deux 
côtés  opposés  et  qui  se  coaiportenl  comme  les  fonctions  étudiées 
au  §  7,  la  périodicité  étant  nulle.  Il  suffit  d'employer  pour  cela 
les  mêmes  méthodes  qui  nous  ont  permis  d'établir  l'existence 
des  fonctions  uniformes  sur  une  surface  de  Iliemann;  nous  nous 
arrêterons  dans  un  moment  sur  le  cas  particulier  le  plus  simple 
de  p=  i.  Ce  point  étant  étahli,  \oynns  de  combien  de  constantes 
dépend  la  suifacc  poU «tonale.  La  position  du  point  de  rencontre 
d'une  li|:ne  C  et  dune  ligne  D  dans  clia(|ue  rétrosection  est  arbi- 
traire sur  la  surfac<*  :  nous  n'avons  donc  pas  à  compter  comme 
constantes  arbiiraire:»  les  paramètres  définissant  les  positions  d'un 
sommet  de  chaque  parallélogramme.  Les  arbitraires,  définissant 
réellement  l'aire  polygonale  qui  nous  occupe,  sont  les  up  périodes 
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et  les  positions  des  points  de  ramification,  ce  qui  nous  donne 

4/)  —  2 

arbitraires.  Mais  l'intégrale  de  première  espèce  dont  on  est  parti 
est  arbitraire.  On  a 

J   —fy =^V    Ty -^-    •-^^^/    T, ^^^- 

On  peut  choisir  les  constantes  C  de. manière  que/?  des  périodes 

aient  des  valeurs  numériques  données,  et,  si/7>>i,  on  peut,  de 

plus,  choisir  C^+i  de  manière  qu'un  des  points  de  ramification  ait 

une  position  donnée.  Il  reste  donc  alors  un  nombre  de  constantes 

essentielles  égal  à 

3/?  — 3: 

ce  sont  les  Zp  —  3  modules. 

Quand  y?  ==  i,  il  ny  a  pas  de  points  de  ramification;  on  peut 
choisir  la  constante  C|  de  manière  qu'une  des  périodes  ait  une 
valeur  donnée.  L'autre  période  sera  le  seul  arbitraire  restant.  On 
aura,  dans  ce  cas,  un  module  (*). 

24.  Le  point  essentiel,  dans  la  démonstration  précédente,  est 
le  fait  de  l'existence  d'une  classe  de  fonctions  algébriques  corres- 
pondant à  la  surface  polygonale  multiple.  Il  suffira  d*examinerle 
cas  de />  =  I  ;  la  question  une  fois  trailée  dans  ce  cas,  on  passera 
au  cas  général,  comme  on  Ta  fait  pour  tous  les  théorèmes  d'exis- 
tence, en  raisonnant  toujours  de  la  même  manière  de  proche  en 
proche. 

Nous  partirons  donc  A\\n  parallélogramme  ABCD  {fig^  38),  et 
nous  voulons,  en  défini livc,  démontrer  directement  et  a  priori 
Texistence  d'une  classe  de  fonctions  algébriques  correspondant  à 
ce  parallélogramme.  Nous  avons  pour  cela  à  démontrer  Texislence 
d'une  fonction  harmonique  de  seconde  espèce,  devenant  infinie 
en  O  (pris  comme  origine  des  coordonnées  polaires  /'  et  6),  comme 


(')  On  trouvera  dans  le  §  14  du  Mémoire  de  Brill  et  Nother  {Afat/i.  Ann., 
t.  VII)  une  interprétation  géométrique  des  modules  regardés  comme  rapports 
anharmoniques.  Si  intéressantes  que  soient  ces  considérations,  elles  ne  sont  pas 
si  rigoureuses  que  les  méthodes  s'appuyant  sur  les  théorèmes  d'existence. 
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—p-  y  admeltant,  relativement  à  AB  et  CD,  la  périodicité  A,  et, 

relativement  à  AD  et  BC,  la  périodicité  k;  nous  entendons  par  là 
que  le  prolongement  analytique  de  la  fonction  au  delà  de  DC  est 
égal  à  la  valeur  de  la  fonction  dans  le  voisinage  de  AB,  augmentée 
de  la  constante  A,  et  pareillement  avec  la  constante  k  pour  les 
deux  autres  côtés.  L'analogie  va  être  complète  avec  les  méthodes 
employées  dans  la  Section  précédente.  Nous  formerons  d^abord 
une   fonction    harmonique    prenant   des   valeurs    arbitrairement 


données  sur  AD  et  BC  (on  suppose  seulement  que  les  valeurs 
en  D  et  A  d'une  part,  en  C  et  B  d'autre  part,  différent  de  A), 
cl  ayant  la  périodicité  h  par  rapport  à  AB  et  CD.  A  cet  effet,  on 
prendra  A'B'  parallèle  à  AB,  et  CD'  parallèle  à  CD,  de  manière 
que  les  deux  parallélogrammes  ABCD  et  A'B'C'D'  soient  iden* 
tiques.  Toutes  les  fonctions  harmoniques  qu'on  va  considérer  de- 
viendront infinies  en  O  de  la  manière  indiquée  :  les  u  seront  dé- 
finis dans  ABCD  et  les  r  dans  A'B'C'D'.  On  part  d'une  première 
fonction  £/|  prenant  sur  AD  et  BC  les  valeurs  données,  prenant 
sur  AB  des  valeurs  arbitraires,  et  sur  DC  les  mêmes  valeurs  aug- 
mentées de  h.  La  fonction  Ut  prendra  certaines  valeurs  sur  A'B'; 
nous  formons  une  fonction  r,  prenant  ces  valeurs  sur  A'B',  les 
mêmes  valeurs  augmentées  de  h  >uv  iJ'iy,  sur  A'D  et  B'C  les 
mêmes  valeurs  que  «/|,  et  sur  DD'  et  CC  les  valeurs  de  n^  respec- 
tivement en  AA'  et  BB'  augmentées  de  h.  On  formera  ensuite  Wj, 
prenant  sur  DC  les  valeurs  de  r,,  sur  AB  ces  valeurs  diminuées 
de  /i,  et  sur  AD  et  BC  les  mêmes  valeurs  que  Ui.  Ou  continuera 
ainsi  indélinîment,  formant  deux  suites  de  fonctions 
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On  démontrera,  toujours  par  les  mêmes  raisonnements,  l'exis- 
tence d'une  limite  u  pour  les  fonctions  de  la  première  ligne,  et 
d'une  limite  v  pour  celles  de  la  seconde.  On  a 

Un     —  »'/«        (surA'B'), 
"/n-i  —  Vu         (sur  DC). 

Tous  les  u  el  V  prennent  d'ailleurs  les  mêmes  valeurs  sur  A'D 
etB'C.  On  a  donc 

w  =  (^ 

dans  le  parallélogramme  A' B' CL).  D'autre  part,  i^«  prend  sur  D'C 
les  mêmes  valeurs  que  Un  sur  A'B',  mais  avec  addition  de  la 
constante  A;  pareillement,  w„^,  prend  sur  AB  les  mêmes  valeurs 
que  Vn  sur  DC,  mais  avec  diminution  de  h.  Il  en  résulte  que  les 
valeurs  de  u  sur  le  périmètre  du  parallélogramme  ABA'B',  aug- 
mentées de  A,  seront  égales  aux  valeurs  de  v  sur  le  périmètre  du 
parallélogramme  DCD'C.  Il  est  clair  alors  que  le  prolongement 
analytique  de  u  au  delà  de  DC,  pour  lequel  on  peut  se  servir  de 
la  fonction  v^  remplit  bien  les  conditions  requises. 

D'une  fonction  harmonique  de  seconde  espèce  on  passera  à 
une  fonction  analytique  de  seconde  espèce.  L'analogie  est  mainte- 
nant complète  avec  la  démonstration  de  l'existence  de  la  classe  de 
fonctions  algébriques  correspondant  à  une  surface  de  Riemann. 

On  voit  aussi  que  les  considérations  précédentes  démontrent 
a  priori  l'exisLence  des  foncliorïs  doublomonl  périoiliques  cor- 
respondant à  un  réseau  donné  de  parallélogrammes. 

VI.  —  Des  théorèmes  d'existence  pour  l'équation  de  Beltrami 
correspondant  à  une  surface  quelconque. 

2t).  Nous  avons  déjà  indiqué  (p.  8)  comment  M.  Bollrami  a 
i^énéralisé  l'équation  de  Laplacc  pour  une  surface  quelconque. 
Voulant  nous  placer  ici  dans  les  circonstances  les  plus  simples, 
(|uoique  suilisamnient  générales,  nous  allons  supposer  que  Ton 
considère  une  surface  fermée  sans  lignes  multiples,  ayant  un 
nombre  fini  de  Irons,  et  telle  que,  dans  une  région  suffisam- 
ment petite  tracée  autour  d'un  point  quelconque  de  la  surface, 
on  puisse  représenter  les  coordonnées  x,  y^  z  par  des  fonctions 
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analytiques  de  deux  paramètres  p  el  q^  ce  que  nous  pouvons 
exprimer  en  disant  que  la  surface  fermée  est  régulièrement  ana- 
lytique. Un  tore  fournit  un  exemple  simple  correspondant  au  cas 
d'un  seul  trou. 

Nous  avons  défini  [loc,  cit,)  ce  que  Ton  doit  entendre  p^r  Jonc- 
tion complexe  a  -r-  «V  d'un  point  mobile  de  la  surface.  L'élément 
d'arc  de  celle-ci  étant  représenté  par 

<ù*  =  E  dp^    -  i¥  dpdq  ^G  dq^. 


on  a  pour  ueX  v  les  deux  équations 

\  <V>  ~    v^EG  — F* 

(a) 

I  Ot*   _        0p  fiq 

et  la  fonction  u  satisfait  par  suite  à  Téqualion 


(?► 


/f^-    G^\  /f'-^-E^  V 


II  est  important  de  remarquer  que  cette  équation  a  un  i;arac- 
1ère  invariant  par  rapport  à  </*-,  c'est-à-dire  que*  sî  l'on  prend  à 
la  place  de  p  el  q  de  nouvelles  variables,  la  nouvelle  «équation  ht* 
déduira  du  ds^  transformé,  comme  la  première  «>e  déduit  du  Jm* 
primitif.  Ceci  résulte  de  la  manière  même  dont  Féquation  a  été 
obtenue. 

26.  D'après  nos  hypothèses  bur  la  nature  analytique  de  la  sur- 
face, on  peut,  dans  le  voi^ina^e  d'un  point  quel*;oijqiie  \  de 
celle-ci,  exprimer  /y  el  y  par  de*  fonrfion*  analytiques  d#'  X  «t  V 
de  manière  à  avoir  la  carl'r  d*'  la  portion  de  suiia*  #■  voisin^'  dt*  A 
sur  le  plan  ■  X.  ^  '.  cet!*'  car!-*'  ♦'tant  fait»'  av#'#;  <  onMrvatiorf  de» 
angles  (voir  t.  I,  p-  4'^i   •  ^>^''  itur'4 

\:dp'      'i  <//.-/'/      '/'/'/^      7'/^-      '/>"/ 

Si  maintefianl  ou  t^jt».ifX*  f^  // *'i  i  r*o#i  pl<u  t*tinm*  intt*  iinttm 
de  p»  q.  mai?  comfi>*:  iouKU'/ttt,  d*  X  *0,  o^»  *o#hImI,  d^   IVquK 
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tîon  précédente  et  de  réqualion  (p.  8  de  ce. Volume) 
£/a«-h  rfp»  =  X(E  dp^-^i¥dp  dq  -^  G  dq^\ 

que  les  équations  (a)  deviennent 

du  __       dv 

du  _        dv 
et,  par  suite,  l'équation  {^)  se  transforme  en Téquation  de  Laplace 

Il  résulte  de  là  que,  si  Ton  se  borne  à  une  aire  suffisamment 
petite  sur  la  surface,  Péquation  de  Bcltrami  peut,  au  moyen  de  la 
Carte  géographique  indiquée,  être  transformée  en  l'équation  de 
Laplace.  Les  problèmes  d'existence  que  nous  avons  résolus  pour 
celle  dernière  sont,  par  suite,  résolus  pour  l'équation  (P). 

Il  serait  sans  intérêt  de  se  borner  à  une  portion  suffisamment 
petite  de  la  surface,  mais  le  procédé  alterné  peut  évidemment  être 
appliqué  à  l'équation  (^),  qui  jouit,  d'après  ce  que  nous  venons 
de  dire,  des  propriétés  essentielles  de  l'équation  de  Laplace.  Au- 
cune explication  n'est  alors  nécessaire  pour  voir  que  Ton  pourra 
considérer  sur  la  surface  non  plus  seulement  une  aire  suffisamment 
pelile,  mais  une  aire  quelconque.  Tous  les  problèmes  traités  dans 
les  Sections  précédonlcs  peuvent  donc  être  posés  et  résolus  de  la 
même  manière. 

Si  nous  appelons  fonction  potentielle  sur  la  surface  toute  so- 
lution de  Téq nation  ([:i),  nous  pourrons  former ,  après  avoir 
tracé  des  rétrosections  i\  et  D  sur  notre  surface,  une  fonction 
potentielle  de  première  espèce  admettant  des  périodicités  don- 
nées, La  signification  de  cet  énoncé  est  immédiate  et  a  été  déjà 
rencontrée  en  remplaçant  seulement  potentielle  par  harmo- 
nique. La  fonction  potentielle  dont  nous  parlons  sera  continue 
sur  toute  la  surface;  elle  admet  une  périodicité  h  par  rapporta 
une  couj)nre  C,  si  son  prolonij^ement  analytique  au  delà  de  la  cou- 
pure est  identique  à  la  valeur  qu'elle  a  de  l'autre  côté  de  celte 
coupure  augmentée  de  ih  h  suivant  le  sens  dans  lequel  la  coupure 
est  traversée. 
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Des  fondions  potentielles  de  première  espèce,  on  passera,  en 
considérant  la  fonction  associée  r,  aux  fonctions  complexes 


d'un  point  variable  sur  la  surface.  On  aura  ainsi  la  notion  de 
fonctions  complexes  de  première  espèce,  continues  sur  toute  la 
surface,  et  admettant  des  périodes  dont  la  partie  réelle  peut  être 
arbitrairement  choisie.  Il  n'y  a  pas  à  insister  sur  tous  ces  points; 
l'analogie  est  complète  avec  le  cas  où,  au  lieu  d'envisager  une 
surface  quelconque,  nous  avions  aiTaire  à  l'équation  de  Laplace  et 
aux  feuillets  multiples  d'une  surface  de  Riemann.  On  aura  aussi 
p  fonctions  complexes  de  première  espèce  linéairement  indépen- 
dantes, et/?  seulement;  c'est,  comme  précédemment,  une  consé- 
quence de  ce  que,  le  long  du  contour  K,  dont  il  a  été  tant  de  fois 
parlé,  on  a 

/  u  dv  '^  o, 

l'intégrale  étant  prise  dans  un  sens  convenable. 

Quant  à  la  démonstration  de  cette  inégalité,  elle  est  immédiate 
en  décomposant  la  surface  en  portions  assez  petites.  On  a  pour 
chacune  d'elles  l'inégalité  précédente  avec  l'aide  de  la  carte  de 
cette  petite  portion,  et  il  suffît  d^ ajouter  les  inégalités. 

27.  On  obtiendra  de  la  même  manière  les  fondions  complexes 
de  seconde  espèce,  mais  il  faut  défînir  un  pôle  d'une  fonction 
complexe  de  seconde  espèce.  Un  point  de  la  surface  sera  un  pôle 
pour  la  fonction  complexe  u  +  ^V,  si  dans  la  carte  géographique, 
relative  an  voisinage  de  ce  point,  sur  le  plan  (X,  Y),  la  fonction 
i^_l_  iç  qui  devient  une  fonction  .inalvtique  ordinaire  de  X -h  iY 
a  pour  pôle  le  point  correspondant  au  point  donné  de  la  surface. 
Nous  arriverons  enfin,  suivant  toujours  la  môme  marche  que  dans 
la  Section  III,  à  des  fonctions  complexes  u  -4-  /(^,  uniformes  sur 
toute  la  surface  et  n'ayant  que  des  pôles. 

Relativement  à  une  fonction  complexe  F  ==  w -f-  à',  nous  pou- 
vons établir  le  même  théorème  qu'à  la  page  471  •  L'équation 

F  ^  C, 
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C  étant  une  constante  arbitraire^  a  toujours  le  même  nombre 
de  racines  sur  la  surface.  On  pourrait  encore  employer  ici  une 
formule  analogue  à  celle  de  Cauchy  pour  trouver  le  nombre  des 
racines,  mais  il  suffit  de  remarquer  qu^il  n'est  pas  possible  que  le 
nombre  des  racines  diminue  (les  racines  étant  comptées  avec 
leur  degré  de  multiplicité)  quand  C  varie  d'une  manière  con- 
tinue. On  pourrait  seulement  craindre  que  des  racines  ne  dispa- 
russent au  moment  où  deux  ou  plusieurs  racines  deviennent 
égales,  mais  ceci  est  impossible  si  Ton  se  reporte  à  la  carte  géo- 
graphique pour  laquelle  on  sait,  en  appliquant  les  théorèmes  clas- 
siques, que  les  racines  d'une  fonction  d'une  variable  complexe  ne 
peuvent  pas  disparaître  en  devenant  égales. 

28.   Considérons  maintenant  deux  fonctions  complexes 
M  -i-  eV    et     Ml  -H  iVi 

sur  la  surface,  fonctions  uniformes  et  n'ayant  que  des  pôles.  Si 
l'on  donne  à  u  -\-  iv  une  valeur  arbitraire ,  il  y  aura  un  certain 
nombre  m  de  points  de  la  surface  correspondant  à  cette  valeur  de 
u-\-iVj  et  si  la  seconde  fonction  m,  -h  «V<  a  été  prise  arbitraire- 
ment, elle  aura  m  valeurs  distinctes.  Or  nous  savons  (p.  8)  que, 

si  l'on  pose 

F  =  M  -h  iV,        F,  =  Mi  t-  iVi, 

F,  est  une  fonction  analytique  ordinaire  de  F.  Quelle  sera  la  na- 
ture de  celte  fonction?  A  une  valeur  de  F  correspond  un  nombre 
fini  de  valeurs  de  F<  ;  d'autre  part,  ¥  y  est  une  fonction  de  F  qui 
ne  peut  avoir  d'autres  points  singuliers  que  des  pôles  et  des  points 
critiques  algébriques.  Il  y  a  donc  entre  F  et  F|  une  relation  al^ 

gé  brique 

/(F,  F,,  =  o, 

et  à  un  point  arbitraire  de  la  surface  correspond  un  seul 
point  (F,  F,)  dr  cette  courbe. 

Nous  avons  donc  établi  ce  théorème  fondamental  (' )  : 


(')  Ce  ihcorènic  a  tHé  énoncé  par  M.  Klein  dans  son  Ouvrage  déjà  bien  des 
fois  cilé  sur  la  Théorie  des  sur/aces  de  Hiemann.  Le  mode  de  dénionstraiion 
de  M.  Klein  est  extrémcmenl  inléressant,  quoiqu'il  ne  prétende  pas  à  être  ri  go  u- 
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A  la  surface  S  donnée  dans  l'espace  ei  avant  p  irons  corres- 
pond unijormément  une  courbe  algébrique  de  genre  p. 

Nous  disons  que  le  genre  de  la  courbe/"  est  égal  au  nombre  p 
des  trous  de  la  surface  S;  ce  qui  résulte  immédiatement  de  ce 
qu^ilya/>  fonctions  complexes  de  première  espèce  sur  la  surface 
linéairement  indépendantes  <'§  !26  . 

29.  Nous  avons  encore  à  faire  une  remarque  importante.  Envi- 
sageons la  surface  1  de  Riemann  à  m  feuillets  représentative  de  la 
fonction  algébrique  F,  de  F.  Nous  avons  dit  que  S  el  -  se  cor- 
respondaient point  par  point;  mais,  de  plus,  la  relation 

^i/î  —  c^i-  =  À t  E  fip-  —  ■>. F  dp dtj  —  G  dq*  • 

montre  que  cette  correspondance  a  lieu  avec  conservation  des 
angles.  On  peut  donc  dire  que  Ton  a  une  carte  géographique 
de  la  surface  S  sur  la  surface  de  Riemann  I. 

30.  Appliquons  au  tore  les  généralités  qui  précèdenl.  Dési- 
gnons par  r  le  ravon  du  cercle  générateur  et  par  R  la  distance  de 
son  centre  à  Taxe  (/'<!  RV  On  pourra  repré^enler  le  tore  par  les 

équations 

X  T=z  {\\  —  r  cos^  ^  cos'v, 

y  —  {W  — r  COS5  )  siii  'l, 
z  =  r  çiii  z, 

OÙ  la  signification  géométrique  des  angles  ç  et  *!^^  qui  varient  deo 
à  27:,  se  voit  immédiatement.  On  aura  donc  pour  Télémenl  d*arc 
de  la  surface 

ds'  =  dx*'  -T-  dy^  —dz^  =  r«  c^s»  -^  i  R  —  r  cos o  )*  cf^S 


reux  au  peint  de  vue  analytique.  C'est  à  une  expérience  oleclnque  fictive  fàile 
sur  la  surface  que  Killustrc  auteur  emprunte  les  cléments  de  ses  démonstrations. 
L'existence  des  fonctions  potentielles  avec  leurs  sinfzularités  diverses  se  trouve 
ainsi  démontrée  en  quelque  sorte  expérimentalement.  On  vient  de  voir  que  les 
considérations  employées  pour  les  surfaces  de  Riemann  et  IVquation  de  t^place 
s'étendent  sans  peine  à  l'équation  de  Bellrami  et  à  une  surface  quelconque.  Rela- 
tivement à  celle-ci,  nous  avons  seulement  fait  Thypothèse  qu'elle  était  régulière- 
ment analytique;  on  pourrait  traiter,  je  crois,  de  la  mémr  manière,  des  cas 
moins  simples,  ceux  notamment  où  la  surface  a  des  arêtes,  mais  je  ne  veux  pas 
ici  approfondir  cette  question. 
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que  l'on  peut  écrire 

(H  — rcoso;*  ^  J 

OU,  enfin,  en  posant 

J^     \\  —  r  cos  o 

^52==(R  — rcoso)«[rfX»-+-^Y«]. 

Cette  dernière  formule  nous  donne  tout  de  suite  la  carte  géo- 
graphique avec  conservation  des  angles,  de  la  surface  du  tore  sur 
la  surface  d'un  rectangle.  En  eflfet,  quand  cp  et  ij  varient  de  o  à  27Ct 
le  point  (X,  Y)  décrit  dans  son  plan  Taire  d'un  rectangle  dont 
les  quatre  côtés  sont 

Y   =  o,  Y  =  ^TT, 

\  =  o,  A  =   /        t; ■ • 

,/(,       H  —  rcoso 

Que  sont  ici  les  fondions  complexes  u -\- iv  uniformes  sur  le 
tore?  Ce  sont  nécessairement  des  fonctions  analytiques  de  X-|-i  Y; 
elles  admettront  les  périodes 


^ru    et 


i       K- 


r  do 


Jo       l^-'-cost? 


Les  fonctions  doublement  périodiques  ayant  ces  deux  périodes 
définissent  une  classe  de  courbes  algébriques  (*)  :  c^est  la  classe 
correspondant  au  tore, 

31.  Indiquons  un  exemple  d'une  surface  ayant/?  Irons,  auquel 
on  puisse  appliquer  les  considérations  générales  que  nous  venons 
de  développer.  Je  considère,  comme  au  Chapitre  XIII,  un  disque 
plan  k  p  Irous,  limité  par  une  courbe  extérieure  C  et /?  courbes 
intérieures  C|,  .  .  .,  C^,,  et  tracé  dans  le  plan  (x^y). 

Toutes  ces  lignes  sont  supposées  régulièrement  analytiques.  On 
peut  concevoir  une  fonction  analytique /(^,  j^)  des  deux  variables 


(')  Ce  point  a  été  démonlré  à  la  fin  de  la  Section  précédente.  Nous  le  retrou- 
verons d'une  manière  plus  élémentaire  au  Chapitre  suivant. 
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réelles  eix  ely  s*annulant,  en  changeant  de  signe,  quand  (x^y) 
traverse  les  courbes  C,  C|,  . . .,  C^,  et  étant  positive  et  différente 
de  zéro  dans  l'aire  A  limitée  par  ces  courbes.  Si,  par  exemple,  les 
courbes  sont  des  cercles,  f{x^  y)  sera  le  produit  pris  avec  un 
signe  convenable  des  premiers  membres  des  équations  de  ces 
cercles.  J'envisage  maintenant  la  surface 

Cette  surface  sera  symétrique  par  rapport  au  plan  des  (a?,  y)^ 
elle  passera  par  les  courbes  considérées  et  aura  visiblement 
p  trous.  Elle  sera  régulièrement  analytique.  On  le  voit  de  suite 
pour  tout  point  (:r,  ^)  de  l'intérieur  de  Taire  A;  la  chose  est 
moins  immédiate  pour  un  point  d'une  courbe  limite.  Pour  le  voir, 
{^fit  yo)  étant  un  tel  point,  posons 

a  étant  une  quantité  très  petite.  Pour  x  =  Xq^  a  =  o,  nous  avons 
une  racine  simple  y  =yo.  Nous  pouvons  donc  développera^  sui- 
vant les  puissances  de  x  et  a,  dans  le  voisinage  de  x  =  Xq  et 
a=:^o;  soit  ^{x,  a)  ce  développement.  On  aura  alors  la  surface 
définie  par  les  équations 

y  =  ^{x,7.), 

z  =  :t, 

ce  qui  montre  que  la  surface  est  analytique  dans  le  voisinage  du 
point  (xq,  yo^  O).  On  a  supposé  seulement  qu'en  {xq^  yo)  la  tan- 
gente à  la  courbe  limite  n'est  pas  parallèle  à  Oy^  mais,  s'il  en 
était  ainsi,  on  intervertirait  x  ely  dans  les  raisonnements.  Nous 
avons  donc  bien  un  exemple  d'une  surface  à  p  trous  régulière- 
ment analytique  dans  toute  son  étendue.  A  cette  surface  corres- 
pond, d'après  le  théorème  général,  une  classe  de  courbes  algé- 
briques. 

32.  Un  cas  limite  de  la  surface  précédente  est  extrêmement 
intéressant.  Je  considère  la  surface 

où  e  est  une  constante  positive.  Supposons  que  s  tende  vers  zéro  ; 

nous  aurons  une  surface  se  rapprochant  de  plus  en  plus  des  deux 

P.  -  II.  35 
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côtés  du  disque  plan.  La  classe  de  courbes  algébriques  correspon- 
dant à  notre  surface  deviendra  pour  e  =  o  une  certaine  classe 
limite,  et  Ton  est  ainsi  conduit  au  théorème  suivant  : 

A  tout  disque  plan  à  p  trous  on  peut  faire  correspondre 
une  classe  de  courbes  algébriques. 

Il  y  a  une  correspondance  uniforme  entre  les  points  d'une 
courbe  algébrique  de  cette  classe  et  les  points  du  disque  consi- 
déré comme  ayant  deux  faces.  Le  remarquable  théorème  qui  pré- 
cède est  dû  à  M.  Schottky  ('),  qui  y  est  arrivé  par  une  tout 
autre  voie,  en  rattachant  la  question  au  principe  classique  de 
Dirichlet. 

Le  résultat  précédent  est  très  important  pour  Pétude  de  la  re- 
présentation conforme  des  aires  limitées  par  plusieurs  contours. 
Etant  donnés  deux  disques  plans  ayant  le  même  nombre  p  de 
trous,  peut-on  faire  une  représentation  conforme  de  ces  deux 
disques  Cun  sur  Vautre,  de  manière  qu'à  un  point  du  pre- 
mier disque  ne  corresponde  qu!un  point  du  second  et  inverse- 
ment ?  hdi  c^xiesùon  était  diffîcile,  mais  nous  sommes  maintenant 
en  mesure  d'y  répondre  en  quelques  lignes.  Nous  pouvons  faire 
la  carte  géographique  de  chaque  disque  (pris  avec  ses  deux 
bords)  sur  une  surface  de  Riemann  convenable;  cette  surface  de 
Riemann  est  relative  à  une  courbe  quelconque  de  la  classe  cor- 
respondant au  disque.  Si  Ton  peut  faire,  de  la  manière  indiquée, 
la  représenlalion  conforme  des  deux  disques  l'un  sur  l'autre,  les 
deux  surfaces  de  Riemann  et,  par  suite,  les  deux  courbes  se  cor- 
respondront point  par  point.  On  voit  donc  que  la  représenlaliou 
conforme  des  deux  disques  est,  en  général,  impossible;  les  con- 
ditions reviennent  à  r identité  des  deux  classes  de  courbes  algé- 
briques correspondant  à  V un  et  Vautre  disque.  Je  me  borne 
sur  ce  point  à  ces  vues,  peut-être  un  peu  rapides,  en  renvoyant 
au  Mémoire  de  M.  Scholtky  pour  l'étude  de  la  représentation 
conforme  des  aires  multiplement  connexes. 


(')    Nous   avons  déjà    eu    l'occasion    de   citer    (p.    3i4)   le    beau   travail   de 
M.  Scliotiky;  c'est  un  Mémoire  fondamental  à  plus  d'un  titre. 
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CHAPITRE  XVII. 

COURBES  DES  GENRES  ZÉRO   ET  UN. 


I.  —  Des  courbes  unicursales. 

1.  Nous  nous  proposons,  dans  ce  Chapitre,  de  faire  une  étude 
des  propriétés  essentielles  des  courbes  de  genre  zéro  et  des 
courbes  de  genre  un.  Commençons  par  les  courbes  correspon- 
dant à  />  =  o,  qu'on  appelle  courbes  unicursales  (  ' }. 

D'après  la  formule  générale  (Cliap.  XIII,  n"  17) 

( m—  \){m  ---x)       ^r\      i(i  —  \\ 

p  = -_ 2*"'  —T, — 

on  aura  pour  les  courbes  unicursales 

V^      m  —  I  )        (  /M  —  I  )  C  m  —  u  ) 

1"'-^  = ->. 

Telle  est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  le  genre 
soit  nul.  Il  n'y  aura  pas  dans  ce  cas  de  courbe  adjointe  d'ordre 
m  —  3. 

Les  courbes  unicursales  jouissent  d'une  remarquable  propriété  : 

on  peut  exprimer  les  coordonnées  {x,y)  d'un  quelconque  de 
leurs  points  en  fonctions  rationnelles  d'un  paramètre. 

Pour  le  démontrer,  considérons  une  adjointe  d'ordre  m  —  2  ; 
elle  dépend  d'une  manière  non  homogène  de  m  —  2  constantes  (^). 


(')  Les  mots  de  courbes  unicursales  ont  été  employés  pour  la  première  fois 
par  M.  Cayley  {voir  Caylky,  Comptes  rendus,  t.  L\II). 

(^)  On  a  vu  dans  un  Chapitre  antérieur  que  le  nombre  de  ces  constantes  est, 
pour  p  quelconque»  m  —  2  +  /9.  La  numération  est  d'ailleurs  immédiate. 
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Nous  pouvons  donc  former  un  réseau 

P,-+-XP,  =  o 

d'adjointes  d'ordre  m  —  2  passant,  quel  que  soit  X,  par  m — 3 
points  choisis  arbitrairement  sur  la  courbe.  Combien  y  aura-t-il 
de  points  de  rencontre  variables  avec  ).?  On  a  déjà  un  nombre  de 
points  de  rencontre  fixes  représenté  par 

^jiii{i  —  \) -\- m  —  3     ou     m{ni  —  1)  —  i. 

Il  reste  donc  un  seul  point  de  rencontre  mobile,  et,  par  suite,  ses 
coordonnées  x  eiy  sont  des  fonctions  rationnelles  de  X. 

Considérons  inversement  une  courbe  définie   par  deux  équa- 
tions 

(0  ^-R(X),        v=.R,(X), 

R  et  R|  étant  des  fonctions  rationnelles  d'un  paramètre  )..  Cette 
courbe  sera  de  genre  zéro. 

Si  le  genre  n'était  pas  nul,  la  courbe  aurait  une  intégrale  de 
première  espèce 


r 


fy 


Or,  en  remplaçant  x  e,\  y  par  les  expressions  (i),    on  aurait  une 
intégrale  portant  sur  une  fraction  rationnelle  P(a) 

qui  devrait  rester  finie  pour  toute  valeur,  finie   ou  infinie,   de  a, 
ce  qui  est  impossible. 

2.  Nous  avons  exprimé  plus  haut  les  coordonnées  a:  et^  d'un 
point  arbitraire  de  la  courbe  en  fonctions  rationnelles  d'un  para- 
mètre. Pour  trouver  ces  expressions,  il  a  fallu  introduire  en  gé- 
néral certaines  irrationnelles  par  rapport  aux  coefficients  de  la 
courbe,  puisqu'on  doit  prendre  ni  —  3  points  sur  la  courbe.  On 
peut  se  demander  comment  on  pourrait  faire  la  représentation 
paramétrique  pour  une  courbe  unicursale,  en  introduisant  le 
moins  possible  à! irrationalités  par  rapport  aux   coefficients   de 
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récfualion  de  la  courbe  unîcursale.  Celte  question  s'est  présentée 
à  M.  Nôther  dans  une  recherche  relative  à  certaines  surfaces  algé- 
briques (').  Pour  y  répondre,  M.  Nôther  procède  très  élégamment 
de  la  manière  suivante. 

Prenons  trois  adjointes  arbitraires  d'ordre  m  —  2,  ce  qui  peut 
se  faire  sans  introduire  aucune  irrationalité  par  rapport  aux 
coefficients;  soient  P,(a:,  j^),  P2(j?,  j'),  P3(j?,y)  les  trois  poly- 
nômes adjoints  correspondants.  Je  pose 


Y    r:= 


P:i(T.r) 


A  la  courbe  unictirsale  proposée 

/(^,  r)  =  « 

va  correspondre  une  courbe 

F(X,  Y)  =  o. 

el,  si  les  trois  polynômes  adjoints  d'ordre  m  —  2  sont  arbitraires^ 
les  deux  courbes  se  correspondront  point  par  point.  Cherchons  le 
degré  de  la  courbe  F;  il  est  égal  au  nombre  des  points  de  ren- 
contre, avec/",  du  réseau 

en  dehors  des  points  multiples,  c'est-à-dire  à 

m  ( m  —  7  )  —  ^*i  ' ^  '  —  * )    ^"     "'  —  '^" 

Nous  avons  donc  transformé  la  courbe  en  une  courbe  d'ordre 
m  —  2.  On  peut  continuer  ainsi  de  proche  en  proche.  Si  m  est 
impair,  on  amvera  à  une  cubique;  si  m  est  pair,  à  une  conique 

Dans  le  premier  cas  (m  impair),  les  coordonnées  de  la  cubique- 
unicursale,  qui  a  un  seul  point  double,  peuvent  être  exprimées^ 
en  fonctions  rationnelles  d'un  paramètre,  sans  introduction  d'au— 


(M  NôTHKR,  Ueber  Flàchen,  welche  Schaaren  rationaler  Curven  besitzem 
{Math,  Annalen,U  III). 
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ciineîrralionalilé  par  rapport  aux  coefficienls  de  son  équation,  qui 
sont  eux-mêmes  des  fonctions  rationnelles  des  coefficients  de  la 
courbe  proposée.  Donc,  pour  une  courbe  unicursale  d^ordre 
impair  y  on  peut  nHntroduire  aucune  irrationalité  par  rapport 
aux  coefficients  dans  la  représentation  paramétrique. 

Il  n'en  va  pas  de  même  pour  m  pair.  Nous  sommes  ramené 
dans  ce  cas  à  une  conique,  et,  en  général,  nous  ne  pouvons  pas 
faire  la  recherche  des  expressions  des  coordonnées  en  fonctions 
rationnelles  d*un  paramètre,  sans  introduire  une  irrationalité  qui 
sera  une  racine  carrée  d^une  fonction  rationnelle  des  coeffi- 
cients. Il  en  sera  donc  de  même  pour  la  courbe  unicursale  pro- 
posée. 

Nous  pouvons  maintenant  établir  un  intéressant  thcorème  de 
M.  Nother  sur  une  classe  de  surfaces  algébriques.  Prenons  une 
surface  algébrique,  jouissant  de  la  propriété  suivante  :  elle  pos- 
sède un  faisceau  linéaire  de  courbes  unicursales,  qui  peuvent  être 
obtenues  par  l'intersection  de  la  surface  donnée 

avec  le  faisceau  de  surfaces 

P-f-XQ  =o. 

où  P  et  Q  sont  des  polynômes  en  x^  y^  z.  Il  est  supposé  que  le 
faisceau  précédent  coupe  la  surface  suivant  une  seule  courbe  F 
variable  avec  ).,  et  que  cette  courbe  est  unicursafe.  Nous  nous 
proposons  d'établir  que  la  sur/ace  est  unicursale^  c'est-à-dire 
qu'on  peut  exprimer  les  coordonnées  d'un  point  arbitraire  de  la 
surface  en  fonctions  rationnelles  de  deux  paramètres. 
Considérons  le  faisceau  de  plans 

A  H-  À  [5  —  o         (  A  et  B  ('tant  du  premier  degré  ). 

et  faisons  la  |)crspeclive  V  de  la  courbe  F  (correspondant  à  la 
même  valeur  a  du  paramètre)  sur  ce  plan,  en  prenant  un  point  de 
vue  fixe  mais  arbitraire.  Notre  surface  /  correspond  ainsi  point 
par  point  à  une  surface  y'  lieu  des  courbes  F',  et,  en  général,  la 
droite  (A  =  o,  B=3o)  sera  une  droite  multiple  de  /',  Le  théo- 
rème énoncé  est  donc  à  démontrer  pour  la  surface /',  qui  a  une 
certaine  droite  multiple  (A,   B),  et  qui  est  telle  que  tout  plan 
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passant  par  celle  droite  la  coupe  en  outre  suivant  une  seule 
courbe  unicursale  (qui  est  la  courbe  F);  désignons  par  m  le 
degré  de  T'. 

Prenons,  dans  le  plan 

A  -H  X  B  =  o, 

m — 4  points  arbitraires  déterminés  rationnellement  en  X.  Ces 
points  déterminent  trois  adjointes  d'ordre  m  —  2  avec  lesquelles 
nous  faisons  la  transformation  indiquée  plus  haut.  Nous  sommes 
par  suite  ramené  à  une  surface  analogue  à/',  mais  où  m  est  rem- 
placé par  m  —  2.  On  peut  continuer  ainsi  de  proche  en  proche. 

Si  m  est  impair  on  est  ramené  à  une  surface  ajant  une  droilc 
multiple,  et  telle  que  tout  plan  passant  par  la  ligne  multiple  la 
coupe  suivant  une  droite  (en  dehors  de  la  droite  multiple);  la 
surface  est  alors  évidemment  unicursale. 

Si  m  est  pair,  la  question  est  moins  simple,  et  l'on  a  une  sur- 
face avec  une  droite  multiple,  et  tout  plan  passant  par  celle-ci 
coupe  la  surface  suivant  une  conique  (en  dehors  de  la  droite  mul- 
tiple). Suivons  ici  une  autre  marche  (*)  que  M.  Nolher.  La 
droite  (A,  B)  étant  supposée  à  l'infini  dans  la  direction  du  plan 
des  (x,  y),  l'équation  de  la  surface  peut  prendre  la  forme 

ax^-r-bxy  -+-  cy"^  =  i, 

où  rt,  6  etc  sont  des  fonctions  rationnelles  de  z.  Nous  allons  voir 
que  l'on  peut  satisfaire  identiquement  à  l'équation  précédente,  en 
prenant  pour  x  el  y  des  fonctions  rationnelles  de  z,  La  question 
revient  évidemment  à  faire  voir,  étant  donnée  une  expression 

où  A,  B,  C  sont  des  polynômes  de  degré  pair  2/n,  que  l'on  peut 
déterminer  des  polynômes  u  et  v  en  z,  de  telle  sorte  que  l'expres- 
sion devienne  le  carré  d'nn  polynôme  en  z.  Or  soil  |jl  le  degré  de  u 
et  i';  le  nombre  des  constantes  (non  homogènes)  est  2|JL-f-  i  pour 
ces  deux  polynômes.  Or,  en  substituant,  on  a  un  polynôme  de 
degré  2m-|-a[jL;  le  nombre   des  conditions,  pour  qu'il  soit  un 


(  >  )  E..  Picard,  Sur  la  résolution  de  certaines  équations  à  deux  variables, 
et  Sur  un  théorème  de  M.  Nôther  {Bulletin  des  Sciences  mathématiques, 
1901). 
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carré  parfail,  est  m  -H  [x.  Or  on  a 

a|jLH-  I  ^m  -4-  [1, 

à  partir  d'une  certaine  valeur  de  [jl.  Par  suite,  on  pourra   déter- 
miner u  et  V  de  manière  que 

soit  un  carré  parfait.  En  revenant  à  notre  équation  ci-dessus 
aar'-t-  bxy  ■+-  cy*  =  i, 

on  y  satisfera  en  prenant  pour  x  et  y  des  fractions  rationnelles 
de  z. 

Pour  une  valeur  donnée  de  5,  on  peut  donc  obtenir  rationnel- 
lement un  point  de  cette  conique  et,  par  suite,  exprimer  J7  eiy 
en  fonction  rationnelle  de  z  et  d'un  autre  paramètre.  La  surface 
est  donc  unicursale. 

3.  Dans  la  représentation  paramétrique  donnée  au  §  1,  nous 
avons  pour  une  courbe  unicursale 

:r  =  R(X),        r=ïii{n 

et,  d'après  ]a  manière  même  dontnous  avons  procédé,  on  a  pour  X 

P 
une  fonction  rationnelle  —  r;^  dex  ely.  A  un  point  arbitraire  de 

la  courbe  ne  correspond  donc  qu'une  seule  valeur  de  A.  Il  y  a  des 
points  particuliers  pour  lesquels  il  en  est  autrement  :  ce  sont  les 
points  multiples.  En  un  point  multiple  d'ordre  i,  les  deux  poly- 
nômes adjoints  P|  et  Pj  sont  nuls,  et  il  y  a  i  valeurs  pour  a  cor- 
respondant aux  £  branches  de  la  courbe  au  point  multiple. 

Imaginons  qu'on  ait  une  seconde  représentation  paramétrique 

de  telle  sorte  aussi  que  9  soit  fonction  rationnelle  de  x  et  r.  La 
nature  de  la  dépendance  entre  X  et  9  s'aperçoit  immédiatement;  à 
une  valeur  arbitraire  de  A  ne  correspondra  qu'une  valeur  de  9  et 
inversement.  La  relation  est  d'ailleurs  algébrique.  Donc  X'esl  une 
'fonction  rationnelle  de  9,  et  9  est  une  fonction  rationnelle  de  a; 
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on  doit,  par  suite,  avoir 

a\-h  b 

«,  bj  c,  rf  étant  des  constantes.  On  peut  donc  dire  que,  abstrac- 
tion faite  d'une  substitution  linéaire  sur  le  paramètre,  .il  n'y  a 
qu'une  seule  représentation  paramétrique,  de  la  nature  indi- 
quée, pour  une  courbe  unicursale  (*). 

Je  n'insisterai  pas  davantage  sur  les  courbes  unicursales.  Une 
étude  très  complète  en  a  été  faite  par  Clebsch  dans  un  Mémoire 
auquel  nous  renverrons  (2). 


II.  —  Des  courbes  de  genre  un. 

4.  Les  courbes  de  genre  un  sont  particulièrement  intéressantes 
à  cause  de  leurs  rapports  avec  la  théorie  des  fonctions  double- 
ment périodiques.  Pour/?=  1,  on  aura 

Zé^'—I--- T—- 

On  a  ici  un  seul  polynôme  adjoint  d'ordre  ni  —  3  et,  par  suite, 
une  seule  intégrale  de  première  espèce  (à  un  facteur  constant 
près). 

Nous  commencerons  par  chercher  si  les  adjointes  d'ordre  m  —  2 
ne  peuvent  pas,  comme  pour  les  courbes  unicursales,  conduire  à 
une  représentation  paramétrique  intéressante.  Les  courbes  ad- 
jointes d'ordre  m  —  2  dépendent  ici,  d'une  manière  non  linéaire, 
de/?i  —  i  paramètres  entrant  d'une  manière  non  homogène.  On 
peut  donc  former  un  faisceau  d'adjointes  d'ordre  m  —  1 

{1)  Pi^X,P,=  o 

passant  par  m  —  2  points  arbitrairement  choisis  sur  la  courbe /l 


(')  On  pourrait  avoir  une  rcpréscnlalion  paramétrique  rationnelle  telle  qu'à 
un  point  arbitraire  {x^y)  de  la  courbe  correspondissent  plusieurs  valeurs  de  \, 
On  verra  (Luroth,  Math,  Annalen,  t.  IX)  comment  on  peut,  par  un  calcul  ré- 
gulier, introduire  un  autre  paramètre,  de  façon  à  avoir  une  nouvelle  représenta- 
tion qui  soit  du  type  étudié  plus  haut. 

(-)  Clebsch,  Ueber  diejenigen  ebenen  Curven  deren  Coordinaten  rationale 
Functionen  eines  Parameters  sind  {Journal  de  d'elle,  t,  64). 
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Le  nombre  des  points  de  rencontre  variables  avec  ^  sera 
m(m—i)  —  (  m  —  a) — \a/*(i — i)     ou     i. 

Nous  n'aurons  donc,  pour  déterminer  x  ei  y  ^n  fonction  de  À, 
qu'à  résoudre  une  équation  du  second  degré.  On  aura,  par  suile, 

:r=/[X,|/R(X)], 

/el  »  étant  des  fonctions  rationnelles  de  A  et  de  v^R(/*),  en  dési- 
gnant par  R  (a)  un  polynôme  en  X  qu'on  peut  supposer  n'avoir 
que  des  racines  simples  (le  facteur  de  puissance  paire,  pour  les 
racines  multiples,  étant  sorti  du  radical). 

A  une  valeur  de  X  correspondent  deux  points  {x^y)  à  cause  des 
deux  déterminations  du  radical.  A  un  point  arbitraire  {x^y)  de  la 
courbe  /  correspondra  une  seule  valeur  de  X,  ce  qui  est  évident 
d'après  (2);  il  correspondra  aussi  une  seule  valeur  de  y/'R(X), 
l'autre  détermination  du  radical  donnant  le  second  point  de  ren- 
contre de  l'adjointe  (2)  avec  /. 

Une  question  très  intéressante  se  présente  :  Quel  est  le  degré 
du  polynôme  R(X)?  On  peut,  pour  y  répondre,  suivre  deux  voies 
différentes,  entièrement  analogues  à  celles  que  nous  avons  suivies 
en  étudiant  les  courbes  du  {çenre  deux  (p.  5oo). 

Je  dis  que  le  degré  de  K(a)  ne  pourra  être  que  trois  ou  quatre. 
En  effet,  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  les  deux  courbes 

ise  correspondent  point  par  point,  puisque  à  un  point  arbitraire 
(X,  li.)  de  la  seconde  courbe  ne  correspond  qu'un  point  {x^y) 
de  y,  et  inversement.  Les  deux  courbes  sont  donc  du  même 
f;enre,  c'est-à-dire  du  genre  un,  el,  par  suite,  le  degré  du  poly- 
nôme R(X)  sera  nécessairement  égal  à  trois  ou  à  quatre,  les 
deux  cas  se  ramenant  d'ailleurs,  comme  nous  l'avons  vu  autrefois, 
Tun  à  l'autre. 

La  seconde  démonstration  est  plus  directe,  mais  plus  longue. 
On  procédera  comme  nous  l'avons  fait  dans  l'élude  des  courbes 
(le  genre  deux  (p.  joo).  Le  nombre  cherché  sera  égal  au  nombre 
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des  courbes  du  faisceau 

tangentes  à  la  courbe/.  Après  avoir  supprimé  les  mêmes  solutions 
étrangères,  il  restera  quatre  courbes  de  ce  faisceau  tangentes  à/, 
et  le  degré  du  polynôme  R  Çk)  est,  par  suite,  égal  à  quatre.  On  a 
donc  le  théorème  suivant  : 

Les  coordonnées  d^ un  point  quelconque  d^une  courbe  de 
genre  un  sont  des  fonctions  rationnelles  d'un  paramètre  et  de 
la  racine  carrée  d'un  polynôme  du  quatrième  degré  par  rap- 
port à  ce  paramètre  (  *  ). 

5.  On  peut  donner  une  autre  forme  à  l'important  théorème  qui 
précède.  Si  l'on  pose 

r^\dl_^  - 

nous  avons  vu  (Chap.  XII,  n°7)  que  cette  relation  définit  une 
fonction  doublement  périodique  de  5,  soit 

et  l*on  a  évidemment 

d\ 


Il  en  résulte  que  x  el  y  sont  des  fonctions  doublement  pério- 
diques du  paramètre  z;  de  plus,  à  un  point  arbitraire  {x,y)  et, 

par  suite,  à  une  valeur  «le  A  et  de  y/K(^X),  ne  correspondra  qu'une 
valeur  de  z,  abstration  faite  de  multiples  de  périodes.  Nous  pou- 
vons alors  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Dans  une  courbe  de  genre  un,  les  coordonnées  x  et  y  peu^^ent 
s'exprimer  en  fonctions  doublement  périodiques  d'un  para- 
mètre Zj  et  cela  de  telle  manière  qu'à  un  point  arbitraire  de 
la  courbe  ne  corresponde  qu'une  valeur  de  z^  abstraction  faite 
de  multiples  des  périodes. 


(  *  )  Ce  théorème  est  dû  à  Clcbsch.  Voir  son  Mémoire  :  Ueber  diejenigen  Curven 
deren  Coordinaten  sich  als  etliptische  Functionen  eines  Parameter  darstellen 
lassen  {Journal  de  C relie,  t.  Ci). 
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6.  Nous  donnerons  dans  la  Section  suivante  une  sorte  de  réci- 
proque du  théorème  précédent;  mais,  pour  le  moment,  proposons- 
nous  de  retrouver  Je  même  théorème  en  nous  plaçant  à  un  autre 
point  de  vue  que  le  point  de  vue  algébrique  du  §  4.  Nous  allons 
considérer,  à  cet  effet,  l'intégrale  de  première  espèce  relative  à  h 
courbe  de  genre  uriy  et  chercher  la  nature  de  la  fonction  obtenue 
en  faisant  Tinversion  de  cette  intég:rale.  Soit  donc  la  relation 


(3) 


Q(T,r)dT 


y 

équivalente  à  Féquation  différentielle 

Or.r,   y)ffx  , 

—/;—  =  ''-'• 

Les  conditions  initiales  étant  x  =  Xq^  yz=yQ  pour  >3  =  5|, 
quelle  sera  la  nature  de  la  fonction  x  àe  z  ainsi  définie?  Nous 
voulons  montrer  que  x  est  une  fonction,  uniforme  dans  tout  le 
plan,  n'ayant  d^ autres  points  singuliers  que  des  pôles. 

En  supposant  que  (o^o,  yo)  ne  soit  pas  un  point  de  ramification 
ou  un  point  multiple  de  la  courbe,  la  fonction  x  sera  une  fonc- 
tion holomorphe  de  z  dans  le  voisinage  de  -s  =  5o,  d'après  le 
théorème  fondamental  (p.  346)  sur  Fexistence  de  l'intégrale  des 
équations  différentielles.  En  étendant  de  proche  en  proche  la  fonc- 
tion, le  théorème  fondamental  cessera  d'être  applicable  quand 
la  variable  z  atteindra  une  valeur  pour  laquelle  Q(j^>  v)=<^« 
mais  celte  circonstance  no  peut  se  présenter  pour  un  point 
simple  de  la  courbe,  puisque  l'adjointe  d'ordre  m  —  3,  dans  les 
courbes  du  genre  un,  ne  rencontre  la  courbe  qu'aux  points  mul- 
tiples. Nous  devons  mainteucint  examiner  le  cas  où  le  point  cor- 
respondant i^x^y)  de  la  courbe  serait  un  point  multiple  ou  bien 
un  point  de  ramification,  ou  serait  à  l'infini.  11  ivy  a  aucune 
difficulté  dans  le  cas  du  point  multiple,  car,  lorsque  {x^ y)  se 
rapproche  d'un  point   multiple  sur  une  branche  déterminée,  le 

quotient  -     '  V —  reste  une  fonction  holomorphe  de  x  ne  s  annu- 

-'  y 
lant  pas  eu  ce  point,  puisque  la  courbe  Q  =  o  ne  peut  avoir  au- 
cune tangente  commune  avec  /  en  un  point  multiple  [sinon,  le 
nombre  des  points  de  rencontre  de  /et  de  Q  s'élèverait  au-dessus 
de  m  {m  —  3)]  ;  x  restera  donc  fonction  holomorphe  de  z. 
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Pour  le  cas  du  point  de  ramificalion  (a,  //),  on  posera 

dx' 
et  l'on  aura  alors,  pour  ^>  une  fonction  holomorphe  de  j?'  dans 

le  voisinage  de  j;'=  o;  il  en  résulte  que  x\  et  par  suite  x^  reste- 
ront des  fonctions  holomorphes  de  z^  dans  le  voisinage  de  la 
valeur  de  z  pour  laquelle  a:  =  a. 

Enfin,  si,  pour  ^  =  a,  a:  devient  infinie,  le  point  {x^y^  s'éloi- 
gnant  à  l'infini  sur  une  des  branches  de  courbe,  on  posera 

I  * 
^  =  —  > 

X 

dx' 
et  l'on  voit  encore  de  suite  que  -77  sera  une  fonction  holomorphe 

de  or' dans  le  voisinage  de  jr'=o;  aucun  point  critique  ne  peut 
encore  apparaître. 

Nous  pouvons  ici  faire  les  mêmes  observations  qu'à  la  page  879; 
les  remarques  précédentes  ne  suffisent  pas  à  établir  que  x  est  une 
fonction  uniforme  de  z  dans  tout  le  plan  ;  mais  il  n'j  a  qu'à  pro- 
céder comme  à  l'endroit  cité  pour  rendre  la  démonstration  rigou- 
reuse. En  isolant  les  points  de  ramification  et  les  points  à  l'infini, 
on  prouvera,  sans  rien  changer  aux  raisonnements,  que  l'exten- 
sion de  la  fonction  pourra  se  faire  de  proche  en  proche  à  Vaide 
d'aulx  cercle  de  rayon  p  invariable^  de  telle  sorte  que  la  fonc- 
tion ou  son  inverse  soit  holomorphe  à  l'intérieur  d'un  cercle  ayant 
pour  centre  un  point  quelconque  du  |)lan  et  un  rayon  égal  à  p. 
Il  en  résulte  que  x  est  alors  une  fonction,  uniforme  dans  tout 
le  plan,  n'ayant  pour  points  singuliers  que  des  pôles. 

Le  même  raisonnement  s'applique  sans  modification  à  y^  qui 
sera  aussi  une  fonction  uniforme  de  z, 

7.  Il  est  facile  de  se  rendre  compte  de  la  nature  des  fonctions 
uniformes  ^  et  ^  de  ;;  que  nous  venons  de  rencontrer.  Leur  pro- 
priété capitale  est  la  double  périodicité. 

Rappelons-nous,  en  effet,  que  l'intégrale 


i 


"'•■*  Q(.r,  r)rfj: 
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a  deux  périodes  lo  et  w'  (Chap.  XIV).  En  posant 

on  a  l'inégalité  fondamentale  (p.  4^^) 

inégalité  qui  exclut  l'égalité.  Il  en  résulte  que  le  rapport  des  pé- 
riodes 

lu' 


est  nécessairement  imaginaire. 

On  voit  alors  qu'à  une  même  valeur  de  x  correspondent,  en 
choisissant  convenablement  le  chemin  allant  de  x^  à  x,  une  infî- 
nilé  de  déterminations  de  l'intégrale  diflerant  de  sommes  de  mul- 
tiples des  périodes  w  et  w'.  On  aura  donc,  pour  x  et  y  y  des 
fonctions  doublement  périodiques  de  z  :  c'est  le  théorème  au- 
quel nous  étions  déjà  arrivé  par  une  «autre  voie.  A  un  point  arbi- 
traire (â7,  y)  de  la  courbe  ne  correspond  manifestement,  d'après 
la  relation  (3),  qu'une  seule  valeur  de  z,  abstraction  faite  de 
sommes  des  multiples  des  périodes  ('). 

8.  Je  réserve,  pour  une  autre  partie  de  cet  Ouvrage,  l'inversion 
effective  de  l'intégrale  de  première  espèce  pour  laquelle  il  est  né- 
cessaire d'introduire  les  transcendantes  de  Jacobi.  Nous  avons 
montré,  au  §  12  du  Clia|)ilre  XII,  comment,  dans  le  cas  de  Tin- 
tégrale  elliptique,  on  peut  former  certaines  fondions  entières 
jouissant,  par  rapport  aux  périodes,  d'une  propriété  remarquable. 
On  peut  ici  former  une  combinaison  analogue  que  je  me  conten- 
terai d'indiquer  (-);  il  est  facile  de  former  une  fonction 


(  '  )  Si  l'on  veut  reprendre  le  point  de  vue  auquel  nous  nous  sommes  placé, 
avec  Hicniani),  au  §  '23  du  Chapitre  WI,  on  dira  que  Tinversion  de  l'intégrale 
de  f)reiiiière  espèce  permet,  pour  p  —  \^  de  faire  d'une  manière  uniforme  la  re- 
présentation conroriiic  de  la  surface  de  Riemann  sur  la  surface  d'un  parallélo- 
gramme. 

(-)  Voir  le  §  10  du  Chapitre  III  de  mon  Mémoire  Sur  les  fonctions  algé- 
briques  de  deux  variables. 
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de  degré  m  —  i  en  x  et  y,  el  telle  que  la  combinaison 


X'-HM 


l"-' 


soit  une /onction  entière  de  z.   Cette  fonction  entière  joue  ici  le 
même  rôle  que  la  fonction  AI  (5)  de  M.  Weierstrass. 

9.  Nous  aurons  encore  à  signaler  plus  tard  certaines  propriétés 
des  courbes  de  genres  zéro  et  un.  Ainsi  l'on  peut  faire,  avec 
M.  Hermite  (*),  la  remarque  que  les  courbes  de  genre  zéro  et  un 
sont  les  seules  pour  lesquelles  l'inversion  de  l'intégrale  abélienne 


/ 


\{x,y)dx  . 


(X  étant  rationnelle  en  x  et  y)  donne,  pour  x  et  y,  des  fonctions 
uniformes  de  z.  Ce  sont  des  questions  qui  trouveront  leur  place 
dans  l'étude  des  équations  différentielles  de  Briot  et  Bouquet.  J'ai 
même  montré  (^),  d'une  manière  plus  générale,  que  les  courbes 
des  genres  zéro  et  un  sont  les  seules  pour  lesquelles  l'inversion 
d'une  expression 


/ 


(4)  /         «-^  *        dx^z 

(X  étant  rationnelle  en  x  et  y^  donne  pour  x  q\  y  des  fonctions 
uniformes  de  z. 


(*)  Hehmite,  Cours  lithographie  de  l'École  Polytechnique,  1873. 

(^)  Voir  le  Chapitre  VI  de  mon  Mémoire  cité  plus  haut;  j*y  étudie  incidem- 
ment d'une  manière  très  sommaire  les  expressions  (4)  dont  M.  Appell  faisait  à 
la  même  époque  une  étude  très  approfondie  dans  son  Mémoire  Sur  les  intégrales 
des  fonctions  à  multiplicateurs  {Acta  Afatheniatica,  t.  XIII).  Relativement  à 
la  représentation  paramétrique  des  coordonnées  d'un  point  d'une  courbe  algé- 
brique, on  peut  remarquer  que  les  courbes  des  genres  zéro  et  un  sont  les  seules 
pour  lesquelles  on  puisse  exprimer  ^  et^  en  fonctions  uniformes  d'un  paramètre, 
n*ayant  que  des  points  singuliers  essentiels  isole's,  comme  il  résulte  d'un  théo- 
rème général  que  j'ai  établi  {Acta  Mathematica,  t.  XI).  On  peut  exprimer  les 
coordonnées  d'un  point  d'une  courbe  algébrique  de  genre  supérieur  à  un,  au 
moyen  des  fonctions  fuchsiennes  de  M.  Poincaré,  mais  alors  les  points  singuliers 
essentiels  de  ces  transcendantes  ne  sont  pas  isole's. 
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III.  —  Généralités  sur  les  fonctions  doublement  périodiques. 

10.  Nous  avons  déjà  parlé  des  fonctions  doublement  pério- 
diques (Chap..  XII).  Les  généralités  sur  ces  fonctions,  œuvre  de 
Liouville  et  de  M.  Hermite,  sont  devenues  si  classiques,  et  ont 
été  tant  de  fois  exposées  (*)  que  nous  ne  croyons  pas  devoir  nous 
y  arrêter  longuement.  Je  vais  seulement  faire  quelques  remarques 
qui  auront  trait  aux  courbes  de  genre  zéro  ou  un. 

Considérons  deux  fonctions  doublement  périodiques  aux  mêmes 
périodes 

Tout  d^abord  il  existe  entre  elles  une  relation  algébrique, 
comme  Tont  remarqué  simultanément  Briot  et  Bouquet  et  M.  Mé- 
ray.  La  démonstration  de  ce  résultat  est  immédiate.  A  une  valeur 
arbitraire  de  x  correspond,  dans  chaque  parallélogramme  de  pé- 
riodes, un  nombre  limité  (toujours  le  même)  de  valeurs  de  z.  La 
fonction  ^  de  :r  n'a  donc  qu'un  nombre  limité  de  valeurs  pour 
chaque  valeur  de  x]  elle  n'a  d'autre  part  évidemment  que  des 
pôles  ou  des  points  critiques  algébriques.  On  en  conclut  que  y 
est  une  fonction  algébrique  de  x.  Nous  aurons  donc 

/(x,x  )  ^  o. 

On  aurait  pu  arriver  an  nitmc  résultat  par  une  autre  voie  plus 
élémentaire.  En  faisant  sur  x  el  r  "ne  substitution  linéaire,  nous 
pouvons  supposer  que  x  cl  y  aient  les  mêmes  pôles  simples,  en 
nombre  jjl,  dans  chaque  paralIéloij;;ranime  de  périodes. 

Prenons  un  polynôme  f{x^y)  de  degré  m,  à  coefficients  indé- 
terminés, mais  sans  terme  indépendant  de  x  et  r. 

Quand  on  substitue  -d  x  ei  y  dans  /  les  deux  fondions  double- 
ment périodiques,  on  a  une  fonction  doublement  périodique  qui 


(')  Consulter,  en  parliculicr,  le  Cours  lit/iographie  de  M.  Ilernnitc,  le  Traite 
sur  les  fonctions  eiii/Jtif/ucs  de  Briol  eL  Bouquei,  le  Traité  d'Analyse  de  M.  Ca- 
mille Jordan,  le  grand  Trailé  de  Halphen,  TOuvrage  de  MM.  Tanncry  et  Molk, 
el  celui  de  MM.  Appell  cl  Lacour.  Au  poinl  de  vue  élèinerjlairc  et  pratique,  le 
Précis  de  M.  Lucien  Lévy  doit  Cire  recoujinandé. 
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a  ma  pôles,  en  tenant  compte  des  degrés  de  miiiliplîcités;  il  ne 
faudra  pas  plus  de  /n[JL  —  i  conditions,  pour  écrire  que  ces  pôles 
disparaissent.  Or,  si  l'on  prend  m  de  manière  que 

( m  -h  i)  (m-h'i) 
;- >  m  ;x, 

on  pourra  choisir  (et  au  moyen  dVquations  linéaires  et  homogènes 
du  premier  degré)  les  coefficienls  de  /,  de  manière  que  les  pôles 
disparaissent.  On  aura  donc  alors 

/(x,y)  =  G        (G  étant  une  constante), 

ce  qui  donnera  une  relation  algébrique  entre  x  ety^  ne  se  réduisant 
pas  à  une  identité,  puisque  /  n'a  pas  de  terme  indépendant  de  x 
ely.  Cette  relation  pourra  n'être  pas  irréductible,  mais  parmi  les 
relations  irréductibles  auxquelles  elle  donnera  alors  lieu,  une  cer- 
tainement sera  vérifiée  identiquement  quand,  à  la  place  de  x  ely, 
on  met  les  deux  fonctions  doublement  périodiques  de  z. 

Ceci  posé,  montrons  que  le  genre  de  la  courbe  f  est  au  plus 
égal  à  limité.  Si  la  courbe  était  de  genre  supérieur  à  un,  on 
aurait  deux  intégrales  distinctes  de  première  espèce 

rQi(x,y)dx  rCliix,y)dx 

J      /;      '     J      /;     ' 

l^a  première  de  ces  intégrales  peut  s'écrire 


/ 


/;.      dz  "- 


En  substituant  k  x  ei  y  les  expressions  (5),  le  multiplicateur 
de  dz^  sous  le  signe  d'intégration, 

Qi(^i  y)  dx 

fy         dz' 

est  une  fonction  doublement  périodique  de  z.  Il  faut  que  cette 
fonction  se  réduise  à  une  constante;  sinon  elle  aurait  des  pôles, 
et  l'intégrale  deviendrait  inlinie.  On  aura  donc 

(^xix.y)  dx 
fy         dz 
et,  de  même, 

(jiix.  Y)   dx 


=  a^ 


J'y         dz 
P.  -  II.  3G 
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af  et  as  étant  des  constantes.  Des  deux  identités  précédentes,  on 
conclut 

égalité  impossible,  puisque  les  deux  intégrales  de  première  espèce 
ont  été  supposées  linéairement  indépendantes.  Le  théorème  esl 
donc  établi  (*). 

11.  Il  peut  arriver  que  le  genre  de  la  courbe  soit  égal  à  zéro 
ou  à  un.  Faisons  la  remarque  importante  que,  si  à  un  point  arbi- 
traire {x^y)  de  y  ne  correspond  qu'<//ze  seule  valeur  de  z  dans 
un  parallélogramme  de  périodes,  le  genre  de  la  courbe  sera 
certainement  égal  à  V unité.  En  effet,  dans  le  cas  contraire,  la 
courbe  serait  unicursale,  et  Ton  aurait 

:r=R(e),        j'  =  R,(0), 

R  et  R|  étant  rationnelles  en  6,  et  6  pouvant  se  mettre  sous  la 
forme  d^une  fonction  rationnelle  de  x  et  y.  On  aurait  donc 

(6)  0=F(;5), 

^{z)  étant  une  fonction  doublement  périodique  de  z,  A  un  point 
arbitraire  {Xj  y)  covvesi^ouA  une  seule  valeur  de  6;  les  valeurs 
de  z  correspondant  à  un  point  arbitraire  {x^y)  seraient  donc  les 
racines  de  Téquation  (6).  Mais,  pour  une  valeur  arbitraire  donnée 
à  6,  correspondent  au  moins  deux  racines  de  (6)  dans  un  paral- 
lélogramme. L'hjpolhùse  faite  que  la  courbe  est  unicursale  esl 
donc  inadmissible. 

12.  Plaçons-nous  dans  le  cas  où  à  un  point  arbitraire  (x^y) 
ne  correspondrait  qu'une  seule  valeur  de  z,  abslraclion  faile  de 
sommes  des  multiples  de  périodes,  et  considérons  une  fonction 
doublement  périodique  quelconque  ^'  de  z,  aux  mêmes  périodes 
que  o  cl  <1>.  A  chaque  point  (jr^y)  de  la  surface  de  Riemann 
relative  à  la  courbe  /  ne  correspondra  qu'une  seule  valeur  de  W. 


(')  J'ai  donné  pour  la  première  fois  la  déinonslration  précédente  avec  un  ihco- 
rèinc  aualofïuc  pour  les  surfaces  algébriques  auToineXGII  des  Comptes  rendus 
de  r  Académie  des  Sciences  (p.  1^96). 
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Celle  fonclion  sera  donc  une  fonclion  uniforme  sur  la  surface  de 
Riemann;  elle  n'a  nécessairement  que  des  pôles;  elle  esl  donc 
une  fonclion  raiionnelle  de  x  el^  (p.  428).  Toute  fonction  doit' 
ble  nient  périodique  de  z  sera  donc  une  fonction  rationnelle 
de  ^{z)  et  ^(v).  Ce  ihéorème  est  dû  à  Liouville. 

13.  Nous  avons  vu  (p.  4^4)  ^"e  les  courbes  de  genre  un 
admettent  une  transformation  birationnellc  en  elle-même  dé- 
pendant d'un  paramètre  arbitraire.  Il  est  facile  de  retrouver  d'une 
autre  manière  ce  résultat.  Considérons  les  équations 

^  =  *(-)»  r  =  ?(^)t 

X  =  4>(«  -T-  h),        Y  =  o{z  -4-  h), 

h  étant  une  constante  arbitraire;  X  et  Y  sont  des  fonctions  dou- 
blement périodiques  de:;.  On  aura  donc,  d'après  le  paragraphe 
précédent. 


R  et  R|  étant  rationnelles  en  x  et  y,  cl  évidemment  d'ailleurs, 
pour  la  même  raison,  x  et  y  sont  des  fonctions  rationnelles  de 
X  et  Y.  Nous  voyons  donc  bien  que  la  courbe  /  admettra  une 
transformation  birationnellc  en  elle-même  dépendant  du  para- 
mètre arbitraire  h.  Il  n'est  pas  inutile  de  rappeler  ici  le  résultat 
obtenu  (p.  486)  relatif  à  Téquation  différentiel  le 

Q(x,y)rfx  _  Q(X,Y)(/X 

/;        "        fi       ' 

Q{x,y)  étant  le  polynôme  adjoint  figurant  dans  l'intégrale  de 
première  espèce  relative  à  f  L'intégrale  générale  de  cette  équa- 
tion, qu'on  peut  appeler  V équation  d'Eulcr,  est  algébrique  et 
est  précisément  fournie  par  les  équations  (7)  avec  la  constante 
arbitraire  h. 

li.  Terminons  par  l'examen  du  cas  particulier  où  l'on  aurait 

X=^{Z),  y=z^'(z), 


564  CHAPITRE   XTII. 

<[>'  étant  la  dérivée  de  <ï>.  Écrivons  la  relation 


•^(^■S^)="- 


Quelle  que  soit  la  fonction  doublement  périodique  ^(3),  on  peut 
affirmer  que  le  genre  de  f  sera  égal  à  Vanité,  Il  faut  montrer 
qu'à  un  point  arbitraire  (x,  y)  ne  correspondra  qu'une  valeur  de-: 
dans  un  parallélogramme.  Dans  le  cas  contraire,  nous  pourrions 
prendre  un  couple  de  points  z^j  z^  dans  un  même  parallélo- 
gramme correspondant  à  un  même  point  simple  de  la  courbe.  En 
Zq  et  ^1,  la  fonction  ^  et  sa  dérivée  <!>'  auraient  respectivement 
les  mêmes  valeurs;  d'après  Téqualion  différentielle,  il  en  serait 
de  même  de  toutes  les  dérivées  de  <[>.  Donc  le  développement  de 
^{z)  dans  le  voisinage  de  Zq  suivant  les  puissances  de  :;  —  z^  et 
le  développement  de  ^{z)  dans  le  voisinage  de  z^  suivant  les  puis- 
sances de  z  —  z^  auraient  les  mêmes  coefficients.  Il  en  résulte 
que  Zq —  Zs  serait  une  période  de  0,  ce  qui  est  absurde. 
Nous  reprendrons  bientôt  l'élude  des  équations  de  la  forme 


•^(^•ê)='' 


qui  ont  fait  l'objet  d'un  travail  mémorable  de  Briot  et  Bouqiiel. 
Pour  le  moment,  nous  nous  contenterons  d'indiquer  la  forme  de 
cette  relation,  si  l'on  a 

*^(z)  étant  une  fonction  doublement  périodique  ayant  deux  jxUes 
simples  dans  un  parallélogramme  de  périodes.  Dans  ce  cas,  Téqua- 

tion  sera  du  second  degré  en  ^>  puisque  à  une  valeur  de  x  cor- 
respondent deux  valeurs  de  z  dans  un  parallélogramme.  De  plus, 
les  deux  valeurs  de  -^  sont  égales  et  de  signes  contraires.  Soit, 
en  effet,  Tcquation 

a  étant  une  constante  arbitraire;  désignons  par  a  et  ^  ses  deux 
racines  dans  un  parallélogramme.  Les  résidas  de  la  fonction  dou- 
blement périodique 

r 

*(.-;  —  « 
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par  rapport  à  a  et  ^  sont,  d'après  un  théorème  général,  égaux  et 
de  signes  contraires.  On  en  conclut  que 

4>'(a)     et     4>'(3) 
sont  égaux  et  de  signes  contraires.  On  a  donc  nécessairement 

(è)'=«<". 

R(x)  étant  une  fonction  rationnelle  de  x.  Celte  fonction  ration- 

dx 
nelle   devra   être  un  pol^^nome,    car  -jj  est  nécessairement  fini 

quand  x  est  fini.  Enfin  ce  poij^nome  doit  être  du  quatrième  degré, 
car,  s'il  était  d'un  autre  degré,  les  pôles  ne  pourraient  pas  être  du 
même  ordre  dans  les  deux  membres. 

On  a  donc  finalement  une  relation  de  la  forme 
/^y=  Aa?*-+-  Bx»-f-  Cx»-+-  Dar  -4-  E, 

les  coefficients  étant  des  constantes. 

Notre  fonction  ^{z)  résulte  donc  de  Tinversion  de  Tintégrale 
elliptique  de  première  espèce 

dx 


f 


v/Aa:*-+-  13 2:' -h  ilx^-h  Dx  -h  É 

inversion   que    nous   avons  étudiée  dans  un  Chapitre   antérieur 
(p.  38o). 
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CHAPITRE  XVIII. 

QUELQUES  GÉNÉRALITÉS  SUR  LES  COURBES  GAUCHES 
ALGÉBRIQUES. 


I.  —  Sur  une  représentation  paramétrique  des  courbes  gauches. 

1.  Nous  terminerons  ce  Volume  par  quelques  remarques  rela- 
tives aux  courbes  gauches  algébriques  sans  points  multiples. 
Elles  se  présenteront  simplement  comme  applications  des  théo- 
rèmes établis  sur  les  courbes  planes;  il  ne  peut  être  question  ici 
d'approfondir  la  théorie  extrêmement  difficile  des  courbes  gauches 
algébriques  (*). 

Soit  donnée  une  courbe  algébrique  ou  une  surface  de  Riemann 

de  genre />. 

Si  Ton  prend  trois  fondions  ic,  y,  :;  uniformes  sur  cette  surface 
de  Riemann  et  ayant  seulement  des  pôles,  on  aura  défini  une 
courbe  algébrique,  en  général  gauche.  Supposons  que  ces  trois 
fondions  aient  ix  pôles  simples  communs.  La  courbe  gauche 
sern^  en  général,  de  degré  ;jl.  Soit,  en  effet,  le  plan 

IX  -h-  3^  -\-  ^iz  -T-Z  —  o. 


(M  Les  Mémoires  fondainnilatix  sur  oc  sujet  sont  le  Mémoire  de  MM.  Brill 
cl  NoTiiEii  {Mathemat.  Annalen,  l.  VII),  le  Mémoire  d'HALPHEX  [Classifica- 
tion des  courbes  gauches  algébriques  {Journal  de  V École  Polytechnique, 
III"  Caliicr.  iSSa)]  et  le  Mémoire  de  M.  Notiier  {Académie  des  Sciences  de 
Berlin,  18*^2).  Dans  la  Théorie  des  /onctions  algébriques  de  deux  trrriables 
de  MM,  Picard  et  Simart.  on  trouve  divers  développements  sur  les  courbes 
gauches.  (Tome  I,  Chapitre  VIII  et  Tome  II,  Chapitre  II,  Section  V.) 
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En  remplaçant  x^  y^  z  par  leurs  valeurs,  le  premier  membre 
devient  une  fonction  de  (Ç,  r^)  du  degré  u,  qui  a,  par  suite, 
|A  racines.  On  peut  décomposer  x^  y,  z  en  éléments  simples, 
comme  il  a  été  expliqué  au  Chapitre  XV  (p.  472).  Soient 

37  =  A -H  a,  E, -4-  ajE, -f-.  ..-hstjiEpL, 

^  =  B-f-p,E,-r- -hMp^» 

5  =  G-h  YiE,  -+- -+- ^jj^Ept, 

on  a  les  relations  (/oc.  cit,) 

(h)  a, _ _H...-haa 77 — ^=«         (A  =  i,  2, . . .,/?) 

et  les  relations  analogues  avec  le  ^  et  les  y. 

En  général,  on  tirera  p  des  a  en  fonction  des  [«.  —  p  autres,  et 
de  même  pour  les  p  et  les  y. 

Si  Ton  a 

on  aura  une  relation  linéaire  entre  x^  y,  z,  et  la  courbe  sera 
plane  [à  moins  que  les  points  (Ç,  7))  ne  soient  particuliers,  auquel 
cas  il  pourrait  y  avoir  plus  de  ix — p  lettres  a  arbitraires].  Nous 
en  parlerons  plus  bas. 
Quand  on  a 

(I)  V'-P^'^ 

on  peut  faire  ainsi  correspondre,  point  par  point,  à  la  courbe  de 
genre/?  une  courbe  gauche  de  degré  (x. 

Le  nombre  des  points  doubles  apparents  (' )  de  celte  courbe 


(')  Nous  avons  déjà  parlé  (Tome  I,  page  875)  des  points  doubles  apparents 
d'une  courbe  gauche.  Il  est  à  peu  près  évident  que  la  perspective  d^une  courbe 
gauche  sans  points  singuliers,  prise  ii*un  point  de  vue  arbitraire,  n*a  que  des 
points  doubles.  Pour  qu'il  en  fût  autrement,  il  faudrait  que  par  tout  point  de 
l'espace  passât  au  moins  une  sécante  triple.  Ceci  entraîne  que  toute  sécante 
double  soit  triple,  et  il  est  aisé  de  voir  que  ceci  n'est  possible  que  pour  une 
courbe  plane.  Soit  en  eiïet  une  courbe  pour  laquelle  toute  sécante  double  serait 
triple;  partons  de  deux  points  arbitraires  B  et  C  de  la  courbe.  Par  hypothèse,  la 
droite  BC  rencontre  encore  la  courbe  en  un  point  A.  Considérons  le  cône  ayant 
A  pour  sommet  et  passant  par  la  courbe;  les  tangentes  en  B  et  C  à  la  courbe 
sont  dans  le  plan  tangent  à  ce  cône  le  long  de  la  droite  ABC.  D'où  la  conclusion 
que  les  tangentes  en  deux  points  arbitraires  B  et  C  de  notre  courbe  se  rencon- 
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gauche  est  manifestement  égal  au  nombre  des  points  doubles 
de  /,  puisqu'une  perspective  arbitraire  de  la  courbe  gauche  sur 
un  plan  quelconque  et  la  courbe  /  sont  deux  courbes  planes  de 
même  degré  [jl,  et  se  correspondent  point  par  point.  Nous  dési- 
gnerons par  h  ce  nombre  de  points  doubles  apparents.  L'inéga- 
lité (i)  revient  à 


2 


j-^^(,-.)(,-.,_^l 


Dans  ce  cas,  pour  chaque  degré  [jl  et  chaque  nombre  A,  on 
peut  regarder  les  courbes  comme  formant  une  seule  famille,  cor- 
respondant à  l'ensemble'  des  courbes  planes  de  degré  jjl  avec 
h  points  doubles.  Le  nombre  des  constantes  de  cette  famille  est 
facile  à  calculer.  Il  y  a  les  ip  —  3  modules  dans/,  les  jjl  pôles 
(5}  ^)>  les  3([JL  — p)  constantes  a,  p,  y  puis  A,  B,  C,  ce  qui  donne 

3/?  —  i -f- jji -h  3  (  ;jL — /?}-f-3    ou     4[J^- 
Ce  nombre  ^y-  ®s'>  ^^'^  '^'^^  remarquable,  indépendant  de  A. 
2.  Arrivons  au  cas  où 


la  question  est  singulièrement  plus  complexe.  Comme  on  veut 
que  les  équations  permettent  de  prendre  arbitrairement  trois  des 
quantités  a,  il  faut  que  les  (;,  '/;)  formcuL  un  groupe  spécial  de 
points  au  sens  du  Chapitre  XV.  Plarons-nous  dans  le  cas  où  les 
modules  de  /  sont  quelconques,  comme  nous  Tavons  fait  dans  ce 
Chapitre. 

Soit,  pour  les  équations  (E),  o*  le  nombre  correspondant  au 
théorème  de  Riemann-Roch,  c'est-à-dire  que  p  —  t  désigne  le 
nombre  des  équations  (E)  linéairement  indépendantes.  On  pourra 


trcnl.  Cela  implique  que  toutes  les  langenles  rencoutrent  une  droite  fixe  (rar  on 
peut  supposer  le  point  C  fixe).  Or  il  est  manifeste  qu'une  courbe  dont  toutes  les 
tangentes  rencontrent  une  droite  fixe  est  une  courbe  plane,  car,  si  la  droite  fixe 
est  l'axe  O^,  on  aura 

dy       y 

d'où  se  conclut  y  =rz  Cx^  C  étant  une  constante. 
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donc  prendre  arbitrairement 

|JL  — p  -I-  a 

des  quantités  a.  Ce  nombre  devra  être  au' moins  égal  à  Irois  pour 
que  la  courbe  ne  soit  pas  plane;  donc 

rjL— />-f- j;^3. 

Or  nous  avons  vu  (Chap.  VI,  n°  17)  que 

tl^(;jL — y>-»-ff)(j-+    l). 

On  a  donc  à  la  fois 

(T*-f-  ff([I  —  p  -hl)  — />  go, 

ff  ^  3  -h  />  —  ;JL. 

La  première  inégalité  est  donc  vérifiée  pour  a-  =  3  -f-/?  —  |J^j  ce 
qui  donne 

Donc,  quand  cette  condition  est  remplie  {les  modules  étant 
quelconques))  on  aura  une  courbe  gauche  correspondant  à  f^ 

3.  Évaluons  le  nombre  des  constantes  pour  les  courbes  gauches 
envisagées  au  numéro  précédent.  Nous  avons  d'abord  les 

3/>  — i 

modules  de  la  courbe,  puis  les  pôles  restant  arbitraires  en  nombre 

et  ensuite  les 

quantités  a,  ^,  v  et  enfin  les  trois  constantes  A,  B,  C;  le  tout 

donne 

4{Ji-t-  j(p  -H  3  —  J  —  \x^. 

Si  l'on  prend  c  tel  que 

\x  —  p  -+-  j  =  3, 

on  aura  le  nombre  /\  tx.  Ce  nombre  4 1^  est  ici  le  maximum,  puisque 
—  j  H-  /?  -4-  3  —  î^i  <  o. 
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Or  les  familles  correspondant  à  des  valeurs  de  7,  telles  que 

sont  visiblement  des  cas  particuliers  de  celles  où 

<y  =  3  -h  p  —  ji. 
Nous  avons  donc  encore  4[J^  arbitraires,  quand 

les  modules  de  la  courbe  algébrique  étant  d^ ailleurs  arbi^ 
traires.  Ce  résultat  remarquable  est  dû  à  M.  Nôther  (loc.  cit.). 
Nous  retrouvons  le  même  nombre  que  pour  les  courbes  du  nu- 
méro 1. 

4.  Revenons,  pour  terminer  ces  considérations,  sur  les  courbes 
du  numéro  1,  c'est-à-dire  sur  le  cas  où 

h>-S- i-J hi  (ouu>p-h3). 

Il  est  facile  de  voir  que  toute  courbe  plane  de  degré  \l  ayant 
h  points  doubles  {la  condition  précédente  étant  remplie)  est  la 
perspective  d'une  courbe  gauche  de  degré  ix. 

Soit  en  effet 

la  courbe  plane.  Prenons  comme  pôles  les  a  points  de  la  courbe 
à  l'infini;  écrivons 


z  —  C  -r-'fiEi-i-.  .  .-H  YjxKa. 

Gomme  ;jL^yo-i-3,  on  peut  certainement  trouver  une  fonction  z 
qui  n'est  pas  une  fonction  linraire  de  x  et  y,  comme  il  résulte  du 
théorème  de  Riemann-Roch.  On  a  donc,  pour  les  équations  pré- 
cédentes, une  courbe  gauche,  dont  la  courbe  plane  J  est  la 
perspective. 


GÉNÉRALITÉS  SUR  LES  COURBES  GAUCHES  ALGÉBRIQUES.       57 1 


II.  —  Représentation  des  courbes  gauches 
au  moyen  des  monoldes. 

5.  On  peut  employer,  pour  les  courbes  gauches,  un  autre 
mode  de  représentation.  Les  axes  de  coordonnées  ajant  une  posi- 
tion arbitraire  par  rapport  à  la  courbe,  projetons,  sur  le  plan 
des  xy^  la  courbe  parallèlement  à  l'axe  des  z\  on  aura  ainsi  (en 
désignant  maintenant  par  d  le  degré  de  la  courbe  gauche)  la 
courbe  plane 

avec  h  points  doubles,  si  h  est  le  nombre  de  points  doubles 
apparents  de  la  courbe  gauche.  A  un  point  arbitraire  de  cette 
courbe  plane  correspondra  un  seul  point  de  la  courbe  gauche;  on 
aura  donc,  pour  :;,  une  fonction  rationnelle  de  x  et  j',  et  la  courbe 
gauche  sera  représentée  par  les  équations 

La  courbe  '/(^,  J')  =  o  passe  par  les  points  doubles  de  cp,  ainsi 
que  la  courbe  tj;  =  ©• 

Pour  les  h  points  doubles  de  o,  on  a  deux  valeurs  pour  z.  11 
faut  que  ^  s'annule  pour  les  points  communs  à  y^  et  à  ^,  afin  que 

-  reste  finie  pour  tout  point  à  distance  finie  de  o  =  o;  car  notre 

courbe  gauche  n'a  pas  de  point  à  l'infini  dans  la  direction  de 
l'axe  0^  (les  axes  ayant  été  arbitrairement  choisis). 

Enfin,  en  faisant  une  transformation  homographique,  on  peut 
supposer  que  y  est  de  degré  v  et  ^  de  degré  v  -f- 1  (v  étant  un 
nombre  qui,  a  priori,  peut  être  quelconque). 

Les  deux  équations  (2),  en  fait,  définissent  non  seulement  la 
courbe  gauche,  mais,  en  outre,  un  certain  nombre  de  droites 
parallèles  à  O:;,  qui  correspondent  aux  solutions  communes  aux 
trois  équations 

On  se  rappellera  que,  des  trois  courbes  précédentes,  la  première 
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est  de  degré  d  (degré  de  la  courbe  gauche)  avec  h  points  doubles, 
les  deux  autres  sont  de  degré  v  -f-  1  et  v;  la  courbe  y^  passe  par  les 
points  doubles  de  ^,  et  la  courbe  vp  passe  par  les  points  communs 
aux  deux  autres.  M.  Cayley  appelait  monoïde  la  surface  repré- 
sentée par  l'équation 

cette  monoïde  est  de  degré  v  +  1  avec  un  point  multiple  d'ordre  v 
à  l'infini  dans  la  direction  de  Taxe  O^. 

6.  Halphen,  dans  ses  célèbres  travaux  sur  les  courbes  gauches, 
s'est  beaucoup  servi  de  la  représentation  précédente.  Celle-ci  peut 
être  faite  de  bien  des  manières.  En  effet,  si  ^1  et  y j  sont  deux 
polynômes  en  x  et  y^  tels  que 

soit  divisible  par  ^ ,  on  aura  évidemment 


%' 


?(^,/)=o 


comme  nouvelle  représentation  de  la  courbe  gauche. 
Voici,  à  ce  sujet,  un  théorème  fondamental  : 

Soit  'f^sipc^y)  un  polynôme  s  annulant  aux  points  doubles 
de  cp,  on  pourra  trouver  un  polynôme  6,  correspondant^  tel 
(]ue  la  courbe  soit  donnée  par 

Pour  l'établir,  envisageons  le  résultant  l\{x)  provenant  de  rëlimi- 
nalion  de  y  entre  les  deux  équations 

9(^1  y)  =  <>î       7.(^>.>')  =  *>' 
on  aura 

M  et  N  étant  des  polynômes  en  x  et  y.  On  en  déduit 
O)  H(:^•).•|./l  =  A/^-f-Bcp, 
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A  et  B  étant  encore  des  polynômes  en  x  et  J^  Nous  allons  mon- 
trer que  A  et  B  sont  divisibles  par  R(a:),  et  la  proposition  énoncée 
sera  établie. 

Parmi  les  points  de  rencontre  de  cp  et  y  se  trouvent  les  points 
doubles  de  o  et  des  points  simples.  Soit  d'abord  (a,  6)  un  de  ces 
derniers  points;  supposons  que  (x,  y)  se  déplace  sur  la  courbe  ç; 
il  résulte  de  l'identité  (.'^),  puisque  le  quotient 

i 
/. 

reste  fini  en  (a.  6),  que  le  quotient 

X —  a 

restera  fini  aussi  en  (a,  6).  Ceci  aura  lieu  pour  les  d  points  de 
rencontre  (qu'on  peut  supposer  distincts)  de  la  droite  a:  =  a  avec 
la  courbe  cp.  Il  en  résulte  (')  que  l'on  peut  mettre  A(^,^)  sons 
la  forme 

(4)  A(a:,  ^)  =  (^  — «)Ai-t- îpBi        (Al  et  Bi  polynômes). 

Eu  substituant  dans  l'identité  (3),  il  en  résulte  que  {^x  —  a)  est 
nécessairement  en  facteur  dans  les  deux  membres,  et  nous  avons 
une  identité  analogue,  mais  où  R(^)  ne  contient  plus  le  facteur 
X  —  a.  En  allant  ainsi  de  proche  en  proche,  on  fera  disparaître 
tous  les  facteurs  x  —  a  correspondant  aux  points  de  rencontre 
de  o  et  de  y,  qui  sont  points  simples  de  cp. 

Supposons  maintenant  que  (a.  b)  soit  un  point  double  de  q. 
Reprenons  (j;,  y)  sur  la  courbe  cp;  l'identité  (3)  nous  montre  que 

A(.r,r) 
^  X  —  a 

s'annule  quand  i^x^y)  tend  vers  (a,  b)  sur  l'une  ou  l'autre 
branche  de  la  courbe;  ceci  résulte  de  ce  que  yj  s'annule  en  (a,  b) 
et  que 

i 
y. 


(  '  )  Nous  avons  rencontré  ce  genre  de  question  dans  le  problème  de  la  Héduc- 
lion  (les  intégrales  abéliennes  (t.  I,  p.  66  et  suiv.,  a»  édition  ). 
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reste  finie  en  {a^b).  D'ailleurs,  pour  les  (rf — a)  autres  points 
simples  de  rencontre  de  la  droite  :r  =  a  avec  ç,  le  quotient  (5) 
reste  fini;  il  résulte  encore  de  tout  cela  (voir  le  passage  cité  en 
note)  que  A(j7, j)  est  susceptible  de  la  forme  (4);  les  mêmes 
conclusions  suivent  comme  plus  haut.  On  pourra  finalement  faire 
disparaître  R(j^)  et  l'identité  (3)  aura  la  forme 

i}*y ,  =  K/  -4-  Lo         (K  et  L  polynômes  en  x,  y). 
Donc,  quand  on  a  ©(j;,  j')=  o,  on  a 

et,  par  suite,  on  a  une  représentation  avec  le  dénominateur  y», 
comme  nous  l'avons  énoncé. 

7.  Nous  avons  démontré  plus  haut  (n®  4,  où  le  degré  de  la 
courbe  était  désigné  par  jjl)  qu'une  courbe  plane  de  degré  d  avec 
h  points  doubles,  pour  laquelle 

2 

est  la  perspective  d'une  courbe  gauche  de  degré  d  sans  point  sin- 
gulier. Nous  pouvons  retrouver  ce  résultat,  en  nous  servant  de  la 
représentation  de  Cayley.  On  peut  prendre  pour  dénominateur  y, 

dans  Téqualion  de  la  monoïde,  le  polynôme  -;  >  puisqu'il  s'annule 
pour  les  points  doubles  de  es. 

La  courbe  -^  =i=:  o  a  avec  es,  en  dehors  des  points  doubles, 
d{(/    -  I  )  —  ih 

points  communs.  Par  les  points  doubles,  et  ces  derniers  points,  le 
tout  étant  en  nombre 

cii  cl  —  I  )  ^  //, 

nous  pouvons  faire  passer  une  courbe  de  degré  rf,  et  celte  courbe 

sera  dislincle  de  o  et  ne  se  composera  pas  de  — -  et  d'une  droite 
'  *  '  Ox 

En  efl'el,  le  nombre  des  constantes  dans  cette  courbe  est 


cl{d-~l)-^h, 


et  ce  nombre  est  supérieur  à  trois,  car  Tinégalité 

--—^ 6^(c?  — i)-f-A>  3 

revient  à 

(d-'i){d—Z) 
h> 

inégalité  qui  est  vérifiée.  Désignons  donc  par  <{^  la  courbe  générale 
de  degré  d  passant  par  les  d{d — i) — h  points  indiqués,  nous 
avons  les  deux  équations 

Z  =    — r > 

dx 

qui  représentent  une  courbe  gauche,  dont  ©  est  la  perspective; 
c'est  ce  que  nous  voulions  montrer. 

8.  Il  est  facile  d'avoir  le  nombre  des  constantes  figurant  dans 
la  famille  précédente  de  courbes  gauches.  Dans  q  le  nombre  des 
constantes  est 

h         (courbe  de  degré  d  avec  h  points  doubles). 

Dans  if  nous  avons 

La  somme  de  ces  deux  nombres  est  égale  à  /\d\  c'est  le  résultat 
trouvé  au  n®  1 . 

9.  Faisons  encore,  avec  Halphen,  quelques  remarques  sur  la 
représentation  des  courbes  gauches  avec  les  monoïdes.  J'écrirai 
les  équations  sous  la  forme 

o  est  toujours  de  degré  d  avec  h  points  doubles.  Le  poljnome  w< 
est  d'un  certain  degré  v-f-i,  et  le  polynôme  Uq  de  degré  v.  La 
courbe  Wo=  o  passe  simplement  par  les  points  doubles  de  o  =  o, 
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et  la  courbe  Ui  =  o  passe  en  chaque  point  commun  aux  courbes  m© 
et  cp.  Dans  ces  conditions,  on  a  évidemment 

'À 

Les  points  communs  à  Uq  et  o  (en  dehors  des  points  doubles)  sont 

au  nombre  de 

yd  —  'ih. 

Il  y  a  donc  sur  o 

yd  —  2  h -h  h     ou     yd — h 

points  communs  à  e/|  et  à  Uq.  Donc 


Ainsi,  on  a  les  deux  inégalités 
On  aura  donc 


A  >V(^/—  V  —  I). 

•2  -     -    ^ 


V  > I  . 

~    9. 


Il  y  a,  nous  l'avons  dit,  une  infinité  de  représentations  d'une 
courbe  gauche  donnée  avec  des  monoïdes.  Le  minimum  du 
nombre  vjoue  un  rôle  important  dans  la  classification  d'Halphen  ; 
ilésîgnons'le  par  n.  Par  les  h  points  doubles,  on  ne  doit  pas  pou- 
voir faire  passer  une  courbe  de  degré  n  — 1 .  Donc 

in  —  \)(  n  ^  ■>)    ^  . 


c'est-à-dire 

n  { n  -\-  \) 


Ji, 


10.   On  a  trouvé,  au  numéro  précédent,  que  n  est  au  moins  égal 

i\ I .  Soit  (/pair,  et  examinons  si  cette  limite  peut  être  atteinte 

cllcctivcmcnt.  Supposons  qu'il  en  soit  ainsi,  et  désignons  par 

la  représeiUalioii  corrcspondanlc.  Puisque   ^i  s'annule   au  point 
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double,  on  peut  avoir  une  autre  représentation  où  u^  sera  le  dé- 
nominateur, soit 

^  =  —         (wj  étant  de  degré — hij, 

et  nécessairement 

u\ — 1^0 1^1 

est  divisible  par  çp.  L'expression  u^^ — U0U2  ne  peut  être  nulle, 
quels  que  soient  x  et  y  (car  Ut  et  Uq  auraient  un  facteur  commun, 
et  nous  n'aurions  pas  le  degré  minimum).  On  a  donc,  en  tenant 
compte  des  degrés, 

le  facteur  constant  pouvant  être  supposé  égal  à  un  dans  le  second 
membre.  Pareillement,  il  y  aura  une  représentation  où  le  déno- 
minateur sera  112]  soit  Uz  (de  degré  — h  i  )  le  numérateur  corres- 
pondant. L'expression 

1*1^2 —  Wo"! 

est  divisible  par  (f  et  l'on  a 

ttjMj—  MoMs=  «.?        («  étant  du  premier  degré  en  x  et  y). 
En  éliminant  <f  entre  les  identités 


on  a 

Wi(Wî —  «Ml)  =  Mo(ms — au%). 
Donc 

Ui  —  aui=  b  uo, 

b  élant  un  polynôme  du  second  degré  en  x  et  j'. 

Cette  équation  nous  donne  un  résultat  très  remarquable.  Puis- 
que 

z  =■  —  »         ^   =  —  » 

on  aura 

z^ —  az  —  6  =  0. 

La  courbe  considérée  est  donc  sur  une  surface  du  second 
degré.  Ainsi  une  courbe,  pour  laquelle  le  minimum  /i  de  v  atteint  la 

valeur 1,  est  située  nécessairement  sur  une  surface  du  second 

P.  —  II.  37 
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degré.  Elle  est  rintersectlon  complète  des  deux  surfaces 
z^  —  az  —  b  =  o.        z  =  —^9 

dont  l'une  est  du  second  degré,  Tautre  de  degré 1 . 

La  réciproque  est  évidente.  Si  Ton  a  une  surface  de  degré 

deux  et  une  surface  de  degré  • i  (d  étant  pair  bien  entendu )« 

on  aura  une  courbe  que  Ton  pourra  mettre  sous  la  forme  de 
Cayley,  avec  la  monoïde  de  degré 1 

y^  étant  de  degré i,  et  <{;  de  degré  -• 

Nous  n'examinerons  pas  le  cas  où  d  est  impair,  qui  est  plus 
compliqué. 

il.  Une  étude  plus  complète  de  la  représentation  des  courbes 
gauches  algébriques  m'entraînerait  trop  loin,  et  j'énoncerai  seule- 
ment en  terminant  quelques  résultats  dont  on  trouvera  la  démons- 
tration dans  les  Mémoires  cités  plus  haut.  Un  des  plus  beaux 
théorèmes  de  Halphen  est  relatif  au  minimum  du  nombre  h  des 
poinls  doubles  apparents  d'une  courbe  gauche  de  degré  d  sans 
points  multiples.  Ce  nombre  est  le  plus  grand  entier  contenu 
dans 

Ce  minimum  peut  être  effectivement  atteint,  el  alors  la  courir 
est  sur  une  surface  du  second  degré.  Les  courbes  de  degré  d 
ayant  le  nombre  minimum  de  points  doubles  apparents  s'ob- 
tiennent de  la  manière  suivante.  Si  dz^'i\^  il  suffira  de  consi- 
dérer rinlersection  complète  d'une  surface  du  second  degré  avec 
une  surface  de  degré  \.  Si  rf=  2). -hi,  on  considère  une  qua- 
drique  et  une  surface  de  degré  X  -h  i  passant  par  une  droite  de  Va 
quadrique.  Il  y  a,  en  dehors  de  la  droite,  une  courbe  d'inter- 
section de  degré  2X4-1,  qui  est  la  courbe  cherchée. 

M.  Castelnuovo  a  généralisé  le  résultat  d'Halphen,    relatif  au 
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nombre  ( ]  >  en  faisant  connaître  une  formule  plus  générale, 

relative  au  maximum  du  genre  d'une  courbe  gauche  de  degré 
donné,  ajant  ou  non  des  points  multiples  effectifs.  {Rendiconti 
di  Palermo,  t.  VII.)  Je  l'ai  reproduite  dans  le  Tome  II  (p.  43)  de 
ma  Théorie  des  fonctions  algébriques  de  deux  variables. 


58o  NOTE   I. 


NOTES. 


NOTE  1. 


Nous  avons,  page  i6o,  démontré  le  théorème  de  M.  Runge,  d'après  lequel 
toute  fonction  holomorphe  dans  une  aire  A  limitée  par  un  contour  simple  C 
est  développable  en  une  série  de  polynômes.  II  y  a  un  point  de  la  démon- 
stration sur  lequel  nous  n'avons  pas  insisté,  et  qui  n'est  cependant  pas  aussi 
évident  que  le  texte  pourrait  le  faire  supposer.  Il  est  dit  (p.  i6i,  ligne  7 
en  remontant)  que,  a  étant  extérieur  à  A,  la  fonction 


{^x  —  ay 


peut  être  développée  dans  A  en  une  série  de  polynômes. 

Ce  point  est  évident,  si  l'on  peut  tracer  un  cercle  comprenant  A  à  son 
intérieur,  et  auquel  a  soit  extérieur;  car  il  suffira  alors  de  se  servir  du 
développement  de  Taylor,  en  y  prenant  un  nombre  limité  de  termes,  pour 
avoir,  par  un  polynôme,  l'approximation  cherchée. 

Les  choses  sont  moins  simples  dans  le  cas  général.  Voici  comment 
M.  Riinge  (/oc.  cit.)  ramène  le  cas  général  à  ce  cas  particulier.  Soit  h  un 
autre  point,  d'ailleurs  quelconque,  extérieur  à  A  ;  on  va  montrer  qu'on 
peut   former   une   fonction    rationnelle   n'ayant   de   pôle  qu'en   b^  et  qui, 

dans  A,  représentera ^   avec  l'approximation  que  l'on   voudra.  A 

cet  eflTct,  nous  allons  aller  de  a  en  b  de  proche  en  proche.  Soit  ai  un  point 
assez  voisin  de  a  pour  que 


ax 


<£<i, 


quand  x  est  dans  A  ou  sur  le  contour  C.  Prenons  l'expression 
Û^^4''"U"^=^/'    J  ('^  entier  posit.f); 
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elle  devient  infinie  seulement  en  ai,  et  diffère  très  peu  dans  A  de 


{x  —  a)^ 


si  n  est  pris  assez  grand.  Nous  sommes  donc  ramené  à  une  fonction  ration- 
nelle n'ayant  que  le  pôle  «i;  on  continuera  ainsi  de  proche  en  proche,  et 
l'on  arrivera,  au  bout  d'un  nombre  limité  d'opérations,  à  une  fonction 

rationnelle  n'ayant  que  le  pôle  6,  qui,  dans  A,  différera  de r^  d'aussi 

peu  que  l'on  voudra  (l'erreur  étant  représentée  par  la  somme  des  erreurs 
partielles,  en  nombre  limite,  elles-mêmes  aussi  petites  que  l'on  veut).  Il 
suffit  maintenant  d'avoir  pris  le  point  b  assez  loin  de  Taire  A,  pour  être 
dans  le  cas  immédiat  mentionné  au  début. 


NOTE  II. 

Nous  avons  établi,  page  25 1,  qu'une  fonction  entière  G  (-s),  qui  ne  devient 
jamais  égale  ni  à  a  ni  à  6,  est  nécessairement  une  constante.  La  démonstra- 
tion s'appuie  sur  les  propriétés  de  la  fonction  v(2r)  qui  trouve  son  origine 
dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  M.  Borel  donna  en  1896  une  dé- 
monstration ne  faisant  intervenir  que  les  propositions  élémentaires  de  la 
théorie  des  fonctions  (Comptes  rendus,  1896),  et  il  a  reproduit  son  amik-' 
lyse  dans  ses  Leçons  sur  les /onctions  entières.  Tout  récemment,  M.  Lan- 
dau vient  de  donner  une  généralisation  du  théorème  précédent,  dans  un 
ordre  d'idées  tout  nouveau  [Ueber  eine  Verallgemeinerung  des  Picard^ 
schen  Satzes  {Sitzungsberichte  der  Preussischen  Akademie  der  Wissen^ 
schaften,  21  juillet  1904)].  Énonçons  le  théorème  de  M.  Landau  : 

Soit  une  fonction  entière 

G{t)  =  «o-t-  «1^:4-  aix^-^  ...  -4-  a,nX^-Jr  .. ., 
pour  laquelle 

on  peut  trouver  un  cercle  d'un  rayon 

R  =  R(ao,ai) 

dépendant  seulement  de  ao  et  ai  (et  non  des  autres  coefficients  a^\ 
«3>  . . . ,  «m»  . . .),  à  /  intérieur  duquel  la  fonction  Q(x) prend  au  moins 
une  fois  la  valeur  zéro  ou  la  valeur  un. 

M.  Landau  démontre  ce  théorème  d'abord  directement,  ensuite    en 
recourant  à  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  modulaires. 
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NOTE  III. 

Nous  avoné,  page  355,  parlé  succinctement  du  développement  de 

I 
I  —  J? 

en  série  de  polynômes  dans  son  étoile;  formons  plus  explicitement  les 
polynômes  dont  il  a  été  question.  A  l'équation 

dx  "-^ 

on  substitue,  d'après  la  théorie  générale  que  j'ai  développée,  une  équation 
aux  différences.  Soit  x  un  point  qui  ne  soit  pas  sur  la  coupure  (h-i,  -f-  x). 
Nous  partageons  le  segment  rectiligne  allant  de  l'origine  àir,  en  n  parties, 
et  nous  avons 

X 


yn  —  yn-\—  —yn-x- 


On  tirera  de  là  un  polynôme  j'„  en  x:  cherchons  le  degré  pn  de  ce  poly- 
nôme. On  a  manifestement,  en  désignant  par  />,,  /)j,  ...^  Pn  les  degrés  res- 
pectifs de  j',,^i,  ...,^n, 


Pn=  iPn-l-^l- 


De  là  se  tire  de  suite 

Pn=  I  -i-  j»  -f- . . .  H-  1'*-^  —  1"  —  I . 

Une  approximation  de   dans  toute  aire  intérieure  à  rétoilo,  aussi 

'^  \  —X 

grande  que  Ton  voudra,  peut  donc  être  obtenue  à  Taide  d'un  polynôme 

fn{^)  de  degré  2'*-—  i  (en  prenant  n  suffisamment  grand). 
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NOTE  IV. 


Dans  la  noie  de  la  page  358,  nous  avons  indiqué  que  l'existence  des 
fonctions  implicites  pouvait  être  établie,  en  se  servant  de  méthodes  d'ap- 
proximations successives  si  fécondes  dans  la  théorie  des  équations  diffé- 
rentielles. En  nous  bornant  à  une  seule  équation,  suivons  pour  cet  objet 
l'exposition  citée  de  M.  Goursat.  Nous  établirons  d'abord  un  résultat  pré- 
liminaire. 

i.  Soit/(j',  ^)  une  fonction  continue  des  deux  variables  réelles  x  cl  y 
dans  le  voisinage  de  (  J?o»^o)»  c'est-à-dire  dans  le  domaine  {xq —  a,  Xq-\-  a), 
iya—b,  yfi-Jrb).  De  plus 

/(^o,yo)  —  o, 

et  enfin  la  fonction /satisfait  dans  le  domaine  à  la  condition  de  Lipschitz 

I A-^»  j"  >  -/(  ^-  y>i<^'\  y  -y  u 

où  nous  supposons  \k\  <  i. 
Ceci  posé,  on  considère  l'équation 

y—yo=J(^,y)' 

On  veut  montrer  qu't/  y  a  une  racine  et  une  seule  de  cette  équation 
en  y,  qui,  pour  x  =  Xq,  prend  la  valeur  y^. 

Supposons,  pour  simplifier  l'écriture,  a7o  =  ^o=  o.  Nous  avons  l'équation 

On  part  de  zéro,  et  l'on  forme  la  suite  des  approximations ^i,  *  •  >,yn  au 
moyen  des  relations 

yi  =/(^,o), 

yt=/(^yyi]. 


Or 

\A^,y)—A^,o)\<A'\y\. 
Donc 

Comme  j't  s'annule  pour  ic  =  o,  on  peut  prendre 

\x\<a'<ay 
tel  que 

.  \yi{x)\<b(i-k). 
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Si  donc  \y\<bj  on  aura,  x  étant  compris  entre  —  a'  et  -+-  a\ 

\/{x,y)\<b{i-k)-^bA-  =  b. 

Donc,  dans  ces  conditions,  tous  les  y  seront  compris  entre  —  6  et  -h  5. 
On  voit  alors  facilement  que  yn  tend  vers  une  limite.  On  a  en  efiFet 

I  yn—yn-i  \<^-\  r«-i  — r«-s  I- 

La  série 

7=ri-+-(rî— ri) -^•••-^^^/i—rn-i  )-+-••  • 

converge  donc  comme  une  progression  géométrique  décroissante;  la  fonc- 
tion ^^  converge  uniformément  vers  la  limite  j^,  et  de  Tégalilé 

il  résulte  que^  satisfait  à  l'équation 

L^ existence  d'une  racine  de  cette  équation  est  donc  établie. 
II  n'y  a  pas  d'autre  racine  de  l'équation  (i)  s'annulant  pour  x  =  o.  Soit 
en  effet  Y  une  racine  s'annulant  pour  ^  =  o,  on  aurait 

Y=/(x,Y). 
En  rapprochant  cette  relation  de 

on  aura 

l^—rnK^l'^'-yn-il 

Donc,  de  proche  en  proche, 

|V-j^,n<^"MV-v,  1, 

et,  puisque  |  A- 1  <  i,  il  est  manifeste  que  Y  coïncide  avec  y, 

"i.  De  ce  Icmme  on  passe  de  suite  au  théorème  classique.  Soit  Téquation 

(•2)  ¥{Xyy)^-o, 

ôF 
F  étant  continue  et  ayant  une  dérivée  partielle  —  >  autour  de  la  position 

(^o>/o)  pour  laquelle  on  a 
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-T—  j   =  m,  mettons  Téquation  (2)  sous  la  forme 

Ici  la  fonction  /(^r,  y)  du  lemme  précédent  est 

^^-•^-^ Tir- 

et  la  dérivée  -j-  s'annule  pour  (xo,  ^o)î  elle  est  donc  inférieure  à  un  en 

valeur  absolue.  Le  lemme  est  donc  applicable,  et  Vexistence  de  la  fonc- 
tion y  définie  par  (2)  est  établie. 

Tout  ceci  est  bien  évidemment  applicable  au  cas  où  F(â:,  ^)  est  une 
fonction  holomorphe  autour  de  (a:©»  J'o),  et,  avec  peu  de  modifîcations, 
un  résultat  analogue  s'étend  à  un  nombre  quelconque  d'équations  impli- 
cites. 


FIN   DU   TOME   II. 
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